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Newtoni  illustrissimi  opus  hoc  in  primis  laudandum,  cujus  exemplaria 
sunt  rarissima,  et  impenso  pretio  parantur,  nunc  forma  commodiore  tibi 
in  manum  tradimus.  Quid  in  hac  editione  exspectandum,  paucis  te  moni- 
tum  velimus. 

Erat  nobis  in  animo  illam  Le  Seur  et  Jac2*^ier,  Societatis  lesu  Sociorum, 
cmn  eorum  commentario  perpetuo,  in  omnibus  integram  edere,  nisirevera 
ubi  macula  forsan  hic  illic  furtim  irrepsisset.  Quidquid  penes  nos  fuit, 
prsestitimus.  Editiones  Genevae  an.  1 739-42  et  Coloniae  Allobrogum  1760 
evulgatas,  inter  sese  fideliter  collatas,  curaverimus,  ut  discrepantiae  in  lucem 
eductae  omnes  perlustrarentur,  qiia  errores  haud  paucos  foras  extrusimus. 
Denique  ut  nihil  deessety  quin  librum  singulis  consummatum  faceremus, 
studio  permissus  erat  viri  matheseos  plane  periti  Joannis  M.  Wright, 
Academiae  Cantabrigiensis  alumni,  qui,  schedis  omnibus  diligentius  per- 
lectis,  maculas  quidem  cumulatim  (teste  ipsius  autographo)  quae  in  editio- 
nibus  prioribus  latuissent,  ejecit.  Qua  de  caussa  nobis  spes  maxima 
editionem  nostram  prae  omnibus  ehgendam,  tum  caeteris  multo  emendatio- 
rem,  tum  arte  typographica  longe  adornatiorem.  At  si  non  in  omni 
parte  sit  perfecta,  in  memoriam  revoca,  Lector  benevole,  quam  difficile 
est,  fortasse  ultra  hominis  sortem,  hujusmodi  studiorum  slatum  optimum, 
quantumvis  exoptatum,  attingere  aut  accedere. 
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sola  doctissimi  authoris  verba  jurare  nolunt ;  eximia  quae  in  Newtoni 
propositionibus  latent  inventa,  deteximus  atque  evolvimus;  tandem 
cum  praestantissima  illa  summi  viri  principia  non  solum  intelligere,  sed 
et  illam  quam  sibi  aperuit  ad  inventionem  viam  explorare  plurimum 
delectationis  habeat  et  utilitatis,  dispersa  huc  et  illuc  generalia  quaedam 
problemata  lector  reperiet.  Haec  sunt  quae  facere  voluimus,  quo  exitu, 
penes  benevolum  lectorem  esto  judicium.  Ex  brevi  illo  commentariorum 
nostrorum  prospectu  satis  patet  quos  nobis  lectores  postulemus;  nec 
praestantissimis  mathematicis  nec  imperito  philosophorum  vulgo  nos  scri- 
bere  profitemur;  ad  hujusce  operis  lectionem  eos  duntaxat  admittimus 
qui  ea  quae  jam  diximus  elementa  in  promptu  habent,  et  tali  insuper  pol- 
lent  mentis  acie,  ut  longioris  demonstrationis  vim  atque  seriem  studiose 
persequl  et  animo  comprehendere  possint. 

De  nostris  commentariis  haec  satis  dicta  sint.  Verum  naturalis  aequitas 
et  mathematicus  candor  postulant,  ut  nos  plurimum  debere  fateamur  doc- 
tissimis  viris,  Davidi  Gregorio,  Varignonio,  Jacobo  Hermanno,  Joanni 
Keillio,  aliisque  multis,  qui  varias  Newtonianas  Philosophiae  partes  lucu- 
lentis  scriptis  illustrarunt.  Eadem  aequitatis  atque  ingenuitatis  lege  a 
nobis  rehgiose  factum  estj  ut  ebs  bmnes  quorum  spoliis  ahquando  ditesci- 
mus,  in  commentariorum  nostrorum  decursu  honoris  causa  nominemus. 
PubHcum  quoque  grati  animi  testimonium  deesse  nolumus  clariss.  D°*, 
J.  L.  Calandrino  in  Academia  Genevensi  Professore  in  rebus  mathematicis 
versatissimo,  qui  hanc  nostram  Newtoni  Principiorum  editionem  adornari 
curavit  ad  normam  elegantissimae  illius  editionis,  quse  additionibus  multis 
locupletata  Londini  prodiit  amio  1726.  Deinde  id  sibi  laboris  assumpsit 
vir  doctissimus  non  solum'  ut  schemata  incidi,  suis  locis  disponi,  typo- 
graphica  menda  corrigi  sedulo  invigiiaret,  sed  etiam  ea  quae  jam  laudavi- 
mus  sectionum  conicarum  elementa  composuit,  et  quae  a  nobis  non  satis 
perspicue  videbantur  exposita  propriis  notis  aliquando  illustravit. 

Hoc  nostro  labore  fruantur  rerum  mathematicarum  cultores. 

RoxJB  in  Regio  Conventu  SS'^.  Trinitatis, 
Anno  1739. 
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CJum  veteres  Mechanicam  (uti  auctor  est  Pappus)  in  rerum  naturalium 
investigatione  maximi  fecerint ;  et  recentiores,  missis  formis  substantiali- 
bus  et  qualitatibus  occultis,  phaenomena  naturae  ad  leges  mathematicas 
revocare  aggressi  sint :  visum  est  in  hoc  tractatu  mathesim  excolere,  qua- 
tenus  ea  ad  philosophiam  spectat.  Mechanicam  vero  duphcem  veteres 
constituerunt :  rationalem,  quae  per  demonstrationes  accurate  procedit,  et 
practicam.  Ad  practicam  spectant  artes  omnes  manuales,  a  quibus  uti- 
que  mechanica  nomen  mutuata  est.  Cum  autem  artifices  parum  accurate 
operari  soleant,  fit  ut  mechanica  omnis  a  geometria  ita  distinguatur,  ut 
quicquid  accuratum  sit  ad  geometriam  referatur,  quicquid  minus  accura- 
tum  ad  mechanicam.  Attamen  errores  non  sunt  artis,  sed  artificum. 
Qui  minus  accurate  operatur,  imperfectior  est  mechanicus,  et  si  quis  ac- 
curatissime  operari  posset,  hic  foret  mechanicus  omnium  perfectissimus. 
Nam  et  linearum  rectarum  et  circulorum  descriptiones,  in  quibus  geome- 
tria  fiindatur,  ad  mechanicam  pertinent.  Has  lineas  describere  geome- 
tria  non  docet,  sed  postulat.  Postulat  enim  ut  tyro  easdem  accurate 
describere  prius  didicerit,  quam  hmen  attingat  geometriae ;  dein  quomodo 
per  has  operationes  problemata  solvantur,  docet ;  rectas  et  circulos  de- 
scribere  problemata  sunt,  sed  non  geometrica.  Ex  mechanica  postulatur 
horum  solutio,  in  geometria  docetur  solutorum  usus.  Ac  gloriatur  geome- 
tria  quod  tam  paucis  principiis  aliunde  petitis  tam  multa  prasstet.  Fundatur 
igitur  geometria  in  praxi  mechanica,  et  nihil  aliud  est  quam  mechanicae 
imiversahs  pars  illa,  quas  artem  mensurandi  accurate  proponit  ac  demon- 
strat.  Cum  autem  artes  manuales  in  corporibus  movendis  praecipue  ver- 
sentur,  fit  ut  geometria  ad  magnitudinem,  mechanica  ad  motum  vulgo 
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referatur.  Quo  sensu  mechanica  rationalis  erit  scientia  motuimi,  qul  ex 
viribus  quibuscunque  resultant,  et  virium  quae  ad  motus  quoscunque  re- 
quiruntur,  accurate  proposita  ac  demonstrata.  Pars  haec  mechanicae  a 
veteribus  in  potentiis  quinque  ad  artes  manuales  spectantibus  exculta  fuit, 
qui  gravitatem  (cum  potentia  manualis  non  sit)  vix  aliter  quam  in  ponde- 
ribus  per  potentias  illas  movendis  considerarunt.  Nos  autem  non  artibus 
sed  philosophiae  consulentes,  deque  potentiis  non  manuahbus  sed  natura- 
libus  scribentes,  ea  maxime  tractamus,  quae  ad  gravitatem,  levitatem,  vim 
elasticam,  resistentiam  fluidorum  et  ejusmodi  vires  seu  attractivas  seu  im- 
pulsivas  spectan(; :  et  ea  propter,  haec  nostra  tanquam  philosophiae  prin- 
cipia  mathematica  proponimus.  Omnis  enim  philosophiae  difficultas  in  eo 
versari  videtur,  ut  a  phaenomenis  motuum  investigemus  vu*es  naturae,  de- 
inde  ab  his  viribus  demonstremus  phaenomena  reUqua.  Et  huc  spectant 
propositiones  generales,  quas  libro  primo  et  secundo  pertractavimus.  In 
libro  autem  tertio  exemplum  hujus  rei  proposuimus  per  exphcationem 
systematis  mundani.  Ibi  enim,  ex  phaenomenis  coelestibus,  per  proposi- 
tiones  in  hbris  prioribus  mathematice  demonstratas,  derivantur  vires  gra- 
vitatis,  quibus  corpora  ad  solem  et  planetas  singulos  tendunt.  Deinde  ex 
his  viribus  per  propositiones  etiam  mathematicas,  deducuntur  motus  pla- 
netaxum,  cometarum,  lunae  et  maris.  Utinam  caetera  naturae  phaenomena 
ex  principiis  mechanicis  eodem  argumentandi  genere  derivare  hceret. 
Nam  multa  me  movent,  ut  nonnihil  suspicer  ea  omnia  ex  viribus  quibus- 
dam  pendere  posse,  quibus  corporum  particulae  per  causas  nondum  cog- 
nitas  vel  in  se  mutuo  impelluntur  et  secimdum  figuras  regulares  cohaerent, 
vel  ab  invicem  fugantur  et  recedunt :  quibus  viribus  ignotis,  philosophi 
hactenus  naturam  frustra  tentarunt.  Spero  autem  quod  vel  huic  phHoso- 
phandi  modo,  vel  veriori  alicui,  principia  hic  posita  lucem  aliquam  prae- 
bebunt. 

In  his  edendis,  vir  acutissimus  et  in  omni  literarum  genere  eruditissi- 
mus  Edmundus  Halleius  operam  navavit,  nec  solum  typothetarum  sphal- 
mata  correxit  et  schemata  incidi  curavit,  sed  etiam  auctor  fuit,  ut  horum 
editionem  aggrederer.  Quippe  cum  demonstratam  a  me  figuram  orbium 
coelestium  impetraverat,  rogare  non  destitit,  ut  eandem  cum  Societate 
Regali  communicarem,  quae  deinde  hortatibus  et  beiiignis  suis  auspiciis 
'  effecit,  ut  de  eadem  in  lucem  emittenda  cogitare  inciperem.  At  post- 
quam  motuum  lunarium  inaequalitates  aggressus  essem,  deinde  etiam  aha 
tentare  coepissem,  quae  ad  leges  et  mensuras  gravitatis  et  aliarum  virium, 
et  figuras  a  corporibus  secundum  datas  quascunque  leges  attractis  descri- 


xil  PR^FATIO. 

bendas,  ad  motus  corporum  plurium  inter  se,  ad  motus  corporum  in  me- 
diis  resistentibus,  ad  vires,  densitates  et  motus  mediorum,  ad  orbes  come- 
tarum  et  similia  spectant,  editionem  in  aliud  tempus  differendam  esse 
putavi,  ut  caetera  rimarer  et  una  in  publicum  darem.  Quae  ad  motus 
lunares  spectant  (imperfecta  cum  sint)  in  CoroUariis  Propositionis  LXVI. 
simul  complexus  'sum,  ne  singula  methodo  prolixiore  quam  pro  rei  dig- 
nitate  proponere,  et  sigillatim  demonstrare  tenerer,  et  seriem  reliquarum 
propositionum  interrumpere.  Nonnulla  sero  inventa  locis  minus  idoneis 
inserere  malui,  quam  ^umerum  propositionmn  et  citationes  mutare.  Ut 
omnia  candide  legantur  et  defectus  in  materia  tam  difficili  non  tam  repre™ 
hendatur,  quam  novis  lectorum  conatibus  investigentur,  et  benigne  sup- 
pleantur,  enixe  rogo.  «• 


Dabam  Cantcdirigue,  e  Collegio  S.  'JMnilatiif 
Maii  8.  1686. 
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In  hac  secunda  Principiorum  editione  multa  sparsim  emendantur,  et  non- 
nuUa  adjiciuntur.  In  Libri  Primi  Sectione  II.  inventio  virium,  quibus 
corpora  in  orbibus  datis  revolvi  possint,  facilior  redditur  et  amplior.  In 
Libri  Secundi  Sectione  VII.  theoria  resistentiae  fluidorum  accuratiiis  in- 
vestigatur,  et  novis  experimentis  confirmatur.  In  Libro  Tertio  theoria  lunae 
et  praecessio  aequinoctiorum  ex  principiis  suis  plenius  deducuntur,  et  the- 
oria  cometarum  pluribus  et  accuratius  computatis  orbium  exempHs  con- 
firmatur. 


Dabam  Londini,  Mar.  28.  1713. 
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^  EWTONiAN^  Philosophiae  novam  tibi,  lector  benevole,  diuque  deside- 
ratam  editionem,  plurimum  nunc  emendatam  atque  auctiorem  exhibemus. 
Quas  potissimum  contineantur  in  hoc  opere  celeberrimo,  inteUigere  potes 
ex  indicibus  adjectis :  quae  vel  addantur  vel  immutentur,  ipsa  te  fere  do- 
cebit  auctoris  prsefatio.  Reliquum  est,  ut  adjiciantur  noimulla  de  me- 
thodo  hujus  philosophias. 

Qui  physicam  tractandam  susceperunt,  ad  tres  fere  classes  revocari 
possimt.  Extiterunt  enim,  qui  singulis  rerum  speciebus  qualitates  spe- 
cificas  et  occultas  tribuerint;  ex  quibus  deinde  corporum  singulorum 
operationes,  ignota  quadam  ratione,  pendere  voluerunt.  In  hoc  posita 
est  summa  doctrinae  scholasticae,  ab  Aristotele  et  Peripateticis  derivatae : 
Affirmant  utique  singulos  efFectus  ex  corporum  singularibus  naturis  oriri ; 
at  unde  sint  illae  naturae  non  docent ;  nihil  itaque  docent.  Cumque  toti 
sint  in  rerum  nominibus,  non  in  ipsis  rebus ;  sermonem  quendam  philo- 
sophicum  censendi  sunt  adinvenisse,  philosophiam  tradidisse  non  sunt 
censendi. 

Alii  ergo  melioris  diligentiae  laudem  consequi  sperarunt  rejecta  vocabu- 
lormn  inutili  farragine.  Statuerunt  itaque  materiam  universam  homoge- 
neam  esse,  omnem  vero  formarum  varietatem,  quae  in  corporibus  cernitur, 
ex  particularum  componentium  simplicissimis  quibusdam  et  intellectu 
facillimis  affectionibus  oriri.  Et  recte  quidem  progressio  instituitur  a 
simplicioribus  ad  magis  composita,  si  particularum  primariis  illis  afFec- 
tionibus  non  alios  tribuunt  modos,  quam  quos  ipsa  tribuit  natura.  Ve- 
rum  ubi  licentiam  sibi  assumunt,  ponendi  quascunque  libet  ignotas  par- 
tium  figuras  et  magnitudines,  incertosque  situs  et  motus ;  quin  et  fingendi 
fiuida  quaadam  occulta,  quae  coi-porum  poros  liberrLme  permeent,  omni- 


xiv  EDITORIS  ,       ^ 

potente  praedita  subtilitate,  motibusque  occultis  agitata;  jam  ad  somnia 
delabuntur,  neglecta  rerum  constitutione  vera :  quse  sane  frustra  petenda 
est  ex  fallacibus  conjecturis,  cum  vix  etiam  per  certissimas  observationes 
investigari  possit.  Qui  speculationura  suarum  fundamentum  desumunt 
ab  hypothesibus ;  etiamsi  deinde  secundum  leges  mechanicas  accuratissime 
procedant ;  fabulam  quidem  elegantem  forte  et  venustam,  fabulam  tamen 
concinnare  dicendi  sunt. 

Rehnquitur  adeo  tertium  genus,  qui  philosophiam  scihcet  experimen- 
talem  profitentur.  Hi  quidem  ex  simpUcissimis  quibus  possunt  principiis 
rerum  omnium  causas  derivandas  esse  volunt :  nihil  autem  principii  loco 
assumunt,  quod  nondum  ex  phsenomenis  comprobatum  fuerit.  Hypo- 
theses  non  coraminiscuntur,  neque  in  physicam  recipiunt,  nisi  ut  quaes- 
tiones  de  quarum  veritate  disputetur.  Duplici  itaque  methodo  incedunt, 
analytica  et  synthetica.  Naturae  vires  legesque  virium  simpliciores  ex 
selectis  quibusdam  phaenoraenis  per  analysin  deducunt,  ex  quibus  deinde 
per  synthesin  rehquorum  constitutionem  tradunt.  Haec  illa  est  philoso- 
phandi  ratio  longe  optima,  quara  prse  caeteris  merito  amplectendam  cen- 
suit  celeberriraus  auctor  noster.  Hanc  solam  utique  dignam  judicavit, 
in  qua  excolenda  atque  adornanda  operam  suam  collocaret.  Hujus  igitur 
illustrissimura  dedit  exemplum,  mundani  nempe  systematis  expJicationera 
e  theoria  gravitatis  fehcissirae  deductam.  Gravitatis  virtutem  universis 
corporibiis  inesse,  suspicati  sunt  vel  finxerunt  alii :  primus  ille  et  solus  ex 
apparentiis  demonstrare  potuit,  et  speculationibus  egregiis  firmissimum 
ponere  fundamentum. 

Scio  equidem  nonnuUos  magni  etiam  nominis  viros,  praejudiciis  quibus- 
dam  plus  aequo  occupatos,  huic  novo  principio  aegre  assentiri  potuisse,  et 
certis  incerta  identidera  praetulisse.  Horum  faraam  vellicare  non  est 
animus :  tibi  potius,  benevole  lector,  illa  paucis  exponere  lubet,  ex  qui- 
bus  tute ipse  judicium  non  iniquum  feias. 

Igitur  ut  argumenti  sumatur  exordium  a  simphcissimis  et  proximis ; 
dispiciamus  paulisper  quaUs  sit  in  terrestribus  natura  gravitatis,  ut  de- 
inde  tutius  progrediamur  ubi  ad  corpora  coelestia,  longissime  a  sedibus 
nostris  remota,  perventum  fuerit.  Convenit  jam  inter  omnes  philoso- 
phos,  corpora  universa  circumterrestria  gravitare  in  terram.  Nulla  dari 
corpora  vere  levia,  jaradudum  conjfirmavit  experientia  multiplex.  Quae 
dicitur  levitas  relativa,  non  est  vera  levitas,  sed  apparens  solummodo ;  et 
oritur  a  praepoUente  gravitate  corporum  contiguorum. 

Porro,  ut  corpora  universa  gravitent  in  terram,  ita  terra  vicissim  iu 
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coi*pora  sequaliter  gravitat ;  gravitatis  enim  actionem  esse  mutuam  et 
utrinque  aequalem,  sic  ostenditur.  Distinguatur  terrae  totius  moles  in 
binas  quascunque  partes,  vel  sequales  vel  utcunque  inaequales:  jam  si 
pondera  partium  non  essent  in  se  mutuo  aequalia ;  cederet  pondus  minus 
majori,  etpartes  conjunctae  pergerent  recta  moveri  ad  infinitum,  versus 
plagam  in  quam  tendit  pondus  majus :  omnino  contra  experientiam.  Ita- 
que  dicendum  erit,  pondera  partium  in  aequilibrio  esse  constituta :  hoc 
est,  gravitatis  actionem  esse  mutuam  et  utrinque  aequalem. 

Pondera  corporum,  aequaliter  a  centro  terrae  distantium,  sunt  ut  quan- 
titates  materiae  in  corporibus.  Hoc  utique  coUigitur  ex  aequali  accelera- 
tione  corporum  omnium,  e  quiete  per  ponderum  vires  cadentium :  nam 
vires  quibus  inasqualia  corpora  aequaliter  accelerantur,  debent  esse  pro- 
portionales  quantitatibus  materiae  movendae.  Jam  vero  coi-pora  universa 
cadentia  aequaliter  accelerari,  ex  eo  patet,  quod  in  vacuo  Boyliano  tem- 
poribus  aequalibus  aequalia  spatia  cadendo  describunt,  sublata  scilicet  aeris 
resistentia :  accuratius  autem  comprobatur  per  experimenta  pendulorum. 

Vires  attractivae  corporum,  in  aequalibus  distantiis,  sunt  ut  quantitates 
materiae  in  corporibus.  Nam  cum  corpora  in  terram  et  terra  vicissim  in 
corpora  momentis  aequaiibus  gravitent ;  terrae  pondus  in  unumquodque 
corpus,  seu  vis  qua  corpus  terram  attrahit,  aequabitur  ponderi  corporis 
ejusdem  in  terram.  Hoc  autem  pondus  erit  ut  quantitas  materiae  in  cor- 
pore :  itaque  vis  qua  corpus  unumquodque  terram  attrahit,  sive  corporis 
vis  absoluta,  erit  ut  eadem  quantitas  materiae. 

Oritur  ergo  et  componitiu"  vis  attractiva  corporum  integrorum  ex  viri- 
bus  attractivis  partium :  siquidem  aucta  vel  diminuta  mole  materiae,  os- 
tensum  est,  proportionaliter  augeri  vel  diminui  ejus  virtutem.  Actio  ita- 
que  telluris  ex  conjunctis  partium  actionibus  conflari  censenda  erit;  at- 
que  adeo  corpora  omnia  terrestria  se  mutuo  trahere  oportet  viribus  ab- 
solutis,  quae  sint  in  ratione  materiae  trahentis.  Haec  est  natura  gravitatis 
apud  terram :  videamus  jam  qualis  sit  in  cceUs. 

Corpus  omne  perseverare  in  statu  suo  vel  quiescendi  vel  movendi  uni- 
formiter  in  directum,  nisi  quatenus  a  viribus  impressis  cogitur  statum  il- 
lum  mutare ;  naturae  lex  est  ab  omnibus  recepta  philosophis.  Inde  vero 
sequitur,  coi^pora  quae  in  curvis  moventur,  atque  adeo  de  Hneis  rectis  or- 
bitas  suas  tangentibus  jugiter  abeunt,  vi  aliqua  perpetuo  agente  retineri 
in  itinere  curvilineo.  Planetis  igitur  in  orbibus  curvis  revolventibus  ne^ 
cessario  aderit  vis  aUqua,  per  cujus  actiones  repetitas  indesinenter  a  tan- 
gentibus  deflectantur. 
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Jam  illud  concedi  aequum  est,  quod  mathematicis  rationibus  colligitur 
et  certissime  demonstratur ;  corpora  nempe  omnia,  quae  moventur  in  linea 
aliqua  curva  in  plano  descripta,  quaeque  radio  ducto  ad  punctum  vel  qui- 
escens  vel  utcumque  motum  describunt  areas  circa  punctum  illud  tempo- 
ribus  proportionales,  urgeri  a  viribus  quas  ad  idem  punctum  tendent. 
Cum  igitur  in  confesso  sit  apud  astronomos,  planetas  primarios  circum 
solem,  secundarios  vero  circum  suos  primarios,  areas  describere  tempo- 
ribus  proportionales  ;  consequens  est  ut  vis  illa,  qua  perpetuo  detorquen- 
tui*  a  tangentibus  rectilineis  et  in  orbitis  curvilineis  revolvi  coguntur,  ver- 
sus  corpora  dirigatur  quae  sita  sunt  in  orbitarum  centris.  Haec  itaque  vis 
non  inepte  vocari  potest,  respectu  quidem  corporis  revolventis,  centripeta  ; 
respectu  autem  corporis  centralis,  attractiva ;  a  quacunque  demum  causa 
oriri  fingatur. 

Quin  et  haec  quoque  concedenda  sunt,  et  mathematice  demonstrantur , 
Si  corpora  plura  motu  aequabili  revolvantur  in  circulis  concentricis,  et  quad- 
ratura  temporum  periodicorum  sint  ut  cubi  distantiarum  a  centro  commu- 
ni ;  vires  centripetas  revolventium  fore  reciproce  ut  quadrata  distantiarum. 
Vel,  si  corpora  revolvantur  in  orbitis  quae  sunt  circulis  finitimae,  et  qui- 
escant  orbitarum  apsides ;  vires  centripetas  revolventium  fore  reciproce 
ut  quadrata  distantiarum.  Obtinere  casiun  alterutrum  in  planetis  universis 
consentiunt  astronomi.  Itaque  vires  centripetas  planetarum  omnium  sunt 
reciproce  ut  quadrata  distantiarum  ab  orbium  centris.  Si  quis  objiciat 
planetarum,  et  lunse  praesertim,  apsides  non  penitus  quiescere ;  sed  motu 
quodam  lento  ferri  in  consequentia :  responderi  potest,  etiamsi  conceda- 
mus  hunc  motum  tardissimum  exinde  profectum  esse  quod  vis  centripe- 
tae  proportio  aberret  aliquantmn  a  duplicata ;  aberrationem  illam  per  com- 
putum  mathematicum  inveniri  posse  et  plane  insensibUem  esse.  Ipsa 
enim  ratio  vis  centripetae  lunaris,  quse  omnium  maxime  turbari  debet, 
paululum  quidem  duplicatam  superabit ;  ad  hanc  vero  sexaginta  fere  vi- 
cibus  propiiis  accedet  quam  ad  triplicatam.  Sed  varior  erit  responsio, 
si  dicamus  hanc  apsidum  progressionem,  non  ex  aberratione  a  duplicata 
proportione,  sed  ex  alia  prorsus  diversa  causa  oriri,  quemadmodum  egre- 
gie  commonstratur  in  hac  philosophia.  Restat  ergo  ut  vires  centripetae, 
quibus  planetae  primarii  tendunt  versus  solem  et  secundarii  versus  prima- 
rios  suos,  sint  accurate  ut  quadrata  distantiarum  reciproce. 

Ex  iis  quse  hactenus  dicta  sunt,  constat  planetas  in  orbitis  suis  retineri 
per  vim  aliquam  in  ipsos  perpetuo  agentem :  constat  vim  illam  dirigi 
semper  versus  orbitarum  centra :  constat  hujus  efficaciam  augeri  m  acces- 
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su  ad  centrum,  diminui  in  recessu  ab  eodem  :  et  augeri  quidem  in  ead^n 
proportione  qua  diminuitur  quadratum  distantiae,  diminui  in  eadem  pro- 
portione  qua  distantiae  quadratum  augetur.  Videamus  jam,  compara- 
tione  instituta  inter  planetarum  vires  centripetas  et  vim  gra^atatis,  annon 
ejusdem  forte  sint  generis.  Ejusdem  vero  generis  erunt,  si  deprehen- 
dantur  hinc  et  inde  leges  eaedem,  eaedemque  afFectiones.  Primo  itaque 
lunae,  quae  nobis  proxima  est,  vim  centi"ipetam  expendamus. 

Spatia  rectilinea,  quae  a  corporibus  e  quiete  demissis  dato  tempore  sub 
ipso  motus  initio  describuntur,  ubi  a  viribus  quibuscunque  urgentur, 
proportionalia  sunt  ipsis  viribus :  hoc  utique  consequitur  ex  ratiociniis 
mathematicis.  Erit  igitur  vis  centripeta  lunae  in  orbita  sua  revolventis, 
ad  vim  gravitatis  in  superficie  terras,  ut  spatium  quod  tempore  quam 
minimo  describeret  luna  descendendo  per  vim  centripetam  versus  ter- 
ram,  si  circulari  omni  motu  privari  fingeretur  ad  spatium  quod  eo- 
dem  tempore  quam  minimo  describit  grave  corpus  in  \4cinia  terra), 
per  vim  gravitatis  suae  cadendo.  Horum  spatiorum  prius  asquale  est  ar- 
cus  a  luna  per  idem  tempus  descripti  sinui  verso,  quippe  qui  lunae  trans- 
lationem  de  tangente,  factam  a  vi  centripeta,  metitur;  atque  adeo  compu- 
tari  potest  ex  datis  tum  lunae  tempore  periodico,  tiim  distantia  ejus  a 
centro  terrae.  Spatium  posterius  invenitur  per  experimenta  pendulorum, 
quamadmodum  docuit  Hugenius.  Inito  itaque  calculo,  spatium  prius 
ad  spatium  posterius,  seu  vis  centripeta  lunae  in  orbita  sua  revolventis  ad 
vim  gravitatis  in  superficie  terrae,  erit  ut  quadratum  semidiametri  terrae 
ad  orbitae  semidiametri  quadratum.  Eandem  habet  rationem,  per  ea  quae 
superius  ostenduntur,  vis  centripeta  lunae  in  orbita  sua  revolventis  ad 
vim  lunae  centripetam  prope  terrae  superficiem.  Vis  itaque  centripeta 
prope  terrae  superficiem  aequahs  est  vi  gravitatis.  Non  ergo  diversae  sunt 
vires,  sed  una  atque  eadem,  si  enim  diversae  essent,  coi-pora  viribus  con- 
junctis  duplo  celerius  in  terram  caderent  quam  ex  vi  sola  gravitatis. 
Constat  igitur  vim  illam  centripetam,  qua  luna  perpetuo  de  tangente  vel 
trahitur  vel  impellitur  et  in  orbita  retinetur,  ipsam  esse  vim  gravitatis  ter- 
restris  ad  lunam  usque  pertingentem.  Et  rationi  quidem  consentaneuni 
estutadingentes  distantias  illa  sese  virtus  extendat,  cum  nullam  ejus  sen- 
sibilem  imminutionem,  vel  in  altissimis  montium  cacUminibus,  observare 
licet.  Gravitat  itaque  luna  in  terram  :  quin  et  actione  mutua,  terra  vi- 
cissim  in  lunam  aequaliter  gravitat ;  id  quod  abunde  quidem  confirmatur 
in  hac  philosophia,  ubi  agitur  de  maris  aestu  et  aequinoctiorum  praeces- 
sione,  ab  actione  tum  lunae  tum  sohs  in  terram  oriundus.     Hinc  et  illud 
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tandem  edocemur,  qua  nimirum  lege  vis  gravitatis  decrescat  ift  majori- 
bus  a  tellure  distantiis.  Nam  cum  gravitas  non  diversa  sit  a  vi  centripeta 
lunari,  hsec  vero  sit  reciproce  proportionalis  quadrato  distantiae ;  diminu- 
etur  et  gravitas  in  eadera  ratione. 

Progrediamur  jam  ad  planetas  reliquos.  Quoniam  revolutiones  pri- 
mariorum  circa  solem  et  secundariorum  circa  jovem  et  saturnum  sunt 
phaenomena  generis  ejusdem  ac  revolutio  lunae  circa  terram,  quoniam 
porro  demonstratum  est  vires  centripetas  primariorum  dirigi  versiis  cen- 
trum  solis,  secundariorum  versus  centra  jovis  et  saturni,  quemadmodum 
lunae  vis  centripeta  versus  terrae  centrum  dirigitur;  adhaec,  quoniam 
omnes  illae  vires  sunt  reciproce  ut  quadrata  distantiarum  a  centris,  quem- 
admodum  vis  lunag  est  ut  quadratum  distantiae  a  terra :  concludendum 
erit  eandem  esse  naturam  universis.  Itaque  ut  luna  gravitat  in  terram, 
et  terra  vicissim  in  lunam ;  sic  etiam  gravitabunt  omnes  secundarii  in  pri- 
marios  suos,  et  primarii  vicissim  in  secundarios ;  sic  et  omnes  primarii  in 
solem,  et  sol  vicissim  in  primarios. 

Igitur  sol  in  planetas  universos  gravitat  et  universi  in  solem.  Nam 
secundarii  dum  primarios  suos  comitantur,  revolvuntur  interea  circum 
solem  una  cum  primariis.  Eodem  itaque  argumento,  utriusque  generis 
planetae  gravitant  in  splem,  et  sol  in  ipsos.  Secundarios  verd  planetas 
in  soiem  gravitare  abunde  insuper  constat  ex  inasqualitatibus  lunaribus ; 
quarum  accuratissimam  theoriam,  admiranda  sagacitate  patefactam,  in 
tertio  hujus  operis  hbro  expositam  habemus. 

Solis  virtutem  attractivam  quoquoversum  propagari  ad  ingentes  usque 
distantias,  et  sese  difFundere  ad  singulas  circumjecti  spatii  partes,  aper- 
tissime  colligi  potest  ex  motu  cometarum;  qui  ab  immensis  intervallis 
profecti  feruntur  in  viciniam  solis,  et  nonnunquam  adeo  ad  ipsum  proxi- 
me  accedunt  ut  globum  ejus,  in  periheliis  suis  versantes,  tantum  non 
contingere  videantur.  Horum  theoriam  ab  astronomis  antehac  frustra 
quaesitam,  nostro  tandem  saeculo  faciliter  inventam  et  per  observationes 
certissime  demonstratam,  praestantissimo  nostro  auctori  debemus.  Patet 
igitur  cometas  in  sectionibus  conicis  umbiHcos  in  centro  solis  habentibus 
moveri,  et  radiis  ad  solem  ductis  areas  temporibus  proportionales  de- 
scribere.  Ex  hisce  vero  phaenomenis  manifestum  est  et  mathematice  com- 
probatur,  vires  illas,  quibus  cometee  retinentur  in  orbitis  suis,  respicere 
solem  et  esse  reciproce  ut  quadrata  distantiarum  ab  ipsius  centro.  Gravi- 
tant  itaque  cometae  in  solem :  atque  adeo  soHs  vis  attractiva  non  tantum 
ad  corpora  planetarum  in  datis  distantiis  et  in  eodem  fere  plano  collocata, 
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sed  etiam  ad  cometas  in  diversissimis  ccelorum  regionibus  et  in  diversis- 
simis  distantiis  positos  pertingit.  Haec  igitur  est  natura  corporum  gra- 
vitantium,  ut  vires  suas  edant  ad  omnes  distantias  in  omnia  corpora  gravi- 
tantia.  Inde  vero  sequitur,  planetas  et  cometas  universos  se  mutuo 
trahere,  et  in  se  mutuo  graves  esse :  quod  etiam  confirmatur  ex  pertur- 
batione  jovis  et  saturni,  astronomis  non  incognita,  et  ab  actionibus  horum 
planetarum  in  se  invicem  oriunda ;  quin  et  ex  motu  illo  lentissimo  apsidum, 
qui  supra  memoratus  est,  quique  a  causa  consimili  proficiscitur.' 

Eo  demiim  pervenimus  ut  dicendum  sit,  et  terram  et  solem  et  corpora 
omnia  coelestia,  quas  solem  comitantur,  se  mutuo  attrahere.  Singulorum 
ergo  particulae,  quaeque  minimae,  vires  suas  attractivas  habebunt,  pro 
quantitate  materiae  pollentes;  quemadmodum  supra  de  terrestribus  osten- 
sum  est.  In  diversis  autem  distantiis,  erunt  et  harum  vires  in  duplicata 
ratione  distantiarum  reciproce  :  nam  ex  particulis  hac  lege  trahentibus 
componi  debere  globos  eadem  lege  trahentes,  mathematice  demonstratur. 

Conclusiones  praecedentes  huic  innituntur  axiomati,  quod  a  nullis  non 
recipitur  philosophis ;  effectuum  scilicet  ejusdem  generis,  quorum  nempe 
quae  cognoscuntur  proprietates  eaedera  sunt,  easdem  esse  causas  et  easdem 
esse  proprietates  quae  nondum  cognoscuntur.  Quis  enim  dubitat,  si 
gravitas  sit  causa  descensus  lapidis  in  Europa,  quin  eadem  sit  causa  de- 
scensus  in  America  ?  Si  gravitas  mutua  fuerit  inter  lapidem  et  terram  in 
Europa ;  quis  negabit  mutuam  esse  in  America  ?  Si  vis  attractiva  lapidis 
et  terrae  componatur,  in  Europa,  ex  viribus  attractivis  partium;  quis 
negabit  similem  esse  compositlonem  in  America?  Si  attractio  terrae  ad 
omnia  corporum  genera  et  ad  omnes  distantias  propagetur  in  Europa; 
quidni  pariter  propagari  dicamus  in  America  ?  In  hac  regula  fundatur 
omnis  philosophia :  quippe  qua  sublata  nihil  affinnare  possimus  de  uni- 
versis.  Constitutio  rerum  singularum  innotescit  per  observationes  et  ex- 
perimenta :  inde  vero  non  nisi  per  hanc  regulam  de  rerum  universarum 
natura  judicamus. 

Jam  cum  gravia  sint  omnia  corpora,  quae  apud  terram  vel  in  coelis  re- 
periuntur,  de  quibus  experimenta  vel  observationes  instituere  licet;  om- 
nino  dicendum  erit,  gravitatem  corporibus  universis  competere.  Et  quem- 
admodum  nulla  concipi  debent  corpora,  quse  non  sint  extensa,  mobilia 
et  impenetrabilia ;  ita  nulla  concipi  debere,  quae  non  sint  gravia.  Cor- 
porum  extensio,  mobilitas,  et  impenetrabiUtas  non  nisi  per  experimenta, 
innotescunt ;  eodem  plane  modo  gravitas  innotescit.  Corpora  omnia  de 
quibus  observationes  habemus,  extensa  sunt  et  mobilia  et  impenetrabilia : 
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et  inde  concludimus  corpora  universa,  etiam  illa  de  quibus  observationes 
non  habemus,  extensa  esse  et  mobilia  et  impenetrabilia.  Ita  coi-pora 
omnia  sunt  gravia,  de  quibus  observationes  habemus :  et  inde  concludi- 
mus  corpora  universa,  etiam  illa  de  quibus  observationes  non  habemus, 
gravia  esse.  Si  quis  dicat  corpora  stellarum  inerrantium  non  esse  gra- 
via,  quandoquidem  eorum  gravitas  nondum  est  observata;  eodem  ar- 
gumento  dicere  licebit  neque  extensa  esse,  nec  mobiUa,  nec  impenetra- 
bilia,  cum  has  fixarum  affectiones  nondum  sint  observatae.  Quid  opus 
est  verbis?  inter  primarias  qualitates  corporum  universorum  vel  gravitas 
habebit  locum  ;  vel  extensio,  mobilitas,  et  impenetrabilitas  non  habebunt. 
Et  natura  rerum  vel  recte  explicabitur  per  corporum  gravitatem,  vel  non 
recte  explicabitur  per  corporum  extensionem,  mobilitatem,  et  impenetra- 
bilitatem. 

Audio  nonnullos  hanc  improbare  conclusionem,  et  de  occultis  qualita- 
tibus  nescio  quid  mussitare.  Gravitatem  scihcet  occultum  esse  quid,  per- 
petuo  argutari  solent;  occultas  vero  causas  procul  esse  ablegandas  a 
philosophia.  His  autem  facile  respondetur;  occultas  esse  causas,  non 
illas  quidem  quarum  existentia  per  observationcs  clarissime  demonstratur, 
sed  has  solum  quarum  occulta  est  et  ficta  existentia  nondiim  vero  com- 
probata,  Gravitas  ergo  non  erit  occulta  causa  motuum  coelestium ;  siqui- 
dem  ex  phaenomenis  ostensum  est,  hanc  virtutem  revera  existere.  Hi 
potius  ad  occultas  confugiunt  causas,  qui  nescio  quos  vortices,  materiae 
cujusdam  prorsus  fictitiae  et  sensibus  omnino  ignotae,  motibus  iisdem  re- 
gendis  praeficiunt. 

Ideone  autem  gravitas  occulta  causa  dicetur,  eoque  nomine  rejicietur  e 
philosophia,  quod  cau&a  ipsius  gravitatis  occulta  est  et  nondum  inveiita  ? 
Qui  sic  statuunt,  videant  nequid  statuant  absurdi,  unde  totius  tandem 
philosophiae  fundamenta  convellantur.  Etenim  causae  continuo  nexu  pro- 
cedere  solent  a  compositis  ad  simpliciora :  ubi  ad  causam  simplicissimam 
perveneris,  jam  non  licebit  ulterius  progredi.  Causae  igitur  simplicissimae 
nulla  dari  potest  mechanica  explicatio:  si  daretur  enim,  causa  nondum 
esset  simplicissima.  Has  tu  proinde  causas  simplicissimas  appellabis  oc- 
cultas,  et  exulare  jubebis  ?  Simvd  vero  exulabunt  et  ab  his  proxime  pen- 
dentes  et  quae  ab  illis  porro  pendent,  usque  dum  a  causis  omnibus  vacua 
fiierit  et  probe  purgata  philosophia. 

Sunt  qui  gravitatem  praeter  naturam  esse  dicunt,  et  miraculum  per- 
petuum  vocant.  Itaque  rejiciendam  esse  volunt,  cum  in  physica  prae- 
ternaturales  causae  locum  non  habeant.     Huic  ineptae  prorsus  objectioni 
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diluendae,  quae  et  ipsa  philosophiam  subruit  universam,  vix  opcrae  pretiiun 
est  inimorari.  Vel  enim  gravdtatem  corporibus  omnibus  inditam  esse 
negabunt :  quod  tamen  dici  non  potest :  vel  eo  nomine  praeter  naturam 
esse  affirmabunt,  quod  ex  aliis  corporum  affectionibus  atque  ideo  ex  cau- 
sis  mechanicis  originem  non  habeat.  Dantur  certe  primarias  corporum 
affectiones ;  quae  quoniam  sunt  primariae,  non  pendent  ab  aliis.  Viderint 
igitur  annon  et  hae  omnes  sint  pariter  praeter  naturam,  eoque  pariter 
rejiciendse :  viderint  vero  quaHs  sit  deinde  futura  philosophia. 

Nonnulli  sunt  quibus  hasc  tota  physica  coelestis  vei  ideo  minus  placet, 
quod  cum  Cartesii  dogmatibus  pugnare  et  vix  conciliari  posse  videatur. 
His  sua  licebit  opinione  frui;  ex  aequo  autem  agant  oportet  :  non  ergo 
denegabunt  ahis  eandem  hbertatem  quam  sibi  concedi  postulant.  New- 
tonianam  itaque  philosophiam,  quae  nobis  verior  habetur,  retinere  et 
amplecti  hcebit,  et  causas  sequi  per  phaenomena  comprobatas,  potius 
quam  fictas  et  nondum  comprobatas.  Ad  veram  philosophiam  pertinet, 
rerum  naturas  ex  causis  vere  existentibus  derivare  :  eas  vero  leges  quae- 
rere,  quibus  voluit  summus  opifex  hunc  mundi  pulcherrimum  ordinem 
stabiUre;  non  eas  quibus  potuit,  si  ita  visum  fuisset.  Rationi  enun  con- 
sonum  est,  ut  a  pluribus  causis,  ab  invicem  nonnihil  diversis,  idem  possit 
eifectus  proficisci:  haec  autem  vera  erit  causa,  ex  qua  vere  atque  actu 
proficiscitur ;  reliquae  locum  non  habent  in  philosophia  vera.  In  horo- 
logiis  automatis  idem  indicis  horarii  motus  vel  ab  appenso  pondere  vel 
ab  intus  concluso  elatere  oriri  potest.  Quod  si  oblatum  horologium  re- 
vera  sit  instructum  pondere ;  ridebitur  qui  finget  elaterem,  et  ex  h^^po- 
thesi  sic  praepropere  conficta  motimi  indicis  exphcare  suscipiet :  oportuit 
enim  internam  machinae  fabricam  penitius  perscrutari,  ut  ita  motus  pro- 
positi  principium  verum  exploratum  habere  posset.  Idem  vel  non  absi- 
mile  feretur  judicium  de  philosophis  illis,  qui  materia  quadam  subtiHssi- 
ma  coelos  esse  repletos,  hanc  autem  in  vortices  indesinenter  agi  voluerunt. 
Nam  a  phaenomenis  vel  accuratissime  satisfacere  possent  ex  hypothesibus 
suis ;  veram  tamen  philosophiam  tradidisse,  et  veras  causas  motuum  coe- 
lestium  invenisse  nondum  dicendi  sunt ;  nisi  vel  has  revera  existere,  vel 
saltem  aHas  non  existere  demonstraverint.  Igitur  si  ostensum  fuerit,  uni- 
Versorum  corporum  attractionem  habere  verum  locum  in  rerum  natura ; 
quinetiam  ostensum  fuerit,  qua  ratione  motus  omnes  coelestes  abinde  so- 
lutionem  recipiant;  vana  fuerlt  et  merito  deridenda  objectio,  si  quis 
dixerit  eosdem  motus  per.vortices  expHcari  debere,  etiamsi  id  fieri  posse 
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vel  maxirae  concesserimus.  Non  autem  concedimus :  nequeunt  enim  illo 
pacto  phaenomena  per  vortices  explicari ;  quod  ab  auctore  nostro  abunde 
quidem  et  clarissimis  rationibus  evincitur;  ut  somnis  plus  aequo  indul- 
geant  oporteat,  qui  ineptissimo  figmento  resarciendo,  novisque  porro 
coramentis  ornando  infelicem  operam  addicunt. 

Si  coq)ora  planetarum  et  cometarum  circa  solem  deferantur  a  vortici- 
bus ;  oportet  corpora  delata  et  vorticum  partes  proxime  ambientes  eadem 
velocitate  eademque  cursus  determinatione  moveri,  et  eandem  habere  den- 
sitatem  vel  eandem  vim  inertiae  pro  mole  materiae.  Constat  vero  plane- 
tas  et  cometas,  dum  versantur  in  iisdem  regionibus  ccelorum,  velocitati- 
bus  variis  variaque  cursus  determinatione  moveri.  Necessario  itaque 
sequitur,  ut  fluidi  coelestis  partes  illee,  quae  sunt  ad  easdem  distantias  a 
sole,  revolvantur  eodem  tempore  in  plagas  diversas  cum  diversis  velocita- 
tibus :  etenim  alia  opus  erit  directione  et  velocitate,  ut  transire  possint 
planetae ;  alia,  ut  transire  possint  cometae.  Quod  cum  explicari  nequeat-; 
vel  fatendum  erit,  universa  corpora  coelestia  non  deferri  a  materia  vor- 
ticis ;  vel  dicendum  erit,  eorundem  motus  repetendos  esse  non  ab  uno 
eodemque  vortice,  sed  a  pluribus  qui  ab  invicem  diversi  sint,  idemque 
spatium  soli  circumjectum  pervadant. 

Si  plures  vortices  in  eodem  spatio  contineri,  et  sese  mutuo  penetrare 
motibusque  diversis  revolvi  ponantur ;  quoniam  hi  motus  debent  esse  con- 
formes  delatorum  corporum  motibus,  qui  sunt  summe  regulares,  et  per- 
aguntur  in  sectionibus  conicis  nunc  valde  ecc^tricis,  nunc  ad  circulo- 
rum  proxime  formam  accedentibus  ;  jure  quaerendum  erit,  qui  fieri  possit, 
ut  iidem  integri  conserventur  nec  ab  actionibus  materiae  occursantis  per 
tot  saecula  quicquam  perturbentur.  Sane  si  motus  hi  fictitii  sunt  magis 
compositi  et  difficiiius  explicantur,  quam  veri  illi  motus  planetarum  et 
cometarum ;  frustra  mihi  videntur  in  philosophiam  recipi :  omnis  enim 
causa  debct  esse  eifectu  suo  simplicior.  Concessa  fabularum  licentia, 
affirmaverit  aliquis  planetas  omnes  et  cometas  circumcingi  atmosphaeris, 
ad  instar  telluris  nostrae ;  quae  quidem  hypothesis  rationi  magis  consen- 
tanea  videbitur  quam  hypothesis  vorticum.  Affirmaverit  deinde  has  at- 
mosphaeras,  ex  natura  sua,  circa  solem  moveri  et  sectiones  conicas  de- 
scribere ;  qui  sane  motus  multo  facihus  concipi  potest,  quam  consimilis 
motus  vorticum  se  invicem  permeantium.  Denique  planetas  ipsos  et 
comctas  circa  solem  deferri  ab  atmosphaeris  suis  credendum  esse  statuat, 
et  ob  repertas  motuum  coelestium  causas  triumphum  agat.     Quisquis  au- 
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lem  hanc  fabulam  rejiciendam  esse  putet,  idem  et  alteram  fabulam  rejiciet : 
nam  ovum  non  est  ovo  similius,  quam  hypothesis  atmosphaerarum  hypo- 
thesi  vorticum. 

Docuit  Galilaeus,  lapidis  projecti  et  in  parabola  moti  deflectionem  a 
cursu  rectilineo  oriri  a  gravitate  lapidis  in  terram,  ab  occulta  scilicet 
qualitate.  Fieri  tamen  potest  ut  alius  aliquis,  nasi  acutioris  philosophus, 
causam  aliam  comminiscatur.  Finget  igitur  ille  materiam  quandam  sub- 
tilem,  quae  nec  visu,  nec  tactu,  neque  uUo  sensu  percipitur,  versari  in 
regionibus  quae  proxime  contingunt  telluris  superficiem.  Hanc  autem 
materiam,  in  diversas  plagas,  variis  et  plerumque  contrariis  motibus  ferri, 
et  lineas  parabolicas  describere  contendet.  Deinde  vero  lapidis  deflec- 
tionem  pulchre  sic  expediet,  et  vulgi  plausum  merebitur.  Lapis,  inquit, 
in  fluido  illo  subtili  natat,  et  cursui  ejus  obsequendo,  non  potest  non 
eandem  una  semitam  describere.  Fluidum  vero  movetur  in  Hneis  para- 
bolicis ;  ergo  lapidem  in  parabola  moveri  necesse  est.  Quis  nunc  non 
mirabitur  acutissimum  hujusce  philosophi  ingenium,  ex  causis  mechanicis, 
materia  scilicet  et  motu,  phaenomena  naturae  ad  vulgi  etiam  captum  pras- 
clare  deducentis  ?  Quis  vero  non  subsannabit  bonum  illum  Galilaeum, 
qui  magno  molimine  mathematico  qualitates  occultas,  e  philosophia  feli- 
citer  exclusas,  denuo  revocare  sustinuerit?  Sed  pudet  nugis  diutius 
immorari. 

Sumnia  rei  huc  tandem  redit :  cometarum  ingens  est  numerus ;  motus 
eorum  sunt  summe  regulares,  et  easdem  leges  cum  planetarum  motibus 
observant.  Moventur  in  orbibus  conicis,  hi  orbes  sunt  valde  admodum 
tccentrici.  Feruntur  undique  in  omnes  coelorum  partes,  et  planetarum 
regiones  liberrime  pertranseunt,  et  saepe  contra  signorum  ordinem  ince- 
dunt.  Haec  phaenomena  certissime  confirmantur  ex  observationibus  as- 
tronomicis :  et  per  vortices  nequeunt  explicari.  Imo,  ne  quidem  cum  vor- 
ticibus  planetarum  consistere  possunt.  Cometarum  motibus  omnino  locus 
non  erit;  nisi  materia  illa  fictitia  penitus  e  coelis  amoveatur. 

Si  enim  planetae  circum  solem  a  vorticibus  devehuntur;  vorticum 
partes,  quae  proxime  ambiunt  unumquemque  planetam,  ejusdem  densi- 
tatis  erunt  ac  planeta ;  uti  supra  dictum  est.  Itaque  materia  illa  omnis 
quae  contigua  est  orbis  magni  perimetro,  parem  habebit  ac  tellus  densita- 
tem :  quas  vero  jacet  intra  orbem  magnum  atque  orbem  Satumi,  vel  pa- 
rem  vel  majorem  habebit.  Nam  ut  constitutio  vorticis  permanere  possit, 
debent  partes  minus  densae  centrum  occupare,  magis  densae  longius  a 
centro  abire.     Cum  enim  planetarum  tempora  periodica  sint.  in  ratione 
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sesquiplicata  distantianim  a  sole,  oportet  partium  vorticis  periodos  ean- 
dem  rationem  servare.  Inde  vero  sequitur,  vires  centrifugas  harum  par- 
tium  fore  reciproce  ut  quadrata  distantiarum.  Quae  igitur  majore  in- 
tervallo  distant  a  centro,  nituntur  ab  eodem  recedere  minore  vi :  unde 
si  minus  densae  fuerint,  necesse  est  ut  cedent  vi  majori,  qua  partes 
centro  propiores  ascendere  conantur.  Ascendent  ergo  densiores,  de- 
scendent  minus  densaB,  et  locorum  fiet  invicem  permutatio;  donec  ita 
fuerit  disposita  atque  ordinata  materia  fluida  totius  vorticis,  ut  conquies- 
cere  jam  possit  in  aequilibrio  constituta.  Si  bina  fluida,  quorum  diversa 
est  densitas,  in  eodem  vase  continentur  ;  utique  futurum  est  ut  fluidum, 
cujus  major  est  densitas,  majore  vi  gravitatis  infimum  petat  locum :  et  ra- 
tione  non  absimili  omnino  dicendum  est,  densiores  vorticis  partes  majore 
vi  centrifuga  petere  supremum  locum.  Tota  igitur  illa  et  multo  maxima 
pars  vorticis,  quae  jacet  extra  telluris  orbem,  densitatem  habebit  atque 
adeo  vim  inertiae  pro  mole  materiae,  quae  non  minor  erit  quam  densitas 
et  vis  inertiae  telluris :  inde  vero  cometis  trajectis  orietur  ingens  resisten- 
tia,  et  valde  adroodum  sensibilis ;  ne  dicam,  quae  motum  eorundem  pc- 
nitus  sistere  atque  absorbere  posse  merito  videatur.  Constat  autem  ex 
motu  cometarum  prorsus  regulari,  nullam  ipsos  resistentiam  pati  quoe  vel 
minimum  sentiri  potest;  atque  adeo  neutiquam  in  materiam  ullam  incur- 
sare,  cujus  aliqua  sit  vis  resistendi,  vel  proinde  cujus  aliqua  sit  densitas 
seu  vis  inertiae.  Nam  resistentia  mediorum  oritur  vel  ab  inertia  materiae 
fluidae,  vel  a  defectu  lubricitatis.  Quae  oritur  a  defectu  lubricitatis,  ad- 
modum  exigua  est;  et  sane  vix  observari  potest  in  fluidis  vulgo  notis, 
nisi  valde  tenacia  fuerint  ad  instar  olei  et  mellis.  Resistentia  quae  sen- 
titurinaere,  aqua,  hydrargyro,  et  hujusmodi  fluidis  non  tenacibus  fere 
tota  est  prioris  generis ;  et  minui  non  potest  per  ulteriorem  quemcunque 
gradum  subtilitatis,  manente  fluidi  densitate  vel  vi  inertiae,  cui  semper 
proportionalis  est  haec  resistentia ;  quemadmodum  clarissime  demonstra- 
tum  est  ab  auctore  nostro  in  peregregia  resistentiarum  theoria,  quae  paulo 
nunc  accuratius  exponitur,  hac  secunda  vice,  et  per  experimenta  corpo- 
rum  cadentium  plenius  confirmatur. 

Corpora  progrediendo  motum  suum  fluido  ambienti  paulatim  commu- 
nicant,  et  communicando  amittunt,  amittendo  autem  retardantur.  Est 
itaque  retardatio  motui  communicato  proportionaUs ;  motus  vero  commu- 
nicatus,  ubi  datur  corporis  progredientis  velocitas,  est  ut  fluidi  densitas ; 
ergo  retardatio  seu  resistentia  erit  ut  eadem  fluidi  densitas ;  neque  uUo 
pacto  tolli  potcst,  nisi  a  fluido  ad  partes  corporis  posticas  recurrente  re- 
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stituatur  niotus  amissus.  Hoc  autem  dici  non  poterit,  nisi  impressio 
flnidi  in  corpus  ad  partes  posticas  aequalis  fuerit  impressioni  corporis  in 
fluidum  ad  partes  anticas,  hoc  est,  nisi  velocitas  relativa  qua  fluidum  ir- 
ruit  in  corpus  a  tergo,  aequalis  fuerit  velocitati  qua  corpus  irruit  in  fluidum, 
id  est,  nisi  velocitas  absoluta  fluidi  recurrentis  duplo  major  fuerit  quam 
velocitas  absoluta  fluidi  propulsi ;  quod  fieri  nequit,  NuUo  igitur  raodo 
tolli  potest  fluidorum  resistentia,  quae  oritur  ab  eorundem  densitate  et  vi 
inertiae.  Itaque  concludendum  erit ;  fluidi  coelestis  nullam  esse  vim  iner~ 
tias,  cum  nulla  sit  vis  resistendi :  nuUam  esse  vim  qua  motus  communice- 
tur,  cum  nuUa  sit  vis  inertiae :  nuUam  esse  vim  qua  mutatio  quaelibet  vel 
corporibus  singuUs  vel  pluribus  inducatur,  cum  nuUa  sit  vis  qua  motus 
communicetur ;  nuUam  esse  omnino  efficaciam,  cum  nuUa  sit  facultas  mu- 
tationem  quamUbet  inducendi.  Quidni  ergo  hanc  hypothesin,  quae  fun- 
damento  plane  destituitur,  quaeque  naturae  rerum  expUcandae  ne  minimum 
quidem  inservil,  ineptissimam  vocare  Uceat  et  philosopho  prorsus  indig- 
nam.  Qui  ccelos  materia  fluida  repletos  esse  volunt,  hanc  vero  non  iner- 
tem  esse  statuunt ;  hi  verbis  toUunt  vacuum,  re  ponunt.  Nam  cum  hu- 
jusmodi  materia  fluida  ratione  nuUa  secerni  possit  ab  inani  spatio;  dispu- 
tatio  tota  fit  de  rerum  nominibus,  non  de  naturis.  Quod  si  aUqui  sint 
adeo  usque  dediti  materiae,  ut  spatium  a  corporibus  vacuum  nuUo  pacto  ad- 
mittendum  credere  veUnt ;  videamus  quo  tandem  oporteat  iUo  pervenire. 
Vel  enim  dicent  hanc,  quam  confingunt,  mundi  per  omnia  pleni  con- 
stitutionem  ex  voliintate  Dei  profectam  esse,  propter  eum  finem,  ut  ope- 
rationibus  naturae  subsidium  praesens  haberi  posset  ab  sethere  subtiUssimo 
cuncta  permeante  et  implente;  quod  tamen  dici  non  potest,  siquidem  jam 
ostensum  est  ex  cometarum  phaenomenis,  nuUam  esse  hujus  aetheris  efii- 
caciam :  vel  dicent  ex  voluntate  Dei  profectam  esse,  propter  finem  aUquem 
ignotum ;  quod  neque  dici  debet,  siquidem  diversa  mundi  constitutio  eo- 
dem  argumento  pariter  stabiUri  posset :  vel  denique  non  dicent  ex  volun- 
tate  Dei  profectam  esse,  sed  ex  necessitate  quadam  naturae.  Tandem 
igitur  delabi  oportet  in  faeces  sordidas  gregis  impurissimi.  Hi  sunt  qui 
somniant  fato  universa  regi,  non  providentia ;  materiam  ex  necessitate  sua 
semper  et  ubique  extitisse,  infinitam  esse  et  aeternam.  Quibus  positis ; 
erit  etiam  undiquaque  uniformis  :  nam  varietas  formarum  cum  necessitate 
omnino  pugnat.  Ei*it  etiam  immota :  nam  si  necessario  moveatur  in  pla- 
gam  aUquam  determinatam ;  cum  determinata  aUqua  velocitate ;  pari  ne- 
cessitate  movebitur  in  plagam  diversam  cum  diversa  velocitate,  in  plagas 
autem  diversas,  cum  diversis  velocitatibus,  moveri  non  potest;  oportet 
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igitur  immotam  esse.  Neutiquam  profecto  potuit  oriri  mundus,  pulcher- 
rima  formarum  et  motuum  varietate  distinctus,  nisi  ex  liberrima  voluntate 
cuncta  providentis  et  gubernantis  Dei. 

Ex  hoc  igitur  fonte  promanarunt  illae  omnes  quae  dicuntur  naturae  leges : 
in  quibus  multa  sane  sapientissimi  consilii,  nulla  necessitatis  apparent  ves- 
tigia.  Has  proinde  non  ab  incertis  conjecturis  petere,  sed  observandp 
atque  experiendo  addiscere  debemus.  Qui  verae  physicae  principia  leges- 
que  rerum,  sola  mentis  vi  et  interno  rationis  lumine  fretum,  invenire  se 
posse  confidit ;  hunc  oportet  vel  statuere  mundura  ex  necessitate  fuisse, 
legesque  propositas  ex  eadem  necessitate  sequi ;  vel  si  per  voluntatem  Dei 
constitutus  sit  ordo  natura?,  se  tamen,  homuncionem  misellum,  quid  opti- 
mum  factu  sit  perspectum  habere.  Sana  omnis  et  vera  philosophia  fun- 
datur  in  phaenomenis  rerum :  quae  si  nos  vei  invitos  et  reluctantes  ad  hu- 
jusmodi  principia  deducunt,  in  quibus  clarissime  cernuntur  consiHum 
optimum  et  dominium  summum  sapientissimi  et  potentissimi  entis ;  non 
erunt  haec  ideo  non  admittenda  principia,  quod  quibusdam  forsan  homi- 
nibus  minus  grata  sunt  futura.  His  vel  miracula  vel  qualitates  occultae 
dicantur,  quae  dispUcent :  verum  nomina  malitiose  indita  non  sunt  ipsis 
rebus  vitio  vertenda ;  nisi  illud  fateri  tandem  velint,  utique  debere  philo- 
sophiam  in  atheismo  fundari.  Horum  hominum  gratia  non  erit  labefac- 
tanda  philosophia,  siquidem  rerum  ordo  non  vult  immutari. 

Obtinebit  igitur  apud  probos  et  aequos  judices  praestantissima  philoso- 
phandi  ratio,  quae  fundatur  in  experimentis  et  observationibus.  Huic  vero, 
dici  vix  poterit,  quanta  lux  accedat,  quanta  dignitas,  ab  hoc  opere  prae- 
claro  illustrissimi  nostri  auctoris ;  cujus  eximiam  ingenii  fehcitatem,  diflfi- 
cillima  quseque  problemata  enodantis,  et  ad  ea  porro  pertingentis  ad  quae 
nec  spes  erat  humanam  mentem  assurgere  potuisse,  merito  admirantur  et 
suspiciunt  quicunque  paulo  profundius  in  hisce  rebus  versati  sunt.  Clau- 
stris  ergo  reseratis,  aditum  nobis  aperuit  ad  pulcherrima  rerum  mysteria. 
Systematis  mundani  compagem  elegantissimam  ita  tandem  patefecit  et 
penitius  perspectandam  dedit;  ut  nec  ipse,  si  nunc  revivisceret,  rex  Al- 
phonsus  vel  simpUcitatem  vel  harmoniae  gratiam  in  ea  desideraret.  Ita- 
que  naturae  majestatem  propius  jam  licet  intueri,  et  dulcissima  contempla- 
tione  frui,  conditorem  vero  ac  dominum  universorum  impensius  colere  et 
venerari,  qui  fructus  est  philosophiae  multo  uberrimus.  Caecum  esse 
oportet,  qui  ex  optimis  et  sapientissunis  rerum  structuris  non  statim  vide- 
at  Fabricatoris  omnipotentis  infinitam  sapientiam  et  bonitatem :  insanum, 
qui  profitexi  noht. 
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Extabit  igitur  exiniium  Newtoni  Opus  adversus  atheorum  impeius  mu- 
nitissimum  praesidium:  neque  enim  alicunde  felicius,  quam  ex  hac  pharetra, 
contra  impiam  catervam  tela  deprompseris.  Hoc  sensit  pridem,  et  in  pere- 
ruditis  conclonibus  Anglice  Latineque  editis,  primus  egregie  demonstra- 
vit  vir  in  omni  Hterarum  genere  praeclarus  idemque  bonarum  artium  fau- 
tor  eximius  Richardus  Bentleius,  seculi  sui  et  Academiae  nostrae  magnuni 
ornamentum,  CoUegii  nostri  S.  Trinitatis  magister  dignissimus  et  integer- 
rimus.  Huic  ego  me  pluribus  nominibus  obstrictum  fateri  debeo :  huic  et 
tuas  quae  debentur  gratias,  lector  benevole,  non  denegabis.  Is  enim,  cum 
a  longo  tempore  celeberrimi  auctoris  amicitia  intima  frueretur,  (qua  etiam 
apud  posteros  censeri  non  minoris  aestimat,  quam  propriis  scriptis  quae  li- 
terato  orbi  in  deliciis  sunt  inclarescere)  amici  simul  famae  et  scientiarum 
incremento  consuluit.  Itaque  cum  exemplaria  prioris  editionis  rarissima 
admodum  et  immani  pretio  coemenda  superessent;  suasit  ille  crebris  ef- 
flagitationibus,  et  tantum  non  objurgando  perpulit  denique  virum  prae- 
stantissimum,  nec  modestia  minus  qudm  eruditione  summa  insignem,  ut 
novam  hanc  operis  editionem,  per  omnia  elimatam  denuo  et  egregiis  insu- 
per  accessionibus  ditatam,  suis  sumptibus  et  auspiciis  prodire  pateretur : 
mihi  vero,  pro  jure  suo,  pensum  non  ingratum  demandavit,  ut  quam  pos- 
set  emendate  id  fieri  curarem. 


Cantabrigia,  Maii  12.  1713. 
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En  tibi  norma  poli,  et  divse  libramina  molis, 
Computus  en  Jovis ;  et  quas,  dum  primordia  rerum 
Pangeret,  omniparens  leges  violare  Creator 
Noluit,  atque  operum  quae  fundamenta  locarit. 
Intima  pandimtur  victi  penetralia  coeli, 
Nec  latet  extremos  quae  vis  circumrotat  orbes. 
Sol  solio  residens  ad  se  jubet  omnia  prono 
Tendere  descensu,  nec  recto  tramite  currus 
Sidereos  patitur  vastum  per  inane  moveri ; 
Sed  rapit  immotis,  se  centro,  singula  g>'ris. 
Jam  patet  horrificis  quae  sit  via  flexa  cometis ; 
Jam  non  miramur  barbati  phaenomena  astri. 
Discimus  hinc  tandem  qua  causa  argentea  Phoebe 
Passibus  haud  aequis  graditur ;  cur  subdita  nulli 
Hactenus  astronomo  numerorum  fraena  recuset : 
Cur  remeant  nodi,  curque  auges  progrediuntur. 
Discimus  et  quantis  refluum  vaga  Cynthia  pontum 
Viribus  impellit,  fessis  dum  fluctibus  ulvam 
Deserit,  ac  nautis  suspectas  nudat  arenas ; 
Altemis  vicibus  suprema  ad  Kttora  pulsans. 


XXX 

Quae  toties  animos  veterum  torsere  sophorum, 
Quaeque  scholas  frustra  rauco  certamine  vexant, 
Obvia  conspicimus,  nubem  pellente  mathesi. 
Jam  dubios  nulla  cahgine  prsegravat  error, 
Queis  superum  penetrare  domos  atque  ardua  coeli 
Scandere  sublimis  genii  concessit  acumen. 

Surgite,  mortales,  terrenas  mittite  curas; 
Atque  hinc  coehgenaj  vires  dignoscite  mentis, 
A  pecudum  vita  longe  lateque  remotae. 
Qui  scriptis  jussit  tabulis  compescere  caedes, 
Furta  et  adulteria,  et  perjurae  crimina  fraudis; 
Quive  vagis  popuHs  circundare  moenibus  urbes 
Auctor  erat ;  Cererisve  beavit  munere  gentes ; 
Vel  qui  curarum  lenimen  pressit  ab  uva ; 
Vel  qui  NiHaca  monstravit  arundine  pictos 
Consociare  sonos,  ocuHsque  exponere  voces ; 
Humanam  sortem  minus  extuHt :  utpote  pauca 
Respiciens  miserae  tantum  solamina  vitae. 
Jam  vero  superis  convivae  admittimur,  alti 
Jura  poH  tractare  Hcet,  jamque  abdita  caecae 
Claustra  patent  Terrae,  rerumque  immobiHs  ordo, 
Et  quae  praeteriti  latuerunt  secula  mundi. 

TaHa  monstrantem  mecum  celebrate  camoenis, 
Vos  O  coeHcolum  gaudentes  nectare  vesci, 
Newtonum  clausi  reserantem  scrinia  veri, 
Newtonum  Musis  charum,  cui  pectore  puro 
Phoebus  adest,  totoque  incessit  numine  mentem: 
Nec  fas  est  propius  mortaH  attingere  divos. 
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DEFINITIONES. 


DEFINITIO  I.  (M 

Quantitas  Materice  est  menmra  ejusdem  orta  ex  illius  Densitate  et 
Magnitudine  conjunctim. 

AER,  densitate  duplicata,  in  spatio  etiam  duplicato  fit  quadruplus;  in 
triplicato  sextuplus.  Idem  intellige  de  Nive  et  Pulveribus  per  compres- 
sionem  vel  liquefactionem  condensatis.     Et  par  est  ratio  coiporum  omni- 

Licet  prirrue  defmitiones  Newtonian^  vix  aliquam  postulare  videantur  exjylicationem ;  in  ipso  ta- 
men  operis  nostri  limine,  nonnulla  levioris  mom^nti  jrramittenda  judicamus,  qucB  ad  majora  viam, 
stemunt.  Prima  quce  in  posterum  seepius  recurrent  Meckanices  princijna  interscrere  non  abs  re  erit, 
tiim  ut  Lectorum  labori  parcamus,  tilm  ut  magis  continua  servetur  nostrarum  demonstrationum 
series. 

(*)  1.  Materia  est  substantia  trina  dimensione  foramina,  Massa  et  volumen  non  diflferunt;  at 

praedita,    solida  seu  impenetrabilis,  mobilis,  di-  si  poris  pertusum  sit  corpus,  Massam  volumen 

visibilis.   Spatium  purum  est  illa  immensa,  pe-  superat. 

netrabUis,  sui  ubique  simUis,  immobilis  extensio,  2.   Densitas  est  ratio  massae  corporis  ad  illius 

in  qua  corpora  omnia  liberrime  moveri  intelli-  volumen;  adeo  ut  sub  aequalibus  voluminibus, 

gimus.      In  corpore  dato  materiae  quantitatem  densitates  sint  in  ratione  directa  massarum ;  et 

seu  massam,  a  corporis  magnitudine,  aut  volu-  eadem  seu  aequali  manente  in  diversis  corpori- 

mine   seu   mole    distingui    oportet.       Materiae  bus  massa,  densitates  sint  in  ratione  voluminum 

quantitas  est  aggregatum,  seu  summa  omnium  reciproca.     Itaque  si  densitas  dicatur  D  ;  massa 

materia;    particularum  quibus   compositum   est  M,  volumen  V;  erit  D  =  M  :  V;  seu  densitas 

corpus.      Volumen,    seu  Magnitudo,    est  tota  esponi  potest  per  massam  ad  volumen  applica- 

trina  dimensio  sub  exteriori  corjjoris  superficie  tam,  sive,  quod  idem  est,  densitas  erit  ut  massa 

conlenta.      Porro  inter  solidas  seu  impenetrabi-  per   volumen  divisa.     Si  itaque    D  et  M  :   V, 

les  corporis  particulas  sive  elementa,  plura  esse  per  V   multiplicentur,  erit  DV  =  M,  seu  mas- 

possunt  disseminata  foramina  seu  pori,  vel  omni  sa  aut  quantitas  materiae  est  ut  densitas  in  volu- 

materia   vacui,    vel   quos   aliena  materia  libere  men  ducta;  Massa  igitur  esponi  potest  per  fac- 

pervadat;  sic  aer  subtilior  spongiae  poros  per-  tum  ex  densitate  in  volumen.     Quare  si  D  V 

meat,  et  ad  spongiae  materiam  non  pertinet.     Si  et  M,  per  D  dividantur,  erit  V  =  M  :  D,  seu 

nulla  sint  inter  soUdas  corporis  partes  admixta  vohunen  est  ut  massa  ad  densitatem  applicata, 

Voi..  I.  A 
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um,  quae  per  causas  quascunque  diversimode  condensantur.  Medii  interea, 
si  quod  fuerit,  interstitia  partium  libere  pervadentis,  hic  nullam  rati- 
onem  habeo.  Hanc  autem  Quantitatcm  sub  nomine  Corporis  vel 
Massae  in  sequentibus  passim  intelligo.  Innotescit  ea  per  corporis  cujus- 
que  Pondus.  Nam  (^)  Ponderi  proportionalem  esse  reperi  per  experi- 
menta  Pendulorum  accuratissime  instituta,  uti  posthac  docebitur. 

DEFINITIO  IL  {') 

Qjuintitas   Motus  est  mensura   ejusdem  orta  ex  Velocitate  et    Qiiantitate 

Matericje  conjunctim. 

Motus  totius  est  summa  motuum  in  partibus  singulis;  ideoque  in  cor- 
pore  duplo  majore  aequali  cum  velocitate  duplus  est,  et  dupla  cum  velo- 
citate  quadruplus. 


sive  volumen  est  in  ratione  composita  ex  direc- 
ta  ratione  massee  et  inversa  densitatis.  Si  den- 
sitates  fuerint  sequales,  seu  si  m  ;  v  =  M  :  V, 
patct  massas  esse  inter  se  ut  volumina  directe. 
His  posiiis  facile  intelligitur  massam  aeris,  den- 
sitate  duplicata,  in  spatio  etiam  duplicato  fieri 
quadruplam,  nam  ob  duplicatam  densitatera  in 
eodem  spatio  dupla  est  massa;  ergo  duplicato 
etiam  spatio  massa  rursus  duplicatur  et  fit  qua- 
drupla. 

(b)  3.  Massam  esse  ponderi  proportionalem, 
ob  frequentissimum  hujusce  veritatis  usum,  hic 
breviter  ostendimus.  Gravia  omnia,  ut  notissi- 
mis  constat  experimentis,  per  lineas  ad  terrce 
supcrficiem  perpendiculares  ac  proinde  ad  sensum 
parallelas  descendunt,  et  in  tubis  aiire  vacuis 
plumbum  levissiraaque  pluma  eadem  celeritate 
cadunt,  seu  sequalia  spatia,  aequalibus  temporibus 
cadeudo  percurrunt.  Nec  successu  caret  expe- 
rimentum,  etiamsi  coarctatis  ac  diductis  poris 
vel  superficiebus,  corporis  figura  mutetur;  dum- 
modo  eadem  remaneat  massa,  idem  semper  ser- 
vatur  pondus ;  ex  quo  sequitur  gravitatem  non  so- 
lum  exterioribus  corporis  partibus,  sed  et  interi- 
oribus  aeque  inesse;  alioquin  ejusdem  corporis 
sub  diversis  superficiebus,  idem  non  reinaneret 
pondus,  nec  eadem  foret  sub  diversis  figuris 
ceieritas;  mutata  enim  superficie,  partes  quas 
ante  interiores  erant,  exteriores  fiunt  et  vice  versa; 
iBqualia  igitur  massae  elementa  sequali  urgentur 
vi  gravitatis,  seu  aequalis  sunt  ponderis;  crescit 
ergo  totius  massse  pondus  ut  elementorum  jequa- 
lium  numerus,  seu  crescit  pondus  ut  massa,  sive 
massa  est  ponderi  proportionalis. 

(•=)  4.  Locus  corporis  est  pars  spatii,  quam 
corpus  occupat.  Motus  est  continua  loci  muta- 
tio.  Tria  in  motu  consideranda  sunt,  corpus 
quod  movetur  seu  mobile,  spatium  quod  percur- 
ritur,  et  tempus  quo  percurritur.  Spatium  per- 
cursum  est  linea  quam  mobile  instar  puncli  con- 
oideratum  describere  intelligitur.  Directio  mo- 
tus  est  linea  recta  quam  mobile  describit  aut 


describere  nititur.  Motus  conspirantes  sunt 
quorum  directiones  congruunt,  aut  saltem  sunt 
parallelae  et  ad  easdem  partes  tendunt.  Motus 
contrarii  seu  directe  oppositi  dicuntur  quorum 
directiones  congruunt  quidem,  aut  saltem  sunt 
parallelae,  sed  in  oppositas  partes  vergunt  Motus 
squabilis  seu  uniformis  est,  quo  mobile  aequalia 
spatia  aequalibus  temporibus  percurrit.  Motus 
acceleratus,  quo  mobile  majora  continuo  spatia 
aequalibus  temporibus  describit.  Motus  retar- 
datus  quo  mobile  per  minora  continuo  spatia  ae- 
qualibus  temporibus  fertur. 

5.  Celeritas  seu  velocitas,  est  ea  corporis 
moti  afiectio  qua  aptum  redditur,  datum  spati- 
um  dato  tempore  aquabiliter  percurrcndi.  Est 
igitur  celeritatis  mensura  in  motu  aequabili  quee- 
renda,  seu,  ut  habeatur  quantitas  velocitati  pro- 
portionalis,  quaerendum  est  spatium  quod  corpus 
dato  tempore  percurreret,  si  illius  motus  con- 
stans  atque  a;quabilis  permaneret  Porro  mani- 
festum  est  celeritatem  esse  duplam,  triplam,  si 
temporibus  aequalibus  duplum,  vel  triplum  per- 
curratur  spatium ;  et  contra,  celeritatem  esse  sub- 
duplam,  subtriplam,  si  aequalia  spatia,  duplo, 
triplo  tempore  percurrantur;  ergo  mancntibus 
temporibus,  celeritates  sunt  ut  spatia;  et  manen- 
tibus  spatiis,  celeritates  sunt  inverse  ut  tempora, 
quare  variantibus  temporibas  atque  spatiis,  cele- 
ritates  semper  erunt  in  ratione  compositd  ex  di  • 
recta  spatiorum  et  reciproca  temporum;  seu  si 
celeritas  dicatur  C,  spatium  S,  tempus  T;  erit 
C  ut  S  :  T,  sive  C  =  S  :  T,  seu  celeritas  ex- 
poni  potest  per  spatiura  ad  tempus  applicatum, 
et  multiplicando  utrinque  per  T,  erit  C  T  =  S, 
seu  spatium  est  ut  ccleritas  in  tempus  ducta,  et 
dividendo  ulrinque  per  C,  erit  T  =  S :  C,  seu 
tempus  cst  ut  spatium  ad  celeritatem  applica- 
tum.  Si  duorum  mubilium  celeritates  C,  c, 
seu  S  :  T;  s :  T,  fuerint  aequales,  id  est  S  :  T  =•' 
s  :  T,  erit  S  :  s  =  T ;  t,  seu  spatia  sunt  ut 
tempora. 

6.  Jam  ^vero  cum  in  motu  nihil  nisi  corpus, 
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DEFINITIO  III.  (^) 

Materics  vis  insita  est  potentia  resistendi,  qud  corpus  unumqxiodque^  quantum 
in  se  est;  perseverat  in  statu  suo  vel  quiescendi  vel  movendi  uniformiter 
in  directum. 

Haec  semper  proportionalis  est  suo  corpori,  neque  difFert  quicquam  ab 
inertia  massae,  nisi  in  modo  concipiendi.  Per  inertiam  materiaa  fit,  ut 
corpus  omne  de  statu  suo  vel  quiescendi  vel  movendi  difficulter  deturbe- 
tur.  Unde  etiam  vis  insita  nomine  significantissimo  vis  Inertiae  dici  possit. 
Exercet  vero  corpus  hanc  vim  solummodo  in  mutatione  status  sui  per  vim 
aliam  in  se  impressam  facta;  estque  exercitium  illud  sub  diverso  respectu 
et  Resistentia  et  Impetus:  resistentia,  quatenus  corpus  ad  conservandum 
statum  suum  reluctatur  vi  impressae;  impetus,  quatenus  corpus  idem,  vi 
resistentis  obstaculi  difficulter  cedendo,  conatur  statum  obstaculi  illius 
mutare.     Vulgus  resistentiam  quiescentibus  et  impetum  moventibus  tribu- 


spatium  percursiim  et  tempus  considerentur,  et 
ratio  spatii  ad  tempus  celeritatem  exponat  (5), 
satis  evidens  est  ad  totum  corporis  motum  seu 
quantitatem  raotiis  inveniendam,  solius  massae 
et  celeritatis  habendam  esse  rationem.  Ciim 
autem  niotus  totius  corporis  sit  aequalis  summas 
motuum  singularum  iVIassse  partium,  seu  ele- 
mentorum,  patet  manente  celeritate,  motum  to- 
tius  massae  crescere  prout  crescit  numerus  ele- 
mentorum  mass»  asqualium,  seu  quantitatem 
motus  esse  proportionalem  massae;  manente 
vero  massa,  quantitas  motus  est  ut  velocitas; 
nam  si  corpus  idem  duplum  spatium  eodem 
tempore  percurrit,  duplus  est  illius  motus,  si 
triplum,  triplus,  &c.  Siquidem  manentibus  tem- 
pore  et  massa,  nulla  est  alia  quam  spatiorum 
varietas,  et  motus  sunt  ut  spatia;  sed  spatia 
temporibus  aequalibus  percursa  sunt  ut  celerita- 
tes  (5),  ergo  quantitates  motiks  sunt  etiam  ut 
celeritates.  Quare  variantibus  massis  atque  ce- 
leritatibus,  motus  quantitas  est  semper  ut  massa 
in  celeritatem  ducta,  seu  in  ratione  composita 
massa;  et  celeritatis;  si  itaque  motiis  quantitas 
dicatur  Q;  Massa  M,  celeritas  C;  erit  Q  ut 
M  C,  quod  ita  exponimus  Q  =  M  C,  dividendo 
lUrinque  per  M,  et  deinde  per  C,  erit  C  =  Q: 
M;  et  M  =  Q  :  C;  Seu  celeritas  est  ut  quan- 
titas  raotiis  ad  raassam  applicata,  et  massa  vicis- 
sim,  ut  quantitas  raotiis  per  celeritatem  divisa. 
Si  quantitates  motiis  Q,  q,  seu  M  C,  ra  c,  fue- 
rint  aequales,  erit  M  C  =  m  c,  et  M  :  m  =  c  :  C, 
seu  massae  sunt  reciproce  ut  celeritates;  et  vice- 
versa  si  M  :  m  =  c  :  C,  erit  M  C  =  m  c,  seu 
si  massae  sunt  in  ratione  velocitatura  reciproca, 
quantitates  motiis  sunt  asquales.  Praeterea  ciim, 
(5),  sit  C  =  S  :  T,  erit  etiam  Q  =  M  S  :  T, 
seu  quantitales  motus  sunt  in  ratione  composita 
ex  directis  rationibus  massa  et  spatii  et  inversa 
temporis  ;  invenietur  etiam  Q  T  =  ]M  S,  M  = 
Q  T  :  S ;  S  =  Q  T  :  M,  T  =  M  S  :  Q. 
Pari  facilitate  demonstrari  possunt  castera  the- 
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oremata  quse  de  motuum  comparatione,  apud 
scriptores  meclianicos  fuse  reperiuntur. 

(d)  7.  Vis  duplex  est,  activa  et  passiva;  Ac- 
tiva  est  potentia  motum  efficie^ndi ;  Passiva  est 
potentia  motum  recipiendi  vel  amittendi;  vis 
activa  subdividi  solet  in  vim  vivam  quae  cura 
motu  actuali  conjuncta  est,  et  in  vira  mortuam 
quaj  est  tantiira  conatus  seu  sollicitatio  ad  rao- 
tum,  et  ex  quii  motus  actualis  non  producitur, 
nisi  vis  mortuaB  actio  aliquandiii  in  corpore  con- 
tinuata  fuerit.  Sic  vis  gravitatis  in  globo  qui 
ex  filo  pendet  vel  plano  horizontali  incumbit,  est 
vis  mortua,  qua  quidem  actu  non  movetur  glo- 
bus,  sed  conatur  moveri  filumque  tendit,  aut 
planum  premit.  Si  filum  abrumpatur,  vel  pla- 
num  sustentans  auferatur,  tiim  continua  gravita- 
tis  actione  globus  motu  accelerato  cadit.  Vis 
qua  corpus  in  circuli  peripheria  raotum,  filum 
centro  alligatum  tendit,  et  qua  proinde  conatur 
a  centro  recedere  est  quoque  vis  mortua. 

8.  Inest  omni  materiae  vis  insita  passiva,  seu 
jnertia,  ex  qua  nullus  motus,  nullaque  tenden- 
tia  ad  motuin  resultat,  sed  qu»  consistit  in  re- 
nixu  quo  corpus  quodlibet,  cuilibet  vi  extemae 
mutationem  statiis,  id  est,  motiis  vel  quie- 
tis  inducere  conanti  resistit.  Etenim  nulla 
potest  esse  actio  corporis  in  corpus,  quin  luc- 
tatio  quaedam,  ut  loquitur  Clar.  Hermemnus  in 
Phoronomid,  fiat  inter  corpus  agens  et  patiens, 
dum  alterura  alteri  resistit;  alioqui  corpus  mo- 
tum  posset  sine  motiis  proprii  detrimeuto,  aliud 
quodcumque  movere.  Vis  illa  inertiae  eadem 
est  in  corporibus  motis  et  quiescentibus ;  tam 
enim  resistunt  corpora  actioni  qua  a  quiete  ad 
motum  concitantur,  quara  actioni  qua  a  motu  ad 
quietem  reducuntur.  Eadera  quippe  vis  requi- 
ritur  ad  motum  datum  producendum  et  ad  eun- 
dem  extinguendum.  Quia  autera  vis  illa  inertiae 
eadera  in  omnibus  aequalibus  materiae  partibus 
reperitur,  consequens  est  ut  sit  materiae  propor- 
tionalis;  dupla  in  massa  duplicata,  tripla  in  tn- 
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it:  sed  motus  et  quies,  uti  vulgo  concipiuntur,  respectu  sblo  distinguuntur 
ab  invicem;  neque  semper  vere  quiescunt  quae  vulgo  tanquam  quiescentia 
spectantur. 

DEFINITIO  IV.  («^) 

Vis  impressa  est  actio  ifi  corpus  eaercitay  ad  mutandumejus  staium  vel  quiescendt 
vel  maoandi  uni/brmiter  in  directum. 

Consistit  haec  vis  in  actione  solS,  neque  post  actionem  permanet  in 
corpore.  Perseverat  enim  corpus  in  statu  omni  novo  per  solam  vim  iner- 
tiae.  Est  autem  vis  impressa  diversarum  originum,  ut  ex  ictu,  ex  pres- 
sione,  ex  vi  centripetS. 

DEFINITIO  V. 

Vis  Centripeta  est,  qud  corpora  versus  punctum  aliquod  tanquam  ad  Centrum 
undique  trahuntur,  impelluntWy  vel  utcunque  tendunt. 

Hujus  generis  est  Gravitas,  qua  coipora  tendunt  ad  centrum  terrae; 
Vis  Magnetica,  qua  ferrum  petit  magnetem;  et  Vis  illa,  quaecunque  sit, 
qua  Planetae  perpetuo  retrahuntur  a  motibus  rectilineis,  et  in  lineis  curvis 
revolvi  coguntur.  Lapis,  in  funda  circumactus,  a  circumagente  manu 
abire  conatur;  et  conatu  suo  fundam  distendit,  eoque  fortius  quo  celerius 
revolvitur;  et  quamprimum  dimittitur,  avolat.  Vim  conatui  illi  contra- 
riam,  qua  funda  lapidem  in  manum  perpetuo  retrahit  et  in  orbe  retinet, 
quoniam  in  manum  ceu  orbis  centrum  dirigitur,  Centripetam  appello. 
Et  par  est  ratio  (^)  corporum  omnium,  quae  in  gyrum  aguntur.  Conan- 
tur  ea  omnia  a  centris  orbium  recedere;  et  nisi  adsit  vis  aliqua  conatui 
isti  contraria,  qua  cohibeantur  et  in  orbibus  retineantur,  quamque  ideo 
Centripetam  appello,  abibunt  in  rectis  lineis  uniformi  cum  motu.  Pro- 
jectile,  si  vi  Gravitatis  destitueretur,  non  deflecteretur  in  terram,  sed  in 
linek  rect^  abiret  in  coelos;  idque  uniformi  cum  motu,  si  modo  aeris  r&- 
sistentia  toUeretur.  Per  gravitatem  suam  retrahitur  a  cursu  rectilineo  et 
in  terram  perpetuo  flectitur,  idque  magis  vel  minus  pro  gravitate  sua  et 
velocitate  motus.  Quo  minor  fuerit  ejus  gravitas  pro  quantitate  materiec, 
vel  major  velocitas  quacum  projicitur,  eo  minus  deviabit  a  cursu  rectili- 

plicata.     Majoribus  etlam  mutationibus  corpora  illam  actionem  recepto  perseverat  sola  vi  inertise 

magisresistuntquamminoribus,  estqueresistentia  passiva,  qua  fit  ut  sine  nova  vi  cxtema  statum 

actualis  magnitudini  mutationis  proportionalis.  suum  mutare  nuUa  ratione  possit;    adeoque  si 

(e)  9.   Nihil  fit  sine  causa ;  unde  omne  cor-  semel   movetur,    sibi   relictum,   perpetuo  atque 

pus  ut  pote  iners  et  passivum  (8)  in  suo  quo-  aequabiliter  per  lineam  rectam  movebitur,    seu 

cumque  statu  perseverat,  nisi  causa  aliqua,  seu  secundum    directionem    qua    impulsum    fuerit 

vi  externa,  statum  suum  mutare  cogatur ;  cum  et  qui  movebatur,  dum  actio  vis  externie  ces- 

igitur  vis  aliqua  in  corpus  actu  agit ;  vis  impressa  savit. 

seu  aclio  mutat  quidem  corporis  statura,  sed  ces-         (f)    10.  Cum  linea   quarvis  curva  considcraii 

santc  ilUus  vis  actione.  cornus  in  novo  statu  per  possit  tanquam  polygonum,  cx  infinitis  numero 
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neo  et  longius  perget.  Si  Globus  plumbeus,  data  cum  velocitate  secun- 
dum  lineam  horizontalem  a  montis  alicujus  vertice  vi  pulveris  tormentarii 
projectus,  pergeret  in  linea  curva  ad  distantiam  duorum  milliarium,  prius- 
quam  in  terram  decideret:  hic  dupla  cum  velocitate  quasi  duplo  longius 
pergeret,  et  decupla  cum  velocitate  quasi  decuplo  longius:  si  modo  aeris 
resistentia  toUeretur.  Et  augendo  velocitatem  augeri  posset  pro  lubitu 
distantia  in  quam  projiceretur,  et  minui  curvatura  lineae  quam  describeret, 
ita  ut  tandem  caderet  ad  distantiam  graduum  decem  vel  triginta  vel  nona- 
ffinta;  vel  etiam  ut  terram  totam  circuiret,  vel  denique  ut  in  coelos  abu-et 
et  motu  abeundi  pergeret  in  infinitum.  Et  eadem  ratione,  qua  Projectile 
vi  gravitatis  in  orbem  flecti  posset  et  terram  totam  circuire,  potest  et  Luna 
vel  vi  gravitatis,  si  modo  gravis  sit,  vel  alia  quacunque  vi,  qua  in  terram 
urgeatur,  retrahi  semper  a  cursu  rectilineo  terram  versus,  et  in  orbem  suura 
flecti:  et  sine  tali  vi  Luna  in  orbe  suo  retineri  non  potest.  Haec  vis,  si 
justo  minor  esset,  non  satis  flecteret  Lunam  de  cursu  rectilineo:  si  justo 
major,  plus  satis  flecteret,  ac  de  orbe  suo  terram  versus  deduceret.  Re- 
quiritur  quippe  ut  sit  justae  magnitudinis:  et  Mathematicorum  est  invenire 

atque  infinite  parvis  seu  evanes- 

centibus  lateribus  rectis  compo- 

situm.     Si  corpus  in  curva  E  B 

H  K,  moveatur,  in  singulis  cur- 

va;  punctis  E  fertur  juxta  direc- 

tionem  lateris  evanescentis  E  e, 

adeoque  si  sibi  relinqueretur,  ncc 

altera  vis  in  extremitate   hujus 

rect£e,  E  e,  illud  retraheret,   et 

in  lineam,  e  m,  inflecteret,  per- 

petuo    atque    aequabiliter  move- 

retur  per  rectam,  E  e,  produc- 

tam  (9)  ac  proinde   cum  linea 

E  e   producta,    sit   ipsa   curvte 

tangens  E  F,  uniformiter  move- 

retur  per  tangentem  in   puncto 

E,  nisi  nova  vis  perpetuo  in  illud 

agens,  cujus  directio  est  versus 

curvam,   ipsum  a  motu    rectili- 

neo  retraheret  et  in  orbita  sua 

retineret,  quo  major  est  vis  aut 

celeritas  secundiim   directionem 

tangentis  vel  evanescentis  lateris, 

E  e,  et  minor  vis  illa  qua  mobile 

a  tangente  in  curvam  retrahitur, 

eo   miniis   a  tangente   deviat   corpus,    adeoque 

curva  quam  motu  suo  describit,  ad  tangentem 

seu  rectam  lineam  propiiis   accedit       Econtra 

decrescente  vi  aut  celeritate  secundiim  directio- 

nem  tangentis,  aut  crescente   vi   altera   quae  a 

tangente  deflectit,  corpus  a  motu  rectilineo  ma- 

gis  retraliitur,  et  major  fit  linea;  curvatura.    Nam 

eflfectus    sunt    causis    suis    proportionales;    est 

autem  motus  per  tangentem  rectilineus,  eflfectus 

vis  secundiim  directionem  tangentis,  et  deviado 

a  tangente,  efTectus  vis  illius  quse  a  tungente  re- 

trahit. 

II.  Sit  terrae  circumferentia  D  Q  C,  illiusque 
centrum  T,  ex  quo  vim  ad  centrum  trahentem 
per  totum  circumquaque  spatium  propagari  lin- 


gamus,  aut,  si  magis  placuerit,  supponamus  esse 
vim  per  totum  spatiuin  dittusam,  qua  corpora 
omnia  secundum  directionem  radiorum,  E  T. 
A  T,  ad  centrum  T  urgeantur,  et  ex  vcrtice  E 
montis  E  D  projiciatur  corpus  juxta  directionera 
recta;  E  F  ad  E  T  normalis;  corpus  illud  hac 
sola  vi  impressa  oBquablliter  per  rectam  E  F  mo- 
veretur  (9);  at  vi  centripeta  seu  vi  tcndcnte  ad 
centrum  T  ah  illa  recta  perpetuo  rctrahitur  et 
cogitur  incedere  in  cuna  aliqua  E  Q  quam 
tangit  in  E  rccta  E  F  (10);  augendo  vim  im- 
pressam  sccundiim  directionem  tangentis,  E  F, 
curva  E  Q,  ad  tangentem  E  F,  propius  acccdit, 
adeo  ut  corpus  variis  et  successive  crescentibus 
celeritatibus  prtjectum,    tcrram  tardliis  seiiiper 
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vira,  qua  corpus  in  dato  quovis  orbe  data  cum  velocitate  accurate  retineri 
possit  j  et  vicissim  invenire  viam  curvilineam,  in  quam  corpus  e  dato 
quovis  loco  data  cum  velocitate  egressum  a  data  vi  flectatur.  Est  autem 
vis  hujus  centripetae  quantitas  trium  generum,  absoluta,  acceleratrix,  et 
motrix. 

DEFINITIO  VI.  (^) 

Vis  centripetcE  quantitas  absoluta  est  mensura  ejusdem  major  vel  minor  pro 
eMcacia  causce  eam  propagantis  a  centro  per  regiones  in  circuitu. 

Ut  vis  magnetica  pro  mole  magnetis  vel  intensione  virtutis  major  in  uno 
magnete,  minor  in  alio. 

DEFINITIO  VII.  (^) 

Vis  centripetce  quantitas  acceleratrix  est  ipsius  mensura  velocitati  propor- 
tionalis,  quam  dato  tempore  generat. 

Uti  virtus  magnetis  ejusdem  major  in  minori  distantia,  minor  in  ma- 
jori :  vel  vis  gravitans  major  in  vallibus,  minor  in  cacuminibus  altorum 
montium,  atque  adhuc  minor  (ut  posthac  patebit)  in  majoribus  distantiis 
a  globo  terrae ;  in  agquahbus  autem  distantiis  eadem  undique,  propterea 


attingat ;  deinde  circa  eam  revolvatur,  tandem- 
que  in  infinitum  abeat.  Ut  igitur  corpus  per 
rectam  E  F,  data  velocitate  projectum,  curvam 
datam  E  Q.  describat,  certa  ac  deterrainata  vis 
centripeta  requiritur ;  et  viceversa  data  veloci- 
tate  secundum  rectam  E  e  seu  E  F,  et  vi  cen- 
tripeta  etiam  data,  corpus  nonnisi  certam  ac 
determinatam  curvam  E  Q  potest  describere ; 
et  matbematicorum  est  ex  datis  velocitate  per 
tangentem  E  F  et  curva  E  Q  quara  corpus  des- 
cribit,  invcnire  vim  centripetam,  qua  a  tangente 
retrahitur  et  in  orbita  sua  retinetur,  et  reciproce 
ex  data  velocitate  per  tangentem  et  vi  centripeta, 
curvam  invenire ;  quae  duo  Newtonus  mira  sa- 
gacitate  et  elegantia  perfecit. 

(^)  12.  In  centro  T  existere  supponatur  cor- 
pus,  ex  quo  per  omne  spatium  diffundatur  vis,  quae 
juxta  directioncm  radiorum  A  T,  E  T,  H  T,  ver- 
siis  centrum,  aut  a  centro  versus  spatia  circumpo- 
sita,juxtadirectionemradiorum,  T  A,  T  E,  T  H, 
agat ;  in  1°.  casu  vis  illa  centripeta,  in  2°.  vis 
centrifuga,  in  utroque  vis  centralis  dicitur. 

Ha?c  vis  in  centro  considerata  duplici  praeser- 
tim  ratione  variare  potest ;  Si  enim  corpus  quod 
centrum  occupat,  et  cui  vis  inest,  in  sua  sequalia 
elementa  divisum  intelligatur,  et  vis  sit  singulis 
elementis  a^qualis  ejusdcmque  constanter  inten- 
sionis  ;  vis  totius  corporis  centrab's,  seu  vis  cen- 
tralis  quantitas  absoluta,  erit  massae  seu  summa? 
elementorum  proportionalis.  At  si  manente 
eadem  corporis  ccntralis  massa,  vis  semper  ma- 
nens  B-qualis  in  singulis  elementis  squnlibus 
intensivc  crescat  vel  decrescat,  vis  tota  corporia 


centralis  seu  vis  centralis  quantitas  absoluta,  erit 
proportionab's  intensioni  vis  in  singulis  elementis 
existentis  ;  quare  variantibus  massa  et  vi  singu- 
lorum  elementorum,  vis  centralis  quantitas  ab- 
soluta  erit  in  ratione  composita  massa  et  jnten- 
sionis  vis  in  singidis  elementis  aqualibus. 

C")  1  3.  Si  vis  centralis  non  amplitjs  in  centro, 
sed  in  quacumque  a  centro  distantia  consideretur, 
possumus  in  variis  illis  a  centro  distantiis  super> 
ficies  sphasricas  fingere  quarum  commune  cen- 
trum  sit  T,  et  vis  centralis  in  illis  distantiis  seu 
■  superficiebus  sphaericis  considerata,  dicitur  vis 
acceleratrix.  Illius  autem  quantitas  erit  pro- 
portionalis  celeritati  quam  dato  seu  constante 
tempore  in  singulis  materias  elementis  a  centro 
sequidistantibus  producet ;  nam  si  siipponamus 
vim  illam  constantem  in  elementa  materiae  con- 
tinuo  agere,  eo  major  erit  quo  major  erit  veloci- 
tas  dato  tempore  genita,  ita  ut  si  tcmpore  a>(]uali 
dupla  generetur  velocitas,  dupla  quoque  sit  vis, 
cum  velocitas  iHa  sit  illius  vis  cficctus  plenus. 
Si  constans  maneat  celeritas  a  vi  acceleratrice 
genita,  erit  vis  in  ratione  inversa  temporis  quo 
celeritas  illa  producitur,  nam  si  eadem  celeritas 
tempore  subduplo  producatur,  vis  duplicatur. 
Quare  si  manente  vi  constante,  celeritas  et  tem- 
pus  varient,  erit  vis  acceleratrix  in  ratione  compo- 
sita  ex  directa  celeritatis  gcnita  et  reciproca  tem- 
puris.  Si  igitur  vis  accelerati-ix  dicatur,  G  ;  celeri- 
tas  producta  C ;  tempus  quo  producitur,  T,  erit  G 
=  C  :  T,  et  G  T  =  C,  et  T  =  C  :  G.  Li- 
cet  autcm  variet  vis  acceleratrix,  eadem  tamcn 
cst  illius  mcnsura,  modo  celcrilas  ua.scfns  scu 
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quod  corpora  omnia  cadentia  (gravia  an  levia,  niagna  an  paiva)  sublata 
aeris  resistentia,  aequaliter  accelerat. 

DEFINITIO  VIII.  (') 

f^is  centripetce  quantitas  motrix  est  ipsius  me?isura  prcfportionalis  motui, 
quem  dato  tempore  generat, 

Uti  pondus  majus  in  majore  corpore,  minus  in  minore ;  et  in  corpore 
eodem  majus  prope  terram,  minus  in  ccelis.  Haec  quantitas  est  corporis 
totius  centripetentia  seu  propensio  in  centrum,  et  (ut  ita  dicam)  pondus ; 
et  innotescit  semper  per  vim  ipsi  contrariam  et  aBqualem,  qua  descensus 
corporis  impediri  potest. 

Hasce  virium  quantitates  brevitatis  gratia  nominare  licet  vires  moti-ices, 
acceleratrices,  et  absolutas;  et  distinctionis  gratia  referre  ad  corpora, 
centrum  petentia,  ad  corporum  loca,  et  ad  centrum  virium :  nimirum  vim 
motricem  ad  corpus,  tanquam  conatum  totius  in  centrum  ex  conatibus 
omniura  partium  compositum ;  et  vim  acceleratricem  ad  locum  corporis, 
tanquam  efficaciam  quandam,  de  centro  per  loca  singula  in  circuitu  diffu- 
sam,  ad  movenda  corpora  quae  in  ipsis  sunt ;  vim  autem  absolutam  ad 
centrum,  tanquam  causa  aliqua  praeditum,  sine  qua  vires  motrices  non  pro- 
pagantur  per  regiones  in  circuitu ;  sive  causa  illa  sit  corpus  aliquod  cen- 

initio  motus  tempore  quam  minimo  producta  diis  tari^  propap;ari  supponatur,  aut  etiam  si  per 

consideretur,  func  enim  vis  agit  uniformiter.  lineas  curvas  diSundi  fingatur.     Sed  ha;c  fusius 

14.   Si  vis  aliqua  per  radios   divergentes  in  prosequi  prsesentis  non  est  instituti. 
mcdio  non  resistente  diffundatur,  vis  acceleratrix  (')   15.   Si  vis  centripeta  in  corpore  ad  cen- 

decrescit   in   ratione    duplicata   distantiarum    a  trum  propulso  consideretur ;  ut  totus  illius  cor- 

.  centro ;  nam  quia  vis  ilia,   ex  iiyp.,   in  medio  poris   in   centrum   conatus   seu   vis    centripetae 

non   resistente   propagatur,    nullus   intercipitur  quantitas  motri-x  habeatur,  ducenda  est  massa  in 

radius,   nec  vis  singulorum  minuitur,  adeoque  vira  acceleratricem  ;  nam  vis  motrix  totius  cor- 

radii  qui  in  distantia  T  L,  per  hemisphafrium  a  poris   componitur   ex    omnibus   viribus,  quibus 

semicirculo   D  I>  C  descriptum  diffundebantur,  singula  aequalia  elementa  urgentur,  adecque  ex 

in  distantia     T  K,  p  t  hemisphaBrium   E  K  H  vi  acceleratrice  toties  sumpta  quot  sunt  in   cor- 

propagantiir  ;  est  autem  vis  acceleratrix  ut  radi-  pore  sequalia  materiae  elementa,  sive  ex  vi  accel- 

orum  densitas,  et  radiorum  densitas  est  recipro-  eratrice  in  massam  ducta.       Supponiraus  enira 

ce  ut  superficies  hemisphariorura  a  semicirculis  singula  eleraenta  aequalia,  aequali  vi  acceleratrice 

descriptorum  ;    nam   radiorum   densitas   est    ut  urgeri.      Sed  vis  acceleratrix  est  ut  celeritas  dato 

surama  seu  nuraerus  radiorum  per  superficiera  tempore  genita  (13),  ergo  vis  centripetje  quan- 

quam  occupant  divisus ;  hic  enim  summa  radio-  titas  motrix  est  ut  massa  in  iUam  celeritatem 

rum  est  ut  massa,  superficies  vero  cui  insunt  iit  ducta,  seu  ut  quantitas  motus,  dato  teraporepro- 

volumen.     Veriira  cum  per  hyp.,  idera  numerus  ducta.      Si  igitur   vis  acceleratrix   dicatur,   G  ; 

radiorum   superficies  singulorura  hemispha?rio-  massa,  M,  vis  motriji,  p,  erit  p,  ut,  M  G,  et  M, 

rum  occupet,  erit  densitas  radiorum  in  ratione  ut  p  :  G,  et  G,  ut  p  ;_  M,  seu  massa  est  ut  vis 

inversa  illarum  superficierura  in  quavis  a  centro  motrix  per  vim  acceleratricem  divisa,  et  vis  ac- 

distantia  descriptarum  ;    illa;  autem  superficies  ccleratrix,  ut  vis  motrix  per  massam  divisa.     Si 

sunt  in  ratione  duplicata  distantiarum  a  centro  ;  duae  fuerint  vires  motrices  P  et  p,  seu  M  G,  et 

ergo  et  vis  acceleratrix  est  in  ratione  duplicata  m  g,  aequales,  erit  M  :  m  =  g  :  G,  seu  masssc 

distantiarum  a  ccntro  reciproce.      Egrcgium  il-  sunt  ut  vires  acceleratrices  reciproce ;  et  vice- 

lud  theorema,  ut  ex  demonstratione  patet,   om-  versa,  si  M  :  m  =  g  :  G,  erit  m  g  =  I\I  G,  seu 

nem  excludit  medii  resistentiam  ;  quare  ut  in  si  massae  sunt  reciproce  ut  vires  acceleratrices,  vi- 

j)hysicis  valeat,  medii  resistentia  in   computum  res  motrices  sunt  aequales.    Porro  cura  vires  acce- 

venire  debet.      Heec  autem  virium  seu  qualita-  leratrices  sint  ut  celeritates  dato  tempore  genitae 

tum  e  centro  emanaiitium   tlieoria  ad  majorem  (13),  in  superioribus  proportiombus  loco  virium 

universalitatem  reduci  pcte^t,  si  visin  singulisra-  acceleratricuni   celcritates  illas  substitui  possunU 

A  4 
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trale  (quale  est  Magnes  in  centro  vis  inagneticaB,  vel  Terra  in  centro  vis 
gravitantis)  sive  alia  aliqua  quae  non  apparet.  Mathematicus  duntaxat 
est  hic  conceptus.  Nam  virium  causas  et  sedes  Physicas  jam  non  ex- 
pendo. 

Est  igitur  vis  acceleratrix  ad  vim  motricem  ut  celeritas  ad  motum.  Ori- 
tur  enim  quantitas  motus  ex  celeritate  et  ex  quantitate  materise,  et  vis  mo- 
trix  ex  vi  acceleratrice  et  ex  quantitate  ejusdem  materiae  conjunctim.  Nam 
smnma  actionum  vis  acceleratricis  in  singulas  corporis  particulas  est  vis 
motrix  totius.  Unde  juxta  superficiem  Terrae,  ubi  gravitas  acceleratrix  seu 
vis  gravitans  in  corporibus  universis  eadem  est,  gravitas  motrix  seu  pondus 
est  ut  corpus:  at  si  in  regiones  ascendatur  ubi  gravitas  acceleratrix  fit 
minor,  pondus  pariter  minuetur,  eritque  semper  ut  corpus  &  gravitas  acce- 
leratrix  conjunctim.  Sic  in  regionibus  ubi  gravitas  acceleratrix  duplo  mi- 
nor  est,  pondus  corporis  duplo  vel  triplo  minoris  erit  quadruplo  vel  sextu- 
plo  minus. 

Porro  attractiones  et  impulsus  eodem  sensu  acceleratrices  et  motiices  no- 
mino.  Voces  autem  Attractionis,  Impulsus,  vel  Propensionis  cujuscimque 
in  centrum,  indifFerenter  et  pro  se  mutuo  promiscue  usurpo;  has  vires  non 
Physice,  sed  Mathematice  tantum  considerando.  Unde  caveat  lector,  ne 
per  hujusmodi  voces  cogitet  me  speciem  vel  modum  actionis  causamve 
aut  rationem  Physicam  alicubi  definire,  vel  centris  (quae  sunt  puncta  Ma- 
thematica)  vires  vere  &  Physice  tribuere ;  si  forte  aut  centra  trahere,  aut 
vires  centrorum  esse  dixero. 

Scholium. 

Hactenus  voces  minus  notas,  quo  sensu  in  sequentibus  accipiendae  sint, 
explicare  visum  est.  Tempus,  Spatimn,  Locum  et  Motum,  ut  omnibus 
notissima,  non  definio.  Notandum  tamen,  quod  vulgus  quantitates  hasce 
non  aliter  quam  ex  relatione  ad  sensibilia  concipiat.  Et  inde  oriuntur  prae- 
judicia  quaedam,  quibus  toUendis  convenit  easdem  in  absolutas  et  relativas, 
veras  et  apparentes,  mathematicas  et  vulgares  distingui. 

(^)  I.  Tempus  Absolutum,  verum,  et  mathematicum,  in  se  et  natura 
sua  sine  relatione  ad  externum  quodvis,  aequabiliter  fluit,  alioque  nomine 
dicitur  Duratio:  Relativum,  apparens,  et  vulgare  est  sensibilis  et  externa 
quaevis  Durationis  per  motum  mensura  (seu  accurata  seu  inaequabilis)  qua 
vulgus  vice  veri  temporis  utitur ;  ut  Hora,  Dies,  Mensis,  Annus. 

II.  Spatium  Absolutum,  natura  sua  sine  relatione  ad  externum  quodvis, 
semper  manet  similare  &  immobile:  Rclativum  est  spatii  hujus  mensura  seu 
dimensio  quaelibet  mobilis,  quae  a  sensibus  nostris  per  situm  suum  ad  cor- 

(k)  16.  Quemadmoduiii  Ccomclras  lincam  lum  mathematicc  considcrare  possumus,  tanquam 
fluxu  pnucti  generari  tingimt,  itatcmpus  absolu-     a-quabiiem  imius  instantis  seu  puncti  tcmporis 
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pora  definitur,  et  a  vulgo  pro  spatio  immobili  usurpatur :  uti  dimensio  spatii 
subterranei,  aerei  vel  coelestis  definita  per  situm  suum  ad  Terram.  Idem 
sunt  spatium  absolutum  et  relativum,  specie  et  magnitudine ;  sed  non  per- 
manent  idem  semper  numero.  Nam  si  Terra,  verbi  gratia,  moveatur ; 
spatium  Aeris  nostri,  quod  relative  et  respectu  Terrae  semper  manet  idem, 
nunc  erit  una  pars  spatii  absoluti  in  quam  Aer  transit,  nunc  alia  pars 
ejus ;    et  sic   absolute  mutabitur  perpetuo. 

III.  Locus  est  pars  spatii  quam  corpus  occupat,  estque  pro  ratione  spatii 
vel  Absolutus  vel  Relativus.  Pars,  inquam  spatii ;  non  Situs  corporis, 
vel  Superficies  ambiens.  Nam  solidorum  aequalium  aequales  semper  sunt 
loci ;  Superficies  autem  ob  dissimilitudinem  figurarum  ut  plurimum  inae- 
quales  sunt;  Situs  vero  proprie  loquendo  quantitatem  non  habent,  neque 
tam  sunt  loca  quam  afFectiones  locorum.  Motus  totius  idem  est  cum  sum- 
ma  motuum  partium,  hoc  est,  translatio  totius  de  suo  loco  eadem  est  cum 
summa  translationum  partium  de  locis  suis ;  ideoque  locus  totius  idera  est 
cum  summa  locorum  partium,  et  propterea  internus  et  in  corpore  toto. 

IV.  Motus  Absolutus  est  translatio  corporis  de  loco  absoluto  in  locum 
absolutum,  Relativus  de  relativo  in  relativum.  Sic  in  navi.quse  velis  pas- 
sis  fertur,  relativus  corporis  Locus  est  navigii  regio  illa  in  qua  corpus  ver- 
satur,  seu  cavitatis  totius  pars  illa  quam  corpus  iraplet,  quaeque  adeo  mo- 
vetur  una  cum  navi :  et  Quies  relativa  est  permansio  corporis  in  eadem 
illa  navis  regione  vel  parte  cavitatis.  At  quies  vera  cst  permansio  corjioris 
in  eadem  parte  spatii  illius  immoti  in  qua  navis  ipsa  una  cum  cavitate  sua 
et  contentis  universis  movetur.  Unde  si  Terra  vere  quiescat,  coi-pus 
quod  relative  quiescit  in  navi,  movebitur  vere  et  absolute  ea  cum  velo- 
citate  qua  navis  raovetur  in  Terra.  Sin  Terra  etiam  moveatur,  orietur 
verus  et  absolutus  corporis  motus,  partim  ex  Terrae  motu  vero  in  spatio 
immoto,  partim  ex  navis  motu  relativo  in  Terra :  et  si  corpus  etiam  mo- 
veatur  relative  in  navi,  orictur  verus  ejus  motus,  partim  ex  vero  motu  Ter- 
rae  in  spatio  immoto,  partim  ex  relativis  motibus  tmn  navis  in  Terra,  tum 
corporis  in  navi ;  et  ex  his  motibus  relativis  orietur  corporis  motus  re- 
lativus  in  Terra.  Ut  si  Terrae  pars  illa,  ubi  navis  versatur,  mo- 
veatur  vere  in  orientem  cum  velocitate  partium  10010;  et  veHs  ven- 
toque  feratur  navis  in  occidentem  cum  velocitate  partiiun  decem; 
Nauta  autem  ambulet  in  navi  orientem  versus  cum  velocitatis  parte 
una  :  movebitur  Nauta  vere  et  absolute  in  spatio  immoto  cum  velo- 
citatis  partibus  10001  in  orientem,  et  relative  in  terra  occidentem  ver- 
sus  cum  velocitatis  partibus  novem. 

fluxum.     Q,uapropter  si  corpus  aliquod  a:quabili     poris  punctum  flueret,  spatiaque  ab  eo  descripta 
celeritate  moveretur,  illud  eodem  modo  ac  tem-     forent  temporibus  proportionalia  (5)  ;    co  igitur 
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(^)  Tempus  Absolutum  a  relativo  distinguitur  in  Astronomia  per  ^qua- 
tionem  temporis  vulgi.  Inaequales  enim  sunt  dies  naturales,  qui  vulgo 
tanquam  sequales  pro  mensura  temporis  habentur.  Hanc  inaequalitatem 
corrigunt  Astronomi,  ut  ex  veriore  tempore  mensurent  motus  ccElestes. 
Possibile  est,  ut  nuUus  sit  motus  aequabilis  quo  Tempus  accurate  mensuretur. 
Accelerari  et  retardari  possunt  motus  omnes,  sed  fluxus  temporis  absoluti 
mutari  nequit.  Eadem  est  duratio  seu  perseverantia  existentiae  rerum ; 
sive  motus  sint  celeres,  sive  tardi,  sive  nulli :  proinde  haec  a  mensuris  suis 
sensibilibus  merito  distinguitur,  et  ex  iisdem  coUigitur  per  ^quationem 
Astronomicam.  Hujus  autem  aequationis  in  determinandis  Phaenomenis 
necessitas,  tum  per  experimentum  Horologii  Oscillatorii,  tum  etiam  per 
eclipses  Satellitum  Jovis  evincitur. 

Ut  ordo  partium  Temporis  est  immutabilis,  sic  etiam  ordo  partium  Spa- 
tii.  Moveantur  haec  de  locis  suis,  et  movebuntur  (ut  ita  dicam)  de  seipsis. 
Nam  tempora  et  spatia  sunt  sui  ipsorum  et  rerum  omnium  quasi  Loca.  In 
Tempore  quoad  ordinem  successionis ;  in  Spatio  quoad  ordinem  situs  locan- 
tur  universa.  De  illorum  essentia  est  ut  sint  Loca :  et  loca  primaria  mo- 
veri  absurdum  est.  Haec  sunt  igitur  absoluta  Loca ;  et  solae  translationes 
de  his  locis  sunt  absoluti  Motus. 

Verum  quoniam  hae  Spatii  partes  videri  nequeunt,  et  ab  invicem  per  sen- 
sus  nostros  distingui ;  earum  vice  adhibemus  mensuras  sensibiles.  Ex  po- 
sitionibus  enim  et  distantiis  rerum  a  corpore  aliquo,  quod  spectamus  ut  im- 
mobile,  definimus  loca  universa :  deinde  etiam  et  omnes  motus  aestimamus 
cum  respectu  ad  prasdicta  loca,  quatenus  corpora  ab  iisdem  transferri 
concipimus.  Sic  vice  locorum  et  motuum  absolutorum  relativis  utimur, 
nec  incommode  in  rebus  humanis :  in  Philosophicis  autem  abstrahendum 
est  a  sensibus.  Fieri  etenim  potest,  ut  nullum  revera  quiescat  coipus,  ad 
quod  loca  motusque  referantur. 

Distinguuntur  autem  Quies  et  Motus  absoluti  et  relativi  ab  invicem  per 
Proprietates  suas  et  Causas  et  EfFectus.  Quietis  proprietas  est,  quod  cor- 
pora  vere  quiescentia  quiescunt  inter  se.  Ideoque  cum  possibile  sit,  ut 
corpus  aUquod  in  regionibus  Fixarum,  aut  longe  ultra,  quiescat  absolute ; 
sciri  autem  non  possit  ex  situ  corporum  ad  invicem  in  regionibus  nostris, 
horumne  aUquod  ad  longinquum  illum  datam  positionem  servet  necne, 
quies  vera  ex  horum  situ  inter  se  definiri  nequit. 

motu  tanquam  accurata  durationis  mensura  uti  e.  tempus  per  solis  revolutionem  mensuratum)  in- 

possemus.       Verum  corporum  coelestium  et  ho-  tercedit ;    qux  proinde  tempori  relativo  juncta, 

rologiorum  motus,  quos  ad  temporis  mensuram  vel  ab  eo  subducta  conficit  tempus  absolutum  e*. 

adhibemus,    licet  vulgo  supponantur  jequabiles,  vice  versa. 

variis  tamen  ex  causis  accelerantur  vel  retardan-  ("i")   1  8.    Gyrantium  corporum  partes  singulae 

tur,  sicque  mensuras  illa  vulgares  non  sunt  tem-  in  orbitis  curvilineis  moventur,  adeoque  (10)  pcr 

pori  absoluto  proportionales.  taiigentes  orbitarum  progi'edi,  atque  ita  ab  axc 

(l)  1 7.  JEquatio  tcmporis  dicitur  ditferentia  qua;  motus  reccdere  nituntur ;  ut  si  trochus  vel  sphar- 

iater  tcmpus  absoiutum  et  lcmpus  relativum,   (li.  ra  circa  axcm  rolatur,  singula;  illorum  corpctan 

\ 
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Motus  proprietas  est,  quod  partes,  quae  datas  servant  positiones  ad  tota, 
participant  motus  eorundem  totorum.  Nam  gyrantium  partes  {^)  omnes 
conantur  recedere  ab  axe  motus,  et  progredientium  impetus  oritur  ex  con- 
juncto  impetu  partium  singularum.  Motis  igitur  corporibus  ambientibus, 
moventur  quae  in  ambientibus  relative  quiescunt.  Et  propterea  motus 
verus  et  absolutus  definiri  nequit  per  translationem  e  vicinia  corporum, 
quse  tanquam  quiescentia  spectantur.  Debent  enim  corpora  externa  non 
solum  tanquam  quiescentia  spectari,  sed  etiam  vere  quiescere.  Alioquin 
inclusa  omnia,  praeter  translationem  e  vicinia  ambientium,  participabunt 
etiam  ambientium  motus  veros  j  et  sublata  illa  translatione  non  vere  qui- 
escent,  sed  tanquam  quiescentia  solummodo  spectabuntur.  Sunt  enim 
ambientia  ad  inclusa,  ut  totius  pars  exterior  ad  partem  interiorero,  vel  ut 
cortex  ad  nucleum.  Moto  autem  cortice,  nucleus  etiam,  sine  translatione 
de  viciaia  corticis,  ceu  pars  totius  movetur. 

Prascedenti  proprietati  affinis  est,  quod  moto  loco  movetur  una  locatum : 
ideoque  corpus,  quod  de  loco  moto  movetur,  participat  etiam  loci  sui  mo- 
tum.  (")  Motus  igitur  omnes,  qui  de  locis  motis  fiunt,  sunt  partes  solum- 
modo  motuum  integrorum  et  absolutorum  :  et  motus  omnis  integer  com- 
ponitur  ex  motu  corporis  de  loco  suo  primo,  et  motu  loci  hujus  de  loco 
suo,  et  sic  deinceps ;  usque  dum  perveniatur  ad  locum  immotum,  ut  in 
exemplo  nautae  supra  memorato.  Unde  motus  integri  et  absoluti  non  nisi 
per  loca  immota  definiri  possunt :  et  propterea  hos  ad  loca  immota,  rela- 
tivos  ad  mobilia  supra  retuli.  Loca  autem  immota  non  sunt,  nisi  quae  om- 
nia  ab  infinito  in  infinitum  datas  servant  positiones  ad  invicem ;  atque  adeo 
semper  manent  immota,  spatiumque  constituunt  quodimmobile  appello. 

Causae,  quibus  motus  veri  et  relativi  distinguuntur  ab  invicem,  sunt  vi- 
res  in  corpora  impressae  ad  motum  generandum.  Motus  verus  nec  gene- 
ratur  nec  mutatur,  nisi  per  vires  in  ipsum  corpus  motum  impressas :  at 
motus  relativus  generari  et  mutari  potest  sine  viribus  impressis  in  hoc  cor- 
pus.  Sufficit  enim  ut  imprimatur  in  alia  solum  corpora  ad  quae  fit  relatio, 
ut  iis  cedentibus  mutetur  relatio  illa  in  qua  hujus  quies  vel  motus  relativus 
consistit.  Rursum  motus  verus  a  viribus  in  corpus  motum  impressis  semper 
mutatur ;  at  motus  relativus  ab  his  viribus  non  mutatur  necessario.  Nam 
si  eaedem  vires  in  alia  etiam  corpora,  ad  quae  fit  relatio,  sic  imprimantur 

partes  circulos  describunt,  et  ab  illorum  centris  ris,  seu  respectu  loci  secundi,  et  ex  celeritate  ma- 

per  tangentes  efiugere  conantur,  cuinque  omnia  ris  respectu  spatii  immoti.    Si  autem  motus  nau- 

illa  centra  sint  in  axe  motus  posita,  singulae  par-  tve,  motui  navis  foret  directe  oppositus,  absoluta 

tes  ab  axe  recedere  nituntur,  nautse  velocitas  a?qualis  foret  differentia;  celerita- 

(")   19.   Si  nauta  in  navi  deambulare  suppo-  tum  navis  respectu  spatii  immoti  et  nautae  re- 

natur,  motusque  navis  et  nautae  conspirent,    in-  spectu  navis.      Tandem  si  motus  nautffi  respectu 

tegra  et  absoluta  nautae  celeritas  componitur  ex  navis  foret  obliquus,  illius  directio  et  velodtas  in 

celeritate  nauta;  respectu  loci  sui  primi  in  navi,  duas  alias  directiones  et  velocitates  ita  resolvi  de- 

ex  cderitate  loci  illius,  id  est,  navis  respectu  ma-  bent,  ut  una  dircctio  cum  alioium  i^utuum  coiu- 
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ut  situs  relativus  conservetur,  conservabitur  relatio  in  qua  motus  relativus 
consistit.  Mutari  igitur  potest  motus  omnis  relativus  ubi  verus  conservatur, 
et  conservari  ubi  verus  mutatur ;  et  propterea  motus  verus  in  ejusmodi 
relationibus  minime  consistit. 

EfFectus,quibus  motus  absoluti  et  relativi  distinguuntur  ab  invicem,  sunt 
vires  recedendi  ab  axe  motus  circularis.  (°)  Nam  in  motu  circulari  nude 
relativo  hae  vires  nuUaj  sunt,  in  vero  autem  et  absoluto  majores  vel  minores 
pro  quantitate  motus.  Si  pendeat  situla  a  filo  praelongo,  agaturque  perpetuo 
in  orbem,  donec  filiun  a  contorsione  admodum  rigescat,  dein  impleatur 
aqua,  et  una  cum  aqua  quiescat ;  tum  vi  aliqua  subitanea  agatur  motu  con- 
trario  in  orbem,  et  filo  se  relaxante,  diutius  perseveret  in  hoc  motu ;  (^) 
superficies  aquae  sub  initio  plana  erit,  quemadmodum  ante  motum  vasis :  at 
postquam  vas,  vi  in  aquam  paulatim  impressa,  effecit  ut  haec  quoque  sensi- 
biliter  revolvi  incipiat ;  recedet  ipsa  paulatim  a  medio,  ascendetque  ad  la- 
tera  vasis,  figuram  concavam  induens,  (ut  ipse  expertus  sum)  et  incitatiore 
semper  motu  ascendet  magis  et  magis,  donec  revolutiones  in  sequalibus  cum 
vase  temporibus  peragendo,  quiescat  in  eodem  relative.  Indicat  hic  as- 
census  conatum  recedendi  ab  axe  motus,  et  per  talem  conatum  innotescit 
et  mensuratur  motus  aquae  circularis  verus  et  absolutus,  motuique  relati- 
vo  hic  omnino  contrarius.  Initio,  ubi  maximus  erat  aquae  motus  relativus 
in  vase,  motus  ille  nullum  excitabat  conatum  recedendi  ab  axe:  aqua  non 
petebat  circumferentiam  ascendendo  ad  latera  vasis,  sed  plana  manebat, 
et  propterea  illius  verus  motus  circularis  nondum  inceperat.  Postea  vero, 
ubi  aquae  motus  relativus  decrevit,  ascensus  ejus  ad  latera  vasis  indicabat 
conatum  recedendi  ab  axe;  atque  hic  conatus  monstrabat  motum  illius 
circularem  verum  perpetuo  crescentem,  ac  tandem  maximum  factum  ubi 
aqua  quiescebat  in  vase  relative.  Quare  conatus  iste  non  pendet  a  transla- 
tione  aquae  respectu  corporum  ambientium,  et  propterea  motus  circularis 
verus  per  tales  translationes  definiri  nequit.  Unicus  est  corporis  cujusque 
revolventismotus  vere  circularis,  conatui  unico  tanquam  proprio  et  adaequato 
effectui  respondens  :  motus  autem  relativi  pro  variis  relationibus  ad  externa 
innumeri  sunt;  et  relationum  instar,  effectibus  veris  omnino  destituimtur, 
nisi  quatenus  verum  illum  et  unicum  motum  participant.  Unde  et  in  Sys- 
temate  eorum  qui  Coelos  nostros  infra  Ccelos  Fixarum  in  orbem  revolvi  vo- 

inuni  directione  conspiret,  alia  vero  sit  ipsi  per-  quiescendi  statu    perseverare   nitatur,    in    eam 

pendicularis,  tuncque,   ex  regulis  infra  demon-  nonnisi    gradatim  et  per  repetitam  laterum  si. 

strandis,  facillime  invenietur  tiim  absoluta  nautaj  tulse  frictioncm  motus  circularis  transire  potest; 

celeritas,  tum  illius  vera  directio.  adeoque  sub  initio  motus  situla°,  tota  aquae  mas- 

(o)  20.  In  motu  circulari  nude  relativo,  idest,  sa  quiescit  absolute,  sive  quod  idem  est,  maxima 

in  quietc  absoluta  corporis  inertis,   quod    motu  velocitate  nude  rclativa  in  vase  revolvitur ;  undc 

duntaxat    relativo   movetur,  vires  activoe  nulla;  destituta  omni  vi  activa  (20)  sicut  ante  motum 

ttunt.  situlo!,  plana  et  quieta  manet.     Sed  cum  itcraio 

'■p)  21.    Cum  aqua  vi  inertia;  (8)    in  eodcm  latcrara  vasis  impulsu,  motus  circularis  ad  aquam 
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lunt,  et  Planetas  secum  deferre;  singulae  Coelorum  partes,  et  Planetae  qui 
relative  quidem  in  Coelis  suisproximis  quiescimt,  moventur  vere.  Mutant 
enim  positiones  suas  ad  invicem  (secus  quam  fit  in  vere  quiescentibus)  una- 
que  cum  coelis  delati  participant  eorum  motus,  et  ut  partes  revolventium  to- 
torum,  ab  eorum  axibus  recedere  conantiu*. 

Quantitates  relativae  non  sunt  igitur  eae  ipsae  quantitates,  quarum  no- 
mina  prae  se  fenmt,  sed  sunt  earum  mensurae  illae  sensibiles  (verae  an  er- 
rantes)  quibus  vulgus  loco  quantitatum  mensuratarum  utitur.  At  si  ex 
usu  definiendae  sunt  verborum  significationes,  per  nomina  illa  Temporis, 
Spatii,  Loci  et  Motus  proprie  intelligendae  enmt  hae  mensurae  sensibiles; 
et  sermo  erit  insolens  et  pure  Mathematicus,  si  quantitates  mensuratae  hic 
intelligantur.  Proinde  vim  inferunt  Sacris  Literis,  qui  voces  hasce  de 
quantitatibus  mensuratis  ibi  interpretantur.  Neque  minus  contaminant 
Mathesin  et  Philosophiam,  qui  quantitates  veras  cum  ipsarum  relationibus 
et  vulgaribus  mensuris  confundimt. 

Motus  quidem  veros  corporum  singulorum  cognoscere,  et  ab  apparentibus 
actu  discriminare,  difficiUimmn  est :  propterea  quod  partes  spatii  illius  im- 
mobihs,  in  quo  corpora  vere  moventur,  non  incurrunt  in  sensus.  Causa 
tamen  non  est  prorsus  desperata.  Nam  argumenta  desumi  possunt,  par- 
tim  ex  motibus  apparentibus  qui  sunt  motuum  verorum  differentiae,  partim 
ex  viribus  quae  sunt  motuum  verorum  causae  et  eflPectus.  Ut  si  globi  duo, 
ad  datam  ab  invicem  distantiam  filo  intercedente  connexi,  revolverentur  cir- 
ca  commune  gravitatis  centrum,  innotesceret  ex  tensione  fili  conatus  globo- 
rum  recedendi  ab  axe  motus,  et  inde  quantitas  motus  circularis  computari 
posset.  C^)  Deinde  si  vires  quaelibet  aequales  in  alternas  globorum  facies 
ad  motum  circularem  augendum  vel  minuendum  simul  imprimerentur, 
innotesceret  ex  aucta  vel  diminuta  fili  tensione  augmentum  vel  decremen- 
tum  motus,  et  inde  tandem  inveniri  possent  facies  globorum  in  quas  vires 
imprimi  deberent,  ut  motus  maxime  augeretur ;  id  est,  facies  posticce,  sive 
quae  in  motu  circulari  sequuntur.  Cognitis  autem  faciebus  quae  sequuntur, 
et  faciebus  oppositis  quae  praecedunt,  cognosceretur  determinatio  motus. 
In  hunc  modum  inveniri  posset  et  quantitas  et  determinatio  motus  hujus 
circularis  in  vacuo  quovis  immenso,  ubi  nihil  extaret  externum  et  sensibile 
quocum  globi  confeiTi  possent.     Si  jam  constituerenttir  in  spatio  illo  cor- 

transierit,  singulas  partes  aquse  (18)  ab  axe  mo-  portio,    ex    vi  centrifuga  seu  conatu  recedendi 

tus,  seu  a  medio  vasis  conantur  recedere,  cum-  ab  axe  cognosci  ac  mensurari  potest   velocitas 

que  minorem  sursum  in  aere  resistentiam  inve-  mcttus  circularis  absoluta,  ut  deinceps   demun- 

niant,    ad  latera  situlae  accumulantur  et  ascen-  fitrabitur. 

dunt,  et  quo  celerius  aguntur  in  orbem,  eo  majori         (<))  22.   Si   in   alternas,  seu  e   diametro  sibi 

conatu  ab  axe  motus  per  tangentes  recedere  ni-  oppositas  globorum  facies,  ad  motum  circularem 

tuntur.     (10.  11.)  Porro  cum  inter  vim  centri-  augendum  vel  minuendum,  imprimerentur  vires 

fugam  et  celeritatem  corporis  in  dato  circulo  re-  quaelibet  aKjuales,  quse  proinde  non  perturbarent 

Tolvcntis  certa  debeat  esse  ac  determinata  pro-  squilibrium  globorum  circa  commune  gravitatis 
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pora  aliqua  longinqua  datam  inter  se  positioneni  servantia,  qualia  sunt 
Stellae  Fixae  in  regionibus  Coelorum  ( ^" ),  sciri  quidem  non  posset  ex  re- 
lativa  globorum  translatione  inter  corppra,  utrum  his  an  illis  tribuendus 
esset  motus.  At  si  attenderetur  ad  filum,  et  deprehenderetur  tensionem 
ejus  illam  ipsam  esse  quam  motus  globorura  requireret,  concludere  liceret 
motum  esse  globorum,  et  corpora  quiescere;  et  tum  demum  ex  translati- 
one  globorum  inter  corpora,  determinationem  hujus  motus  colligere. 
Motus  autem  veros  ex  eorum  causis,  efFectibus,  et  apparentibus  difFeren- 
tiis  coUigere,  et  contra  ex  motibus  seu  veris  seu  apparentibus  eorum  cau- 
sas  et  efFectus,  docebitur  fusius  in  sequentibus.  Hunc  enim  in  finem 
Tractatum  sequentem  composui. 


centrum,  id  est,  circa  punctum  sequilibrii  revol- 
ventium,  innotesceret  ex  aucta  vel  diminuta  fili 
tensione  augmentum  vel  decrementum  mo- 
tus,  &c. 

(>■)  23.  Spectator  in  globo  moto,  vel  etiam  in 
stella  fixa  positus,  solo  oculorum  auxilio,  seu  ex 
.  motibus  apparentibus  discernere  non  posset,  an 
globus,  an  stella  vere  moveretur;  quemadmodiim 
telluris  incoljE  ex  appareuti  stellarum  motu  de- 
terminare  non  possunt,  an  stellaa  vere  movean- 
turj  sive  enim  cum  terra  moveamur,  et  stellae 
quiescant  absolute,  sive  e  contra  moveantur  stel- 
lae  et  terra  quiescat,  eaedem  omnino  sunt  appa- 
Tentiee,  iidem  motus  relativi;  quod  quidem  no- 


tissimo  illustratur  exemplo  navis  aequabiliter 
motae,  cujus  motus,  ab  iis  qui  navi  vehuntur, 
oculis  non  percipitur,  dum  littora  urbesque  fu- 
gere  videntur.  Ex  optices  principiis  horum 
phaenomen&in  petenda  est  ratio;  ea  enim  corpora 
quiescere  videntur  quae,  dum  nos  ipsi  nullam 
actualem  voluntatem  nosmet  movendi  exerce- 
mus,  eandem  respectu  oculi  positionem  constan- 
ter  servant,  ita  ut  eorum  imago  qu£E  in  fundo 
oculi  pingitur,  eandem  semper  retinae  partem 
occupet:  ea  vefo  objecta  moveri  videntur  quae 
respectu  oculi  situm  suum  continuo  mutant,  seu 
quorum  imagines  diversas  retinae  partes  succen- 
sive  occupant. 


AXIOMATA, 


SIVE 


LEGES  MOTUS. 


LEX  I. 

(*)  Corpus  omne  perseverare  in  statu  suo  quiescendi  vel  movendi  uniformiter 
in  directum,  nisi  qudtenus  a  viribus  imjpressis  cogitur  statum  illum  mutare. 

Projectilia  perseverant  in  motibus  suis,  nisi  quatenus  a  resistentia  aeris 
retardantur,  et  vi  gravitatis  impelluntur  deorsum.  Trochus,  cujus  partes 
cohaerendo  perpetuo  retrahunt  sese  a  motibus  rectiiineis,  non  cessat  rotari, 
nisi  quatenus  ab  aere  retardatur.  Majora  autem  Planetarum  et  Cometa- 
rum  corpora  motus  suos  et  progressivos  et  circulares  in  spatiis  minus  re- 
sistentibus  factos  conservant  diutius. 

LEX  IL 

(*)  Mutationem  motus  proportionalem  esse  vi  motrici  impressae,  ef  Jieri  se- 
cundum  lineam  rectam  qud  vis  illa  imprimitur. 

Si  vis  aliqua  motum  quemvis  generet;  dupla  duplum,  tripla  triplum 
generabit,  sive  simul  et  semel,  sive  gradatim  et  successive  impressa  fu- 
erit.     Et  hic  motus  (quoniam  in  eandem  semper  plagam  cum  vi  gener- 

(s)  24.  Ex  hac  prima  lege  quam  (9)  demon-  majora  planetarum  et  cometarum  corpora  nuUam 

stravimus,  sequitur  omnem  motum  esse  natura  sensibilem  in  spatiis  coelestibus  experiri  resisten- 

sua  aequabilem  et  rectilineum,  adeoque  nec  illius  tiam,  cum  motus  suos  diutissime  conser^ent. 
velocitatem  retardari,    nec  directionem  mutari,  (t)  25.  Si  corpus  vi  activa,   qualis  est  vis  gra- 

nisi  aliquod  obstaculum  mobili  ofteratur;  Unde  vilatis,  secundum  eandem  aut  parallelam  direc- 

cum  projectilia  motum  suum  sensim  amittant,  tionem  continuo   urgeatur,  motus  illius    conti- 

quaerenda  est  aliqua  bujusce  retardationis  causa.  nuo  acceleratur  j  nam  per  leg.  ].,  manet  celeri- 

Cum  autem  corpora  projecta  vel  per  medium  tas  acquisita,  el  per  leg.  2.  novaconspiranti  con. 

resistens   deferantur,    vel    etiam   super  aliorum  tinuo  additur.      Si  vero  aliqua  vis  in  corpus  jam 

corporum  superficies  scabras  incedant,  et  vi  gra-  motum  contraria  directione  perpetuo  agat,  motus 

vitatis  deorsum  semper  urgeantur,  necesse  est  illius  continuo  retardatur,    per  leg.   2.       Si  vis 

ut  eam  amittant  motus  sui  partem  quam  in  hisce  conspirans  continuo  ac  uniformiter  agat,  id  est, 

obstaculis   superandis    continuo    absumunt,    ac  si  constans  sit,  corpus  ea  vi  Lmpulsura,  a^qualibus 

proinde  quo  major  vel  minor  erit  medii  resisten-  temporibus  a;qualia  accipit  celeritatis  incrementa, 

tia,  co  majus  vel  minus  decrementum  accipiet  seu  motu  unifonniter  accelerato  fertur,  et  celeri- 

corporis  projecti  velocitas.     Ex  his  igitur  pat«t  tates  vi  illa  acquisitse,  sunt  ut  tempora  quibiis 
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atrice  deterrainatur)  si  corpus  antea  movebatur,  motui  ejus  vel  conspi- 
ranti  additur,  vel  contrario  subducitur,  vel  obliquo  oblique  adjicitur,  et 
cum  eo  secundum  utriusque  determinationem  componitur. 


(*)  LEX  IIL 


Actioni  contrariam  semper  et  cequalem  esse  reactionem:  sivc  corporum  duorum 
actiones  in  se  mufuo  semper  esse  cequales  et  in  partes  contrarias  dirigi. 

Quicquid  premit  vel  trahit  alterura,  tantundem  ab  eo  premitur  •vel  tra- 
hitur.  Si  quis  lapidem  digito  premit,  premitur  et  hujus  digitus  a  lapide. 
Si  equus  lapidem  funi  alligatum  trahit,  retrahetur  etiam  et  equus  (ut  ita 
dicam)  aequaiiter  in  lapidera :  nam  funis  utrinque  distentus  eodem  relax- 
andi  se  conatu  urgebit  equum  versus  lapidem,  ac  lapidem  versus  equum; 
tantumque  impediet  progressum  unius  quantum  promovet  progressum  al- 
terius.  Si  corpus  aliquod  in  corpus  aliud  impingens,  motum  ejus  vi  sua 
quomodocunque  mutaverit,  idem  quoque  vicissim  in  motu  proprio  eandem 


geiierantur.  At  si  vis  constans  contraria  direc- 
tione  in  corpus  motum  continuo  agat ;  aequali- 
bus  temporibus  aequalia  fient  celeritatis  decre- 
menta,  €t  corpus  motu  uniformiter  retardato 
movebitur.  Generaliter  tandem,  si  corpus  quies- 
cens  qualibet  vi  sive  constanti  sive  variabili  con- 
tinuo  urgeatur,  et  deinde  ea  celeritate  quam  vis 
illius  actione  continua  acquisivit,  contra  direc- 
tionem  vis  illius  reagentis  projiciatur,  ut  vestigia 
sua  relegat,  corpus  illud  in  itu  et  reditu  suo  ean- 
dem  habebit  celeritatem,  ubi  ad  eadem  viae  suas 
puncta,  eundo  et  redeundo  pervenerit ;  adeoque 
motum  redeundo  non  amittet,  nisi  ciim  pervenerit 
ad  punctum  ex  quo  coepit  eundo  moveri ;  nam 
eadem  vis  in  itu  et  reditu  corporis,  asqualibus 
temporibus  sequales  celeritatis  gradus  generat  et 
extinguit  (8). 

26.  Corpora  gravia  in  terrae  viciniis,  sublata 
medii  resistentia,  motu  uniformiter  accelerato  de- 
scendunt,   et  motu  uniformiter  retardato  ascen- 

dunt Demonstratio  ....     Sublata  medii 

resistentia  idem  est  ejusdem  corporis  pondus, 
sive  eadem  illius  in  subjectum  planum  pressio, 
tum  in  vertice,  tum  in  radice  montis ;  est  autem 
pondus,  seu  vis  motrix  (15)  ut  massa  in  vim  gra. 
vitatis  acceleratriccm  ducta  :  ergo  cura  ejusdem 
corporis  massa  eadem  in  vertice  et  in  radice 
montis  permaneat,  manebit  etiam  eadem  vis 
acceleratrix  gravitatis.  Insuper  corpora  gravia 
in  radice  et  vertice  montis  squalia  spatia  aequali- 
bus  temporibus  percurrunt,  sublata  aeris  resis  - 
tentia,  ut  accuratissimis  notum  est  experimentis 
(13):  constans  est  igitur  vis  acceleratrix,  et  per 
lineas  ad  horizontem  perpendiculares  (3)  uni- 
formiter  agit ;  gravia  ergo  motu  uniformiter  ac- 
cclerato  descendunt,  et  uniformiter  retardato  as- 
cendunt  (25).  Q,-  c.  d. 


27.  Sublata  medii  resistentia  in  terrae  viciniis, 
Epatia  quae  corpus  e  quiete  cadendo  percurrit, 
sunt  ut  quadrata  temporum  quibus  percurruntur 

....  Dem recta  S  K,  repraesentet  spatium 

quod  grave  cadendo  percurrit;  T  C,  T  c,  T  B, 
exponant  tempora  quibus  describuntur  spatia 
S  P,  S  p,  S  K ;  et  C  L,  c  1,  B  D,  ad  T  B, 
normales,  exhibeant  celeritates  temporibus  T  C, 
T  c,  T  B,  per  spatia  S  P,  S  p,  S  K,  acquisitas ; 
quia  in  motu  uniformiter  accelerato,  celeritates 
sunt  ut  tempora,  (25),  erit  T  C :  T  c  =  CL  :  c  1 ; 
et  T  C  :  T  B  =  C  L  :  B  D,  adeoque  recta, 
T  D,  transit  per  puncta  L,  et  1,  et  triangula 
T  C  L,  T  c  1,  T  B  D,  similia  sunt.  Jam  finga- 
mus  lineam,  c  1,  motu  sibi  semper  parallclo  ita 
accedere  ad  lineam  C  L,  ut  tandem  cum  ipsa 
coincidat;  evanescenle  tempusculo  C  c,  celeritas, 
c  1,  non  difFeret  a  celeritate  C  L,  adeoque  per 
tempusculum  infinite  parvum  seu  evanescens  Cc, 
celeritas,  C  L,  uniformis  censerl  potest.  Por- 
ro  spatia  motu  aequabili  descripta  sunt  ut  cele- 
ritas  in  tempus  ducta  (5),  ergo  spatium  P  p, 
quod  tempusculo,  C  c,  percurri  supponimus,  est 
ut  rectangulum,  CLX  Cc=Cd;  quare  si 
totum  tempus,  T  C,  in  tempuscula  innumera  ut 
C  c,  divisum  concipiatur,  et  similiter  spatium 
S  P,  tempore  T  C,  percursum  in  totidem  spatiola 
evanescentia,  singulis  tempusculis  corresponden- 
tibus  percursa  dividatur,  erit  summa  rectangu- 
lorum  C  d,  hoc  est  area  trianguli  T  C  L,  ut 
summa  spatiolorum  P  p,  id  est  ut  S  p ;  et  eodem 
modo  demonstratur  aream  trianguli  T  B  D, 
esse  ut  spatium  S  K,  tempore  T  B,  percursum. 
Est  igitur  triangulum  TCL:TBD=SP: 
S  K.  Sed  triangulorum  similium  area:  T  C  L, 
T  B  D,  sunt  ut  quadrata  laterum  Ijomologorum, 
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mutationem  in  partem  contrariam  vi  alterius  (ob  aequalitatem  pressionis 
mutuae)  subibit.  His  actionibus  aequales  fiunt  mutationes,  non  velocitatum, 
sed  motuum;  scilicet  in  corporibus  non  aliunde  impeditis.  Mutationes 
enim  velocitatum,  in  contrarias  itidem  partes  factae,  quia  motus  aequaliter 
mutantur,  sunt  coiporibus  reciproce  proportionales.  Obtinet  etiam  haec 
Lex  in  Attractionibus,  ut  in  Scholio  proximo  probabitur. 


COROLLARIUM  I. 


Corpus  virihus  conjurxtis  diagonalem  parallelcgrammi  eodem  tempore  descn- 
-    bere,  guo  latera  separatis. 


Si  corpus  dato  tempore,  vi  sola  M  in 
loco  A  impressa,  ferretur  uniformi  cum 
motu  ab  A  ad  B;  et  vi  sola  N  in  eodem 
loco  impressa,  ferreturab  A  ad  C:  com- 
pleatur  parallelogrammimi  A  B  D  C,  et  vi 


ergd  S  P,  ad  S  K,  ut  quadratum  temporis  T  C, 
ad  quadratum  temporis  T  B.  Q.  e.  d. 

28.  Coroll.  1  . . . .  Cum  velocitates  acquisitae, 
sint  uttempora  (25)  erunt  ctiam  spatiapercursa 
ut  quadrata  velocitatum,  et  tam  velocitates  quam 
tempora  erunt  inter  se  in  ratione  subduplicata 
spatiorum. 

29.  Coroll.  2 Si  gravc  e  quiete  cadens, 

dato  tempore  percurrat  spatium,  1,  duplo  tem- 
pore  percurret  spatium,  4,  triplo  spatium.  9, 
&c.  hoc  est,  si  tempora  ab  initio  motus  compu- 
tata  sumantur  in  progressione  numerorum  natu- 
ralium,  1,  2,  3,  4,  5.  spatia  his  temporibus  de- 
scripta,  erunt  ut  termini  progressionis  numero- 
rum  quadratoruifl,  1,  4,  9,  1 6,  25,  &c.  spatia  ve- 
ro  singulis  temporibus  seorsim  sumptis  percursa, 
erunt  ut  termini  progressionis  numerorum  impa- 
rium,  l,  5,  5,  7,  9,  &c.  nam  ciim  spatium  ]°. 
tempore  percursum  sit,  1,  duplo  tempore  sit,  4  ; 
spatium  secundo  tempore  seorsim  sumpto  de- 
scriptum,  erit4 — 1  seu  3,  et  ita  de  cseteris.  Unde 
spatia  motu  uniformiter  retardato  descripta  tem-  J^ 
poribus  aequalibus  secundiim  numeros  impares 
retrogrado  ordine  decrescunt  (25). 

30.  CoroU.  3 spatium  S  K,  quod  grave 

e  quiete  cadendo,  tempore  T  B,  percurrit,  est 
subduplum  spatii  quod  eodem  tempore  uniformi- 
ter  percurri  potest,  cum  velocitate  B  D,  tempore 
T  B,  per  spatium  S  K,  acquisita.  Nam  com- 
pleatur  rectangulum  T  B  D  A,  et  spatium  quod 
uniformi  celeritate  B  D,  tempore  T  B,  describi- 
tur,  erit  ut  rectangulum  T  B  D  A  (25).  Cum 
ergo  (27)  spatium  S  K,  sit  ut  triangulum  T  B 
D,  subduplum  rectanguli  T  B  D  A,  erit  spa- 
tium  S  K,  dimidium  spatii  quod  uniformi  celeri- 
tate  B  D,  tempore  TB,  percurritur. 

31.  CorolL  4 celeritas   B  D,  motu  uni- 

formiter  accelerato  acquisito,    est  semp€r(5)  ut 

VOL.  I,  g 
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d 


D 


duplum  spatium  percursum  2  S  K,  applicatum 
ad  tempus  T  B,  quo  percurritur;  seu  ut  2  S  K  : 
T  B.  Quare  si  vis  acceleratrix  constans  dicatur 
G;  spatium  percursum  S;  tempus  quo  percur- 
ritur  T;  erit  G  T  =  2  S  :  T  (13)  adeoque 
G  T  *  =  2  S,  seu  vis  acceleratrix  constans  in 
quadratum  temporis  ducta,  est  ut  duplum  spa- 
tium  eodem  tempore  vis  illius  actione  descrip- 
tum. 

(a)  32.  Ha;c  notissima  nat<jrae  Lex  innume- 
ris  confirmata  experimentis,  ex  ipsa  materiaa 
incrtia  clare  sequitur.     Ut  autem  omnis  tollatur 
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utraque  feretur  corpus  illud  eodem  tempore  in  diagonali  ab  A  ad  D.  Nam 
('')  quoniam  vis  N  agit  secundum  lineam  A  C  ipsi  B  D  parallelam,  hsec 
vis  per  Legem  11.  nihil  mutabit  velocitatem  accedendi  ad  lineam  illam  B  D 
a  vi  altera  genitam.  Accedet  igitur  corpus  eodem  tempore  ad  lineam  B  D, 
sive  vis  N  imprimatur,  sive  non;  C^)  atque  ideo  in  fine  illius  temporis  re- 

ambiguitas,  nihil  aliud  per  hanc  legem  intellec-  tate  motus  per  diagonalem.  Veriim  quia  idem 
tum  volumus,  nisi  aequales  fieri  in  corpore  agente  est  motus,  sive  mobile  per  diagonalem  A  D, 
ct  patiente  status  mutationes;  ciim  enim  nulla    celeritate  aequabili  ut  A  D,  ex  vi  unica  impressa 


possit  esse  actio  corporis  in  aliud  corpus,  quin 
mutua  fiat  horumce  corporum  coUisio  (8),  mu- 
tatio  status  asquallter  in  utroque  corpore  recipi 
debet;  unde  licet  actioni  sequalis  semper  sit  et 
oonirarla  reactio,  non  idcirco  tamen  inter  corpus 
agens  et  patiens  fieri  debet  aequilibrium,  idque 
Newtoniano  exemplo  manifestum  est;  si  equi 
lapidem  trahentis  conatus  seu  vis  activa  major  sit 
vi  qua  lapis  per  gravitatem  suam,  plani  scabriti- 
em,  mediique  resistentiam,  equo  trahenti  reluc- 
tatur,  equus  lapidem  trahet  cum  ea  totius  suas 
vis  parte,  quae  post  superatam  lapidis  gravitatem, 
plani  scabrltiem,  mediique  resistentiam,  ipsi  re- 
sidua  est ;  si  autem  totus  trahentis  equi  conatus 
hisce  trlbus  resistentiis  minor  sit,  vel  si  ipsis  sit 
iEquah's,  equus  lapidem  non  movebit  Quare 
totus  ac  integer  lapidis  renixus  qui  componitur 
ex  ipsius  gravitate,  plani  scabritie,  resistentia 
medii  et  inertia  quse  lapidi  etiam  omnibus  aliis 
viribus  destituto  inest,  actioni  equi  lapidem  tra- 
hentis  est  semper  Eequalis. 

C^)  33.  Quoniam  vis  iV,  agit  secundum  line- 
am  A  C,  ipsi  B  D,  parallelam,  haec  vis,  (per 
Leg  2.)  nihil  nisi  velocitatem  secundum  lineam 
ipsi  B  D,  parallelam  producet,  ac  proinde  non 
mutabit  velocitatem  accedendi  ad  lineara  illam 
B  D,  a  vi  altera  genitam ;  cum  corpus  iners 
duabus  hisce  viribus  ac  directionibus  simul  obse- 
qui  possit,  et  (per  leg.  1.),  debeat,  atquehicsup- 
ponatur  vires  M,  et  N,  in  mobile  eodem  modo 
simul  agere  ac  si  singulas  seorsim  in  illud  qui- 
escens  imprimerentur. 

(c)  34.  Idcirco  cum  in  fine  ejusdem  tempo- 
ris,  corpus  quod  hic  tanquam  punctum  conside- 
ratur,  simul  esse  debeat  in  utraque  linea  C  D, 
et  B  D,  in  utriusque  lineae  concursu  D  reperi- 
atur,  necesse  est ;  quia  autem  initio  et  fine  tem- 
poris  dati  corpus  reperitur  in  recta  A  D,  nempd 
primura  in  A,  et  deinde  in  D,  toto  tempore  dato 
motum  fuit  per  lineam  A  D,  nam  ex  duobus 
punctis  A,  et  D,  datis,  recta,  A  D,  positione 
data  est;  et  corpus  quibuslibet  viribus  impulsum, 
cessante  virium  actione,  raovetur  unlformiter  in 
directum  secundiim  ultimam  directionem  ex 
viribus  impressis  resultantem,  (perLeg.  1.  et  9.) 

35.  Motus  compositus  per  diagonalera  A  D, 
motibus  per  latera  A  B,  AC,  disjunctis  non 
est  £equalis,  sed  tantura  aequipollet.  Nam  cum 
eadem  sit  corporis  massa,  motus  quantitates  per 
diagonalem  etperlatera  suntut  velocitates  unifor- 
mes(6)  seu  ut  spatia  A  D,  A  B,  A  C,  eodem  tem- 
pore  percursa  (5) ;  est  autem  summa  laterura  A  B 
-|-  A  C,  major  diagonali  A  D;  ergo  summa 
quanlitatum  motils  per  latera,  major  est  quanti- 


feratur,  sive  virlbus  conjunctis  per  latera  A  B, 
A  C,  impellatur,  liquet  motum  per  diagonalem, 
motlbus  per  latera  disjunctis  aequivalere. 

Si  mobile  a  pluribus  quara  duabus  viribus  m 
loco  A,  simul  irapressis  impellatur,  inveniri 
semper  poterit  unica  directio  et  velocitas  ex  oiri- 
nibus  separatis  composita  ipsisque  aequipollens, 
quae  media  directio  dicitur;  duarum  enim  viri- 
um  raedia  dlrectio  reperiatur  (per  coroU.  1. 
Neict. ) ;  deinde  diagonalis  illa  tanquara  spati- 
ura  vi  unica  percursum  consideretur,  et  cum 
spatio  tertia  vi  descripto  pari  ratione  componatur, 
sicque  vires  omnes  ad  unicara  reducentur. 

37.  Motus  oranis  in  quotcumque  allos  latera- 
les  ipsi  aKjuipolIentes  resolvi  potest ;  nam  motus 
per  A  D,  aequabilis ;  facto  triangulo  quocumque 
A  B  D,  resolvitur  in  motus  per  latera  A  B,  A  C, 
motui  per  diagonalem  A  D,  aequipollentes  {35). 
Eadera  ratione  motus  per  A  B,  in  duos  quoscum- 
que  alios,  descripto  circa  latus  A  B  triangulo 
resolvitur,  idemque  de  motu  per  A  C,  et  de 
aliis  quibuscumque  motibus  dici  debet. 

38.  Si  corpus  aliquod  A,  dupHci  vi  per  A  C, 
et  per  A  F,  ita  urgeatur,  ut  motus  in  eadem 
ratione  acceleretur  vel  retardetur,  sive  quod 
idem  est,  si  spatia  A  B,  et  A  D,  AC,  et  A  F, 
iisdem  temporibus  percursa,  semper  sint  in  con- 
stanti  ratione,  motu  composito  parallelogrammi 
diagonalem  A  G,  describet .... 


G 

Dem Ductis  D  E  ad  A  B,  et  BE  ad 

A  D,  parallehs,  corpus  conjunctis  viribus  motum, 
reperui  debet  simul  in  utraque  linea  D  E,  ct 
E  B,  (34)  adeoque  in  earum  intersectione  E; 
similiter  ductis  F  G,  ad  A  C,  et  C  G,  ad  A  F, 
parallelis,  patet  corpus  motu  composito  eodem 
tempore  reperiri  in  G,  quo  motibus  disjunctis 
attingeret  puncta  C,  et  F;  cum  igitur  (ex  hyp.) 
sit  A  D,  ad  A  B,  seu  D  E,  ut  A  F,  ad  A  C,  seu 
F  G,  recta  A  E,  producta  transit  per  punctum 
G;  ergo  corpus  per  diagonalem  rectam  A  G, 
incedet.  Q.  e.  d. 

39.  Si   spatiit  secundum   unam  directionem 


mm 
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perietur  alicubi  in  linea  illa  B  D.     Eo- 
dem  argumento  in  fine  temporis  ejusdero  ' 
reperietur  alicubi  in  linea  C  D,  et  idcir- 
co  in  utriusque  lineae  concursu  D  repe- 
necesse  est.      Perget    autem   motu 


nri 


rectilineo  ab  A  ad  D  per  Legem  l^". 

COROLLARIUM  IL 

Et  hinc  pateti")  compositio  vis  directce  ABex  viribus  quibusvis  obliquis 
KCetCT>,et  vicissim  resblutio  vis  cujusms  directcs  A  D  in  oUiquas  quas- 
cunque  A.CetCT>.  Qtue  quidem  compositio  et  resolutio  abunde  comfr- 
matur  ex  MecJianicd. 

Ut  si  de  rotffi  alicujus  centro  O  exeuntes  radii  insequales  O  M,  O  N 
filis  M  A,  N  P  sustineant  pondera  A  et  P,  et  quaerantur  vires  ponderum 
ad  movendam  rotam:  Per  centrum  O  agatur  recta  K  O  L  filis  perpendi- 
culariter  occurrens  in  K  et  L,  centroque  O  et  intervallorum  O  K,  O  L  ma- 


percursa  non  sint  semper  in  eadem  ratione  cum 
spatiis  juxta  alteram  directionem  iisdem  tempo- 
ribus  descriptis,  mobile  per  eandem  diagonalem 
rectam  progredi  non  potest;  si  autem  ratio  spa- 
tiorum  viribus  separatis  iisdem  temporibus  de- 
scriptorum  continuo  mutetur,  mobile  per  curvam 
incedet,  ut  si  motus  uniformis  cum  raotu  conti- 
nu6  accelerato  vel  retardato  componatur. 

40.  Corpus  grave  secundum  quamlibet  direc- 
tionem  A  C,  quae  non  sit  ad  borizontem  norma- 
Its  projectum,  in  terrae  viciniis,  sublata  raedii 
resistentia,  parabolam  A  E  G,  describit,  cujus 
diameter  A  F,  est  ad  horizontem  perpendicularis, 
et  tangens  A  C,  directio  projectionis .... 


D  E,  FG,  curvje  A  E  G,  (39)  esse  inter  se  in 
ratione  abscissarum  A  D,  A  F,  adeoque  curvam 
A  E  G,  esse  parabolam,  (per  20a">.  lib.  1  Conic. 
ApoUon.)  cujus  diameter  A  F,  et  tangens  A  C 
ordinatis  D  E,  F  G  (32.  prop.  lib.  1  Conic. 
Apollon.)  Q.  e.  D. 

(d)  41.  Qu£E  de  motuutn  compositione  et  re- 
solutione  dicta  sunt,  ad  vires  mortuas  possunt 
transferri.  Si  corpus  seu  punctum  D,  viribus 
mortuis,  seu,  ut  loquuntur  Mechanici,  potentiis 
D  E,  D  C,  juxta  directiones  D  E,  D  C,  agen- 
tibus  trahatur  vel  impellatur,  et  completo  paral- 
lelogranuno  E  C,  ducatur  diagonalis  D  A,  vires 
D  C,  D  E,  vi  raediae,  ut  D  A,  juxta  directio- 
nem  D  A,  agenti  sequiTalent . . . 


Dem  ..  .  Sola  vi  projectionis  impressa,  gra- 
ve  uniformiter  movetur  per  rectam  A  C,  (per 
leg.  1 .),  sola  vi  gravitatis  motu  unifonniter  ac- 
celerato  per  rectam  A  F,  aut  ipsi  parallelam,de- 
scendit  (26);  quoniam  vero  motus  per  A  C, 
aequabilis  est,  spatia  A  B,  A  C,  sunt  ut  tem- 
pora  quibus  percurruntur  (5).  Spatia  A  D,  A  F, 
motu  uniformiter  accelerato  iisdem  temporibus 
descripta,  sunt  ut  quadrata  temporum  quibus  de- 
scribuntur  (27),  seu  ut  quadrata  rectarum  A  B, 
A  C,  aut  ipsis  parallelarum  et  aequalium  D  E, 
F  G:  cum  igitur  grave  motu  composito  latum  in 
fine  temporum  A  B,  A  C,  reperiatur  in  punctis 
E,  et  G,  (34)  evidens  est  quadrata  ordinatarum 


Dem  .  . .  .  vis  separ ata  D  C  considerai  i  po- 
test  tanquam  vis  acceleratrix  quae  in  corpus  D, 
juxta  directionem  D  C,  continuo  et  uniformiter 
agit,  et  vis  illa  est  ut  celeritas  quam  dato  tempo- 
re  generat  aut  generai-e  potest  (15),  adeoqne  illa 
celeritas  per  rectam  D  C,  exponetur,  cum  ea 
recta  sit  ut  vis  ipsa  D  C,  (per  hyp. )  sunili  argu- 
mento  liquet  rectam  E  D,  esse  ut  celeritateni  vi 
agenteper  D  E  eodem  temporedato  generandanv. 
Cum  igitur  celeritates  D  E,  D  C,  in  mediam, 
D  A,  aequipollentem  componantur  (per  Coroll.  2. 
2^ev<i.)  manifestum  est  vires  quoque  laterales 
2 
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PHILOSOPHI^  NATURALIS  [Axiom.  sive 


jore  O  L  describatur  circulus  oc- 

currens  filo  M  A  in  D:    et  actae 

rectse  O  D  parallela   sit  A  C,  et 

perpendlcularis  D  C  (®).    Quoniam 

nihil   refert,   utrum  filorum  punc- 

ta,  K,  L,  D,  affixa  sint,  an  non  af- 

fixa  ad  planum  rotae;  pondera  idem 

valebunt,    ac    si    suspenderentur  a 

punctis  K  et  L  vel  D  et  L.     Pon- 

deris  (^)  autem  A  exponatur  vis  to- 

ta  per  lineam  D  A,  et  haec  resolve- 

tur  in  vires  A  C,  C  D,  quarum  A  C 

trahendo   radium   O   D  directe  a 

centro  nihil  valet  ad  movendam  rotam;  vis  autem  altera  D  C,  trahendo  radi- 

um  D  O  perpendiculariter,  idem  valet  ac  si  perpendiculariter  traheret  radi- 

um  O  L  ipsi  O  D  aequalem;  hoc  est,  idem  atque  pondus  P,  si  modopon- 

dus  illud  sit  ad  pondus  A  ut  vis  D  C  ad  vim  D  A,  id  est  (ob  similia  tri- 

angula  A  D  C,  D  O  K,)  ut  O  K  ad  O  D  seu  O  L.     Pondera  igitur  A  et 

P,  quae  sunt  reciproce  ut  radii  in  directum  positi  O  K  et  O  L,  idem  pol- 

lebunt,  et  sic   consistent  in  aequilibrio:  quae  est  proprietas  notissima  (*) 


D  E,  D  C,  in  mediain  sequipoUentem  D  A, 
(35)  componi,  atque  adeo  vimut  DA,  in  late- 
rales  D  E,  D  C,  aequivalentes  resolvi  posse. 
Quare  (55.  36)  vires  quotcumque  laterales  in 
unam  sequivalentem  componi  possunt,  et  vis 
quaelibet  in  alias  quascumque  ipsi  simul  aequipol- 
lentes  potest  resolvi. 

42.  Producatur  A  D,  ad  a,  ita  ut  D  A,  et 
D  a,  aequales  sint,  et  vis,  ut  D  a,  juxta  directi- 
onem  D  A,  urgeat  punctum  D;  punctum 
illud  D,  duabus  viribus  D  A,  sequalibus  et 
contrariis  sollicitatum,  immotum  permanebit; 
sed  vis  media  D  A,  aequivalet  viribus  separatis 
D  E,  D  C,  (41),  ergo  si  punctum  D,  sublata 
vi,  D  A,  tribus  viribus  D  a,  D  E,  D  C,  urges. 
atur,  non  movebitur,  sed  erit  inter  vires  aequi- 
librium. 

43.  Si  punctum  D,  tribus  viribus  D  a,  D  E, 
D  C,  in  aequilibrio  constitutis  urgeatur,  com- 
pleto  parallelogrammo  E  C,  recta  a  D,  produc- 
ta,  per  angulum  A,  transit,  estque  D  A  =  D  a, 
parallelogrammi  diagonalis,  et  vires  sunt  ut  latera 
trianffuli  D  A  C,  nempe  ut  D  A,  A  C,  seu 
ED,DC...  Dewi . . . .  Ducta  diagonali  D  A, 
parallelogrammi  E  C,  vis  media  ut  D  A,  aequi- 
pollet  viribus  per  latera  D  E,  D  C,  (41);  si 
virium  directiones  D  A,  D  a,  non  eandem  effi- 
ciant  lineam  rectam,  aliquem  angulum  in  D, 
continent,  ac  proinde  punctum  D,  a  viribus  sibi 
invicem  directe  non  oppositis  impulsum  moveri 
debet  (contra  liyp. ) ;  si  vero  potentiaj  illae  D  A, 
D  a,  non  sint  zequales,  major  minorem  superat, 
motusque  oritur  (etiam  contra  hyp.).     Ergo  rec- 


ta  A  D,  producta,  per  angulum  A,  transit, 
estque  D  A  =  D  a,  parallelogrammi  diagonalis, 
et  quia  A  C  =  D  E,  vires  sunt  ut  latera  trian- 
guli  D  A  C.   Q.  e.  d. 

44.  Cum  latera  triangiili  sint  ut  sinus  angu- 
lorum  oppositorum,  erit  vis  D  a,  seu  D  A,  ad 
vim  D  C,  ut  sinus  anguli  A  C  D,  seu  complementi 
illius  E  D  C,  ad  sinum  anguli  D  A  C,  seu  A  D  E, 
seu  complementi  illius  E  D  a;  similiter  de- 
monstratur  esse  a  D,  ad  E  D,  ut  sinus  anguli 
E  D  C,  ad  sinum  anguli  a  D  C.  Si  igitur 
tres  potentiae  in  aequilibrio  circa  punctimi  quod- 
vis  D,  consistentes,  dicantur  ut  libet  1»,  2»,  3», 
erit  la,  ad  2^™,  ut  sinus  anguli  quem  2^  et  3® 
potentiarum  directiones  comprehendunt,  ad  si- 
num  anguli  quem  l^  et  3®  directiones  formant. 
Omnes  illas  de  virium  et  motuum  compositione 
et  resolutione  demonstrationes  accuratissimis  con- 
firmavit  experimentis  Clariss.  Gravesandius  in 
Elementis  Physices. 

(e)  45.  Planum  rotse  gravitatis  expers  et  circa 
centrum  fixum  O,  (fig.  Newt.),  mobile  suppo- 
nitur,  fila  quoquc  gravitate  destituta  finguntur; 
cumque  eadem  sit  in  variis  a  terra  distantiis  cor- 
poris  gravitas  (26)  eademque  proinde  fili  longi- 
oris  vel  brevioris  quo  pondus  idem  suspenditur 
tensio,  evidens  est  planum  rota:  iisdem  semper 
viribus  trahi,  sive  fila  punctis  M,  et  N,  sive  aliis 
quibusvis  K,  D,  aut  L,  in  filis  M  A,  N  P, 
sumptis  affixa  sint.  Pondera  igitur  a  punctis 
M,  et  N,  suspensa  idem  valebunt  ac  si  auspcn- 
derentur  a  punctis  K  et  L,  vel  D  et  L. 

(f)  46.   Fonderis  A,  quo  punctum  D,  tra- 
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Librae,  vectis,  et  Axis  in  Peritrochio.  Sin  pondus  alterutrum  sit  majus 
quam  in  hac  ratione,  erit  ^ds  ejus  ad  movendam  rotam  tanto  major. 

Quod  si  pondus  p  ponderi  P  aequale  paitim  suspendatur  filo  N  p,  partim 
incumbat  plano  obliquo  p  G:  agantur  p  H,  N  H,  prior  horizonti,  posterior 
plano  p  G  perpendicularis :  et  si  vis  ponderis  p  deorsum  tendens,  exponatur 
per  lineam  p  H,  resolvi  potest  haec  in  vires  p  N,  H  N.  Si  filo  p  N  perpen- 
diculare  esset  planum  aliquod  p  Q,  secans  planum  alterum  p  G  in  linea 
ad  horizontem  parallela;  et  pondus  p  his  planis  p  Q,  p  G  solummodo 
incumberet;  urgeret  illud  haec  plana  viribus  p  N,  H  N  perpendiculariter, 
nimirum  planum  p  Q  vi  p  N,  et  planum  p  G  vi  H  N.  Ideoque  si  tolla- 
tur  planum  p  Q,  ut  pondus  tendat  filum;  quoniam  filum  sustinendo  pon- 
dus  jam  vicem  praestat  plani  sublati,  tendetur  illud  eadem  vi  p  N,  qua 
planum  antea  urgebatur.  Unde  tensio  fili  hujus  obliqui  erit  ad  tensionem 
fili  alterius  perpendicularis  P  N,  ut  p  N  ad  p  H.  (^)  Ideoque  si  pondus 
p  sit  ad  pondus  A  in  ratione  quae  componitur  ex  ratione  reciproca  mini- 
marum  distantiarum  filorum  suorum  p  N,  A  M  a  centro  rotae,  et  ratione 
directa  p  H  ad  p  N;  pondera  idem  valebunt  ad  rotam  movendam,  atque 
ideo  se  mutuo  sustinebunt,  ut  quilibet  experiri  potest. 

Pondus  autem  p,  planis  illis  duobus  obliquis  incumbens,  rationem  habet 
cunei  inter  corporis  fissi  facies  intemas :  et  inde  vires  cunei  et  mallei  iimo- 

hitur,  vis  tota  D  A,  resolvi  potest  (41)  in  vires  volubilis,  h»c  vectem  et  h"bram  exhibet   atque 

laterales  et  asquipollentes  A  C,  et  D  C,  ita  ut  etiam  peritrochium  circa  axem  volubile  potefit 

punctum  D,  urgeatur  simul  ri  ut  D  C,   secun-  espwnere,    seu   rotam   cujus  est  radius  lonc;ior 

dum  dircctionem  D   C,  et  vi  ut  C  A,  secun-  O  L,  et  centrum  O,  circa  quod  rota  et  cylin- 

diim  directionem  rectas   O  D,  productsE ;  quia  drus  cujus  est  radius  brcvior  O  K,  revolvi  pos- 

vero  centrum  O,  rota?  fixum  supponitur,  vis  ut  sunt;  ex  demonstratis  autem  (46)  patet  esse  in 

A  C,  trahendo  punctum  O,  juxta  directionem  his  tiibus  machinis  fcquilibrium,   cum  potentiae 

radii  O  D,  nullum  motum  creat,  nihilque  valet  seu  pondera  A,  et  P,  sunt  inter  se  reciproce,  ut 

ad   rotam   circa   centrum    O,    movendam;    vis  recta;  a  centro  O,  ad  eonim  directiones  norma- 

autem  altera  D  C,  ti-aliendo  radium  D  O  per-  liter  ductae.     Sin  pondus  alterutnim  sit  majus 

pendicuhmter,  idem  valet  ad  rotam  circa  cen-  quam  in  hac  ratione,  erit  vis  ejus  ad  movendam 

trum    O,    volvendam,    ac    si    perpendiculariter  rotam  tanto  raajor;  nam,  manente  distantia  O  L, 

traheret  alterum  radium  O  L,  ipsi  O  D,  aequa-  vis   ponderis    P,    ad  movendam   rotam,  cst   ut 

lem ;  vires  enim  asquales  sequalibus  radiis  pai'iter  pondus   P  absolutum,  et  manente  pondere  P, 

applicat£e  eodem  modo  rotam   movere   debent;  crescit  vis  illius  ad  movendam  rotam  in  ratione 

si  itaque  pondus  aliquod  P,  e  puncto  L,  siis-  distantia  directiom's  ponderisa  ccntro;  duplicala 

pensum  sit   vi  D   C,  ajquale,    seu,  quod  idem  enim    vel  triplicata  illa  distantia,  pondus  idem 

est,  si  pondus  P,  sit  ad  pondus  A,  ut  recta  D  C,  P,  est  in  ^uilibrio  cum  duplo  vel  triplo  pon- 

ad  rectam  D  A,    quaa  exponit  vim  absolutam  dere,    cujus   distantia    directionis   a    centro  est 

ponderis  A,  rota  his  duabus  viribus  A,  et  P,  in  subdupla  vel  subtripla  (4C).     Ergo  in  his  tribus 

partes  contrarias  aequaliter  tracta  non  movebitur.  machinis  vis  potentise  seu  ponderis  ad  movendam 

Verum  in  trianguUs  A  D  C,   D  O  K,  anguli  machinam  circa  centrtim  motus,  est  semper  in 

D  A  C,  et  K  D  O,  ob  parallelas  A  C,   D  O,  ratione  composita  ponderis  absoluti  seu  intensi- 

et  praeterea   anguli   ad  K  et  C  recti,  aequales  tatis  potentije,  et  distantiae  directionis   illius  a 

sunt,  adfcoque  triangula  illa  sunt  similia  et  D  C :  centro  motiis.     Vim  autem  illara  ponderis  aut 

D  A  =  O  K  :  D  O,  seu  O  L;  pondera  igitur  potentise  ad  machinam  movendam   movientuvi 

A,  et  P,  quas  sunt  reciproce  ut  radii  in  directum  potentiee  aut  ponderis  vocant  Mechanici. 
positi  O  K,  et  O  L,  seu  quse  sunt  reciproce  ut         {^)  48.   Vis  qua  pondus  p,  tendit  filum  ob- 

jierpendiculares  O  K,  et  O  L,  ex  centro  O,  in  liquum  p  N,  dicatur  tr,  et  normalis  ex  centro 

eorum  directiones  ductae  idem  pollebunt,  et  sic  O,  in  filum  p    N,  ducta  dicatur  n,  et  erit  ex 

consistent  in  «quilibrio.  demonstratis  ?r  :  P,  seu  p  =  p  N  :  p  H.     Prae- 

( g  )  47.   Sit  K  L,  recta  inflexilis  et  gravita-  tcrea  si  vis  «-,  in  aequilibrio  cum   pondere   A 

tis  expers  circa  punctum  fixum  seu  fulcrum  O,  consistat,  erit  etiam  (47)    A  :  «•  =  n  ;   K    O 
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tescunt:  utpote  cum  vis  qua  pondus  p  urget  planum  p  Q,  sit  ad  vim,  qua 
idem  vel  gravitate  sua  vel  ictu  mallei  impellitur  secundum  lineam  p  H  in 
plana,  ut  p  N  ad  p  H;  atque  ad  vim,  qua  urget  planum  alterum  p  G;  ut 
p  N  ad  N  H.  Sed  et  vis  Cochleae  per  similem  virium  divisionem  colligi- 
tur ;  quippe  quae  cuneus  est  a  vecte  impulsus.  (')  Usus  igitur  CoroUarii  hu- 
jus  latissime  patet,  et  late  patendo  veritatem  ejus  evincit;  cum  pendeat  ex 
jam  dictis  Mechanica  tota  ab  Auctoribus  diversimode  demonstrata,  Ex 
hisce  enira  facile  derivantur  vires  Machinarum,  quae  ex  Rotis,  Tympanis, 
Trochleis,  Vectibus,  nervis  tensis  et  ponderibus  directe  vel  oblique  ascen- 
dentibus,  caeterisque  potentiis  Mechanicis  componi  solent,  ut  et  virea  Ten- 
dinum  ad  animalium  ossa  movenda. 


unde  per  compositlonem  rationum  erit  A  X  ^"  : 
p  X  «r  =  n  X  P  N  :  K  O  X  P  H,  seu  A  :  p 
=  nX  pN:KOXpH;etp:A  =  KO 
X  p  H  :  n  X  P  N ;  ideoque  si  pondus  p,  sit  ad 
pondus  A,  in  ratione  quae  componitur  ex  ratione 
reciproca  minimarum  distantiarum,  n,  et  K  O, 
filorum  suorum  p  N,  A  M  a  centro  rotae,  et 
ratione  directa  p  H,  ad  p  N,  erit  aequilibrium. 

(  i  )  49.  Cunei  et  cochleae  vires  totamque  fere 
mechanicam  hisce  theorematibus  demonstravit 
Clariss.  Varignoniiis.  Quam  late  pateat  eorum 
usus  manifestum  est  ex  praeclaro  opere  Joannis 
Alphonsi  Borclli  de  motibus  animalium,  et  ex 
variis,  inter  quas  Bernoullianae  eminent,  de 
musculorum  motu  dissertationibus;  sed  haec 
fusius  prosequi  praesentis  non  est  instituti;  in 
proximo  scholio  machinarum  vires  generali  me- 
clianicae  principio  determinare  satis  erit;  ut  au- 
tem  ea  quje  nobis  illustranda  occurrent  in  raeli- 
ori  lumine  collocentur,  generales  motuum  leges, 
ne  omissis  quidem  definitionibus,  praemittendas 
esse  judicavimus. 

{*^)  50. ,  Corpus  perfecte  elasticum  dicitur 
cujus  partes  ex  ictu  flectuntur,  seu  introcedunt, 
et  deinde  eadem  vi  qua  flexae  sunt,  sese  in  pri- 
orem  statum  contraria  directione  restituunt. 
Corpus  imperfecte  elasticum  est  cujus  partes  ex 
ictu  flexae  in  priorem  quidem  statum  redire  ni- 
tuntur,  sed  minori  vi  ea  qua  flexae  sunt.  Cor- 
pus  non  elasticum  vocatur  cujus  partes  ictu  per- 
cussae  nulla  vi  sese  restituere  conantur.  Corpus 
unum  in  alterum  directe  impingere  dicitur,  si 
«ecundijm  rectam  ad  contactum  perpendicularem 
impingat;  oblique  vero  si  secundiim  rectam  ad 
contactum  obliquam.  Ciim  corpora  in  se  mu- 
tuo  non  agant,  nisi  per  massam  et  velocitatem, 
tanquam  axioma  ex  legibus  2a  et  3a  notissimum 
innumerisque  confirmatum  experimentis  sup- 
ponimus  quantitates  motiis  sequales  et  contrarias 
in  conflictu  sibi  mutuo  aequipollere. 

51.  Si  globus  A,  in  planum  immobile  B  E, 
incurrat,  quaeritur  illius  motus  post  impactum 
....  10.  Globus  ille  in  planum  directe  irapingat 
per  A  B ;  si  globus  et  planura  omni  elasticitate 
destituantur,  globi  motus  post  irapactum  in  B» 
omnino  extinguitur,  cum  nulla  vis  globum  re- 
ptUat ;  si  autem  planura  et  globus  perfecto  ela- 


terio  donBnlur,  globas  per  B  A,  post  impactum 
resiliet  eadera  qua  aHvenit  celeritate  B  A  :  nam 
in  corporibus  perfecte  elasticis  (50)  vis  restitutiva 
aequalis  est  vi  corapressivje,  unde  si  imperfecta 
fuerit  vis  elastica,  globus  minori  velocitate  B  h, 
resiliet ...  .  2°.  Globus  A,  in  planum  B  E,  ve- 
locitate  et  directione  A  C,  oblique  impingat,  il- 
lius  motus  resolvatur  in  motus  laterales  quo- 
rum  unus  A  D,  sit  plano  B  E,  parallelus, 
alter  autem  A  B,  eidera  plano  perpendicularis 
(37),  globus  A,  motu  secundiim  A  D,  ad  pla- 
num  non  accedit,  sed  tantiira  motu  secundum 
perpendicularera  A  B,  vel  D  C,  velocitas  globi 
respectu  plani  B  E,  est  tantura  ut  perpendicu- 
laris  A  B;  at  vero  si  A  C,  foret  perpendicularis 
ad  planum  B  E,  velocitas  qua  ad  planum  acce- 
deret,  foret  ut  A  C ;  ergo  ciim  impetus  ejusdeni 
corporis  in  planuni,  sint  ut  velocitates  quibus 
ad  planura  accedit,  ictus  obliquus  est  ad  perpen- 
dicularem,  ut  A  B,  ad  A  C ;  seu  sumpta  A  C, 
tanquam  radio,  ut  sinus  anguli  incidentise  A  C  B, 

ad  sinum  totiim 3°.     Si  nulla  sit  in  cor- 

poribus  A,  et  B  E,  elasticitas,  globus  A,  per 
A  C,  incurrens  movebitur  per  C  E,  celeritate  ut 
C  E  =  A  D ;  nara  motus  perpendicularis  A  B, 
vel  D  C,  ex  deraonstratis,  extinguitur,  rema- 
netquc  tantiim  motus  C  E,  cui  planum  ut  potd 
parallelum  non  opponitur;  si  vero  perfectum 
fuerit.elaterium,  resihet  globusper  C  F,  ccleritate 
C  F=  A  C,  etangulus  reflexionis  F  C  E,  aequa- 
lis  erit  angulo  incidentiae  A  C  B ;  nam  per  vim 
restitutivam  elaterii  r«silit  per  normalem  C  D, 
celeritate  C  D,  seu  13  A,  et  praeterea  motu  ad 
planum  parallulo  progreditur  per  C  E,  celeritate 
ut  C  E  =  A  D,  ergo  uiotu^composito  (Coroll.  1. 
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Qtiantitas  motus  qiuB  colligUur  capiendo  summam  motuum  factorum  ad  eandem 
partem,  et  differentiamfactonm  ad  contrarias,  non  mutatur  ah  actione  cor- 
poium  inter  se. 

Etenim  actio  eique  contraria  reactio  aequales  sunt  per  Legem  111, 
adeoque  per  Legem  11  oequales  in  motibus  efficiunt  mutationes  versus 
contrarias  partes.  Ergo  si  motus  fiunt  ad  eandem  partem;  quicquid  addi- 
tur  motui  corporis  fiigientis,  subducetur  motui  corporis  insequentis  sic,  ut 
summa  maneat  eadem  quae  prius.  Sin  corpora  obviam  eant ;  aequalis  erit 
subductio  de  motu  utriusque,  ideoque  differentia  motuum  factorum  in 
contrarias  partes  manebit  eadem.  (t) 


IT^ewt.)  percurret  diagonalem  C  F;  et  cum  in 
parallelogrammis  D  B,  D  £,  omnia  sint  paria, 
erit  F  C  =  A  C,  et  angulus  F  C  E,  =  A  C  B. 
Tandem  si  corpora  imperfect^  fuerint  elastica, 
manebit  quidem  post  impactum  velocitas  A  D, 
seu  C  E,  plano  parallela,  sed  velocitas  perpendi- 
cularis  C  H,  minor  erit  velocitate  D  C,  seu  A  B, 
et  completo  parallelogrammo  H  E,  globus  per 
diagonalem  C  G,  resiliet. 

52.  Si  globi  non  elastici  in  se  mutuo  directe 
Impingant,  quaeritur  illorum  motus  post  conflic- 
tum  ....  10.  Globi  in  eandem  plagam  ferantur, 
subsequens  fugientem  impellet,  donec  ambo  si- 
mul  tanquam  unum  corpus  eadem  directione  ac 
veiocitate  incedant,  eritque  (coroll.  3.  Nei.vt.), 
summa  quantitatum  motiis  eadem  ante  et  post 
conflictum ;  communis  crgo  post  conflictum 
velocitas  invenitiu*,  summa  quantitatum  mo- 
tus   ante   conflictmn    per    summam   massarum 

divisa   (6)    2°    Globi  contrariis  direc- 

tionibus  sibi  motuo  occurrant,  si  aequalis  in 
utroque  fuerit  motus  quantitas,  post  conflictum 
ambo  quiescunt  (50).  Si  vero  iiuequales  sint  mo- 
tus  quantitates,  per  conflictum  extinguitur  in  sin- 
gulis  quantitas  motiis  globi  debilius  moti  (50), 
et  ambo  simul  post  impactum  communi  veloci- 
tate  ac  directione  quasi  unicum  corpus  progredi- 
untur,  estque  quantitas  motus  in  utroque  siraul 
residua,  diiierentiaB  quantitatum  motus  ante  con- 
flictum  squalis  (coroll.  3.  Is^ewt.)  Hinc  commu- 
nis  post  conflietum  velocitas  habetur,  si  differen- 
tia  illa  quantitatum  motus  ante  conflictum  ad 
summam  massarum  applicetur  (6).  In  hoc  u- 
troque  casu  communis  post  confljctum  velocitas 
in  globi  cujusque  massam  ducta,  est  illius  quan- 
titas  motus  post  impactum  (6),  ex  qua  et  quanti- 
tate  motiis  ejusdemglobi  ante  conflictum,  persub- 
tractionem  invenitur  quantitas  motus  in  conflictu 
acquisita  vel  amissa;  quia  vero  in  omni  globo- 
rum  non  elasticorum  conflictu  directo,  vel  motus 
omnis  cessat,  vel  globi  post  impactum  communi 
celeritate  feruntur,  manifestura  est,  respectivam 
globonim  velocitatem  per  conflictum  extinguL 

53.  Globi  elastici  in  se  invicem  directe  incur- 
rant,  qujEritur  eorum  motus  post  conflictiun  . 
.  ...  lo.  Mutatio  quae  ex  mutuo  corporum 
perfecte  elasticorum  conflictu  in  utriusque  cor- 
poris  motu  nascitur,  dupla  est  mutationis  quam 
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ictus  idem  in  iisdem  corporibus  omm   elaterio 
deotitutis  produceret,    (in  corporibus  imperfecte 
tantum  elasticis  mutatio  major  est  quam  in  non 
elasticis,    sed   dupla  minor.;      Nam   partes  in 
utroque  corpore  squali  vi  ex  ictu  comprimuntur 
(Leg.  3.)   Sicorpora  omni  elaterio  destituerentur 
post  conflictum  vel  quiescerent,  vel  in  eandem 
plagam  velocitate  communi  progrederentur  (52) 
nec  partes  flesae  restituerentur;    si  autem  acce- 
dat  vis  elastica,  partes  flex£e  sese  restituent   vi 
et      directione     (50)    quae     semper     contraria 
erit  vi   compressivae,    et  in  corporibus  perfecte 
elasticis   huic    sequalis,    in    aiiis    minor ;    actio 
igitur  corporum  in  se  mutuo    ex  elaterii    resti- 
tutione  orta,  actioni  ex  impactu  nascenti  aequalis 
est  in  corporibus  perfecte  elasticis,  minor  in  aliis, 
ex  quibus  et  Lege  2a  constat  quod  erat  primo  pro- 
positum  ....    2°    Corpora    perfecte    elastica 
eadem  vcfocitate  respectiva  post  conflictum  rece- 
dunt,  qua  ante  conflictum  ad  se  invicem  accede- 
bant ;  in  corporibus  vero  imperfecte  tantiim  elas- 
ticis,  velocitas  respectiva  qua  post  ictum  disce- 
dunt,  est  ad  velocitatem  qua  ante  ictum  ad  se  mu- 
tuo  accedebant,  in  ratione  vis  restitutivae  ad  vim 
compressivam ;  nam  ciim  in  conflictu  corporum 
non  elasticorum  omnis  velocitas  respectiva,  qua 
ad  se  mutuo  accedebant,  dcstruatur  ex  ictu  (52), 
sitque  vis  restitutiva  elatcrii  perfecti  vi  compres- 
sivse  aequalis  et  contraria,  manifestum  est  in  cor- 
porum  perfecte  elasticorum  conflictu,  velocitatem 
respectivam  ex  solo  impactu  amissam,   contraria 
directione  restitui ;  in  corporibus  vero  imperfecte 
elasticis  eam  tanttim  restitui  velocitatis  respecti- 
vas  partem,  quae  est  vi  restitutivae  proportionalis 
....    3°.  Ut  igitur  corporum  perfecte  elastico- 
rum  motus  post  conflictum  directum  inveniatur, 
considerentur  corpora  tanquam  omni  elaterio  des- 
tituta,  et  in  ea  hj-pothesi  quseratur  (52)  quanti- 
tas  motus  ex  conflictu  in  unoquoque  corpore  ao- 
quisita  vel  amissa  secundiim  eam  directionem 
qua  corpus  ante  conflictum  movebatur,   eadem 
motus  quantitas   duplicata,   erit  quantitas   mo- 
tiis  in    corpore   perfecte    elastico  acquisita  vel 
amissa,  quae  proinde  quantitati  motus  corporis 
ante  conflictum  addita  vel  dempta,  dat  quantita- 
tem  motiis  illius  corporis  post  conflictum  .... 
4o.    Corporum  imperfecte  elasticorum  motus  post 
conflictum  inveiiitur,  si  data  sit  ratio  vis  restitu- 
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(')  Ut  si  corpus  sphsericum  A  sit  triplo  majus  corpore  sphaerico  B,  ha- 
beatque  duas  velocitatis  partes;  et  B  sequatur  in  eadem  recta  cum  velo- 
citatis  partibus  decem,  ideoque  motus  ipsius  A  sit  ad  motum  ipsius  B,  ut  sex 
ad  decem:  ponantur  motus  illis  esse  partium  sex  et  partium  decem,  et 
summa  erit  partium  sexdecim.  In  corporum  igitur  concursu,  si  corpus  A 
lucretur  motus  partes  tres  vel  quatuor  vel  quinque,  corpus  B  amittet  par- 
tes  totidem,  adeoque  perget  corpus  A  post  reflexionem  cum  partibus  no- 
vem  vel  decem  vel  undecim,  et  B  cum  partibus  septem  vel  sex  vel  quinque, 


tivae  elaterii  ad  vim  coropressivam,  sive,  quod  ex 
demonstratis  idem  est,  ratio  velocitatis  respecti- 
vae  post  impactum  ad  velocitatem  respectivam 
ante  impactuin,  quam  rationem  in  iisdem  cor- 
poribus  constantem  esse,  experimentis  probavit 
Nevvtonus,  nisi  tamen  partes  corporum  ex  con- 
gressu  lacdantur,  vel  extensionera  aliqualem  quasi 
sub  malleo  patiantur.  Corpora  omni  elaterio 
destituta  supponantur,  et  in  ea  hypothesi  quje- 
ratur  quantitas  motus  in  unoquoque  corpore  ex 
ictu  acquisita  vel  amissa,  cui  motus  quantitati 
si  addatur  quantitas  motus  vi  elasticiE  proportion- 
alis,  summa  erit  vera  quantitas  motus  ex  conflictu 
corporum  imperfecte  elasticorum  in  unoquoque 
acquisita  vel  amissa,  ex  qua  data  et  ex  quanti- 
tate  motus  corporis  cujusque  ante  conflictum, 
reperitur,  ut  supra.  omnis  quantitas  motus  illius 
post  conflictum.     Exemplo  lux  afFulgebit. 

(')  54.  Globus  A,  sit  triplo  major  globo  B, 
habeatque  duos  velocitatis  gradus,  illius  motus 
quantitas  (6)  erit  ut  5  X  2,  seu  6.  B,  sequatur 
in  eadem  rectacum  velocitatis  gradibus,  10,  erit- 
que  quantitas  motusglobi  B,  1  X  10,  seu,  10, 
....  ]".  Si  globi  elastici  non  sunt,  velocitas 
Communis  post  conflictum  (52)  erit  16  :  4,  seu 
4 ;  quare  quantitas  motus  ipsius  A,  post  conflic- 
tum  erit  3X4,  seu  1 2.  B,  vero  quantitas  mo- 
tiis  erit  1  X  "*>  seu  4.  Itaque  quantitas  motus 
a  corpore  B,  amissa  est,  6,  et  corpori  A,  acqui- 
siia  est  etiam,  6  ....  2°.  Si  globi  sunt  per- 
fecte  elastici,  quantitates  illae  duplicari  de- 
bent  (53),  erunt  igitur  12  et  12.  Si  quantitati 
motus  6,  globi  A,  ante  conflictum  jungas,  12, 
summaerit,  18,  quantitas  motus  illiuspost  con- 
flictum;  si  veroex  quantitate  motus,  10,  ipsiusB, 
ante  conflictum  subduxeris,  12,  quantitatem  mo- 
tus  per  conflictum  amissam,  residuum  est — 2, 
quod  signum — ,  ut  notum  est,  contrariam  posi- 
tionem  significat,  seu  corpus  B,  post  ictum  in 
contrariam  plagam  resilit  cum  hac  motiis  quan- 
titate  2  .  .  .  .  3P.  Si  globi  A  et  B,  sint  imper- 
fecte  elastici,  sitque  v.  gr.,  eorum  vis  restituti- 
Va  subdupla  vis  compressivae,  erit  vis  compres- 
siva  ad  vim  restitutivam  (seu  2,  ad  1 )  ut  quanti- 
tas  motiis,  6,  ex  ictu  acquisita  vel  amissa  ad  quan- 
titatem  motus,  3,  sola  vi  restitutiva  acquisitam 
vel  amissam  ;  quare  haec  quantitas,  3,  addatur 
quantitati,  6,  ex  ictu  acquisita^  in  corpore  A,  et 
amissae  in  corpore  B,  summa,  9,  erit  quantitas 
motus  integra  tam  ex  ictu  quam  ex  elaterio  ac- 
quisita  vel  amissa  ;  unde  quantitas  motus  globi 
A,  post  conflictiun  est,  6  -|-  9,  seu,  1 5,  globi  B, 
10  —  9,  seu  1,  quarum  sumir.a  est,  16. 


(m)  53.  Cognitis  quantitatibus  motuum  qui- 
buscum  corpora  post  conflictum  pergent,  invenie- 
tur  cujusquc  velocitas  dividendo  quantitatem  mo- 
tus  cujusque  corporis  per  illius  massam  (6), 
aut  etiam  quia  ejusdem  corporis  diversa^  quaiiti- 
tates  moliis.  sunt  ut  velocitates  (6),  dicendo,  ut 
quantitas  motus  arite  conflictum  ad  quantitatem 
motiis  post  conflictum,  ita  vclocitas  corporis  ante 
conflictum  ad  illius  velocitatem  post  conflictum. 

(n)  56.  Si  corpora  quaecumque  A  et  B,  divtr- 
sis  in  rectis  A  C,  B  C,  moventia,  incidant  in  se 
rautuo  oblique  in  C,  et  requirantur  eorum  mo- 
tus  post  impactum.  Cognoscendus  est  situs  pla- 
ni  F  Ii,  a  quo  corpora  concurrentia  tanguntur 
in  puncto  concursiis  C;  deinde  corporis  utrius- 
que  motus  A  C,  B  C,  (per  CoroII.  2.)  distingu- 
endus  est  in  duos  A  D,  et  A  F,  B  E  et  B  II, 
unum  nempe  A  F  seu  D  C,  et  B  H  seu  E  C, 
huic  plano  F  L  perpendicularem,  alterum  A  D, 
B  E,  eidem  parallelum.  Quia  vero  corpora  se- 
cundiim  parallelas  A  D,  B  E,  ad  se  mutuo  non 
accedunt,  sed  tantum  secundiim  perpendiculares 
D  C,  E  C,  in  se  invicem  agunt,  motus  parallcli 
A  D,  B  Ev  per  impactum  non  mutantur,  ade- 
oque  retinendi  sunt  iidera  post  conflictura  qui 
erant  ante  conflictum;  et  motibus  perpendicula- 
ribus  D  C,  E  C,  mutationes  aaquales  in  partes 
contrarias  C  D,  C  E,  tribuendae  sunt  sic  ut  sum- 
ma  conspirantium  et  differentia  contrariorum 
maneat  cadem  anteetpost  conflictum  (Coroll.  3. 
Neivt.)  Ut  itaque  corporum  A  et  B,  in  se  mu- 
tuo  oblique  incidentium  motus  post  ictum  inve- 
niantur,  mota  duntaxat  supponantur  per  lineas 
D  C  et  E  C,   velocitatibus  D   C  et  E  C,  atque 
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existente  semper  summa  partium  sexdecim  ut  prius.  Si  corpus  A  lucretur 
partes  novem  vel  decem  vel  midecim  vel  duodecim,  ideoque  progrediatur 
post  concursum  cum  partibus  quindecim  vel  sexdecim  vel  septemdecim  vel 
octodecim,  corpus  B,  amittendo  tot  partes  quot  A  lucratur,  vel  cum  una 
parte  progredietur  amissis  partibus  novem,  vel  quiescet  amisso  motu  suo 
progressivo  partium  decem,  vel  cum  una  parte  regredietur  amisso  motu 
suo  et  (ut  ita  dicam)  ima  parte  amplius,  vel  regi-edietur  cum  partibus  dua- 
bus  ob  detractum  motum  progressivum  partium  duodecim.  Atque  ita  sum- 
mae  motuum  conspirantium  15  +  1  vel  16  +  0,  et  differentiae  contrariorum 
17  —  1  et  18  —  2  semper  erunt  partium  sexdecim,  ut  ante  concursum  et 
reflexionem.  (™)  Cognitis  autem  motibus  quibuscum  corpora  post  reflex- 
ionem  pergent,  invenietur  cujusque  velocitas,  ponendo  eam  esse  ad  veloci- 
tatem  ante  reflexionem,  ut  motus  post  est  ad  motum  ante.  Ut  in  casu  ultimo, 
ubi  corporis  A  motus  erat  partium  sex  ante  reflexionem  et  partiiun  octode- 
cim  postea,  et  velocitas  partium  duarum  ante  reflexionem;  invenietur  ejus 
velocitas  partimn  sex  post  reflexionem,  dicendo,  ut  motus  partes  sex  ante 
reflexionem  ad  motus  partes  octodecim  postea,  ita  velocitatis  partes  duae 
ante  reflexionem  ad  velocitatis  partes  sex  postea. 

(")  Quod  si  corpora  vel  non  Sphaerica  vel  diversis  in  rectis  moventia  in- 
cidant  in  se  mutuo  oblique,  et  requiiantur  eorum  motus  post  reflexionem; 
cognoscendus  est  situs  plani  a  quo  corpora  conciu-rentia  tanguntur  in  punc- 


ca,  53,  si  non  fiierint  elastica)  eorum  velocitas 
post  conflictum  in  linea  C  D,  vel  C  E,  ex  qua 
data,  et  ex  velocitate  parallela  plano  F  L,  etiam 
data,  compositus  corporis  motus  (per  CorolL  1. 
,  JSTewt.)  facile  reperietur.  Sit  cxempli  causa  C  G, 
velocitas  corporis  A,  post  impactum  per  D  E, 
in  C  ;  sumpta  C  L,  aequali  et  parallela  velocitati 
secundum  A  D,  qua;  eadem  post  couflictum  re- 
manet,  compleatur  parallelogranmium  G  L  et  A, 
movebitur  per  illius  diagonalem  C  K,  velocitate 
ut  C  K,  (per  CorolL  1.  Newt.)  Si  corpora  an- 
gulosa  sibi  per  angulos  occurrant,  orientur 
motus  circulares,  dum  pars  corporis  ex  vi  iusita 
in  unam  plagam  movetur,  altera  vero  ex  conflictu 
fiertur  in  alteram  plagam  circa  corporis  centrum. 

57.  Datis  duorum  globo- 
rum  A  et  13,  directionibus, 
celeritatibuset  diametris,  una 
cum  eorum  situ  ante  conflic- 
tum,  facile  est  determinare 
punctum  concursus  C,  et  si- 
tum  plani  F  L,  utrumque 
globum  in  puncto  C,  contin- 
gentis.  Globus  A,  feratur 
per  lineam  A  E,  et  celeritate 
ut  A  E,  globus  B  vero  se- 
cundum  directionem  B  E, 
celeritate  ut  B  D,  moveatur. 
Junctis  A  et  B  globorum 
centris  per  lineam  A  B,  com- 
pleaturparallelogramraum  A 


B  K  E.  Jungantur  puncta  D  et  K,  et  recta 
D  K,  ex  centro  E,  intersecetur  arcu  qui  describi- 
tur  radio  E  H,  summae  semidiametrorum  glo- 
borum  A  et  B,  aequall.  Ex  puncto  intersec- 
tionis  H,  ducatur  recta  H  M,  ipsi  E  A  parallela, 
erunt  M  et  R,  loca  in  quibus  globorum  centra 
constituentur,  ubi  secum  itivicem  concurrent,  et 
sumpta  linea  R  C,  aequali  radio  globi  A,  recta 
F  L,  ad  R  C  perpendicularis,  in  puncto  C,  si- 
tum  plani  designabit  ....  Dem  . .  .  Quoniam 
recta  H  M,  est  lineaj  B  K  parallela  (per  consu) 
erit  D  M  :  D  B  =  MH:  BK=  R  E  :  E  A, 
ob  R  E=  M  H  :  et  E  A=  B  K;  ergo  divi- 
dendo  B  M  :  B  D  =  A  R  ;  A  E,  et  alternando 
BM:  AR  =  BD:  AE.   CumigitursitBM 
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t9  concursfis:  dein  corporis  utrinsque  motus  (per  Corol.  11.)  distinguen- 
dus  est  in  duos,  unum  huic  plano  perpendicularem,  alterum  eidem  paralle- 
lum:  motus  autem  paralleli,  propterea  quod  corpora  agant  in  se  invicem 
secundum  lineam  huic  plano  perpendicularem,  retinendi  sunt  iidem  post 
reflexionem  atque  antea;  et  motibus  perpendicularibus  mutationes  aequales  in 
partes  contrarias  tribuendae  sunt  sic,  ut  summa  conspirantium  et  difFerentia 
contrariorum  maneat  eadem  quae  prius.  Ex  hujusmodi  reflexionibus  oriri 
etiam  solent  motus  circulares  corporum  circa  centra  propria.  Sed  hos  ca- 
sus  in  sequentibus  non  considero,  et  nimis  longum  esset  omnia  huc  spectan- 
tia  demonstrare. 

COROLLARIUM  IV. 

Commune  gravitatis  Centrum  (°),  corporum  duorum  vel  plurium^  ab  actionibus 
corporum  inter  se  non  mutat  statum  suum  vel  motus  vel  quietis ;  et  propterea 
corporum  omnium  in  se  mutuo  agentium  fexcltcsis  octionibus  et  impedimen- 
tis  externis)  commv.ne  Centrum  gravitatis  vel  quiescit  vel  movetur  unifor- 
miter  in  directum. 


ad  A  R,  ut  celeritas  globi  B,  ad  celeritatem 
globi  A;  globus  A  in  R,  et  B  in  M,  eodem 
tempore  pervenient  (6) ;  Cumque  sit  M  R  = 
E  H,  globi  in  puncto  C,  se  mutuo  contingent, 
et  planum  F  L,  ad  radium  R  C,  in  puncto  C, 
perpendiculariterductum  utrumque  globum  con- 
tinget.     Q.  e.  d. 

(o)  58.  Centrum  gravitatis  corporis  cujusque, 
est  punctum  intra  vel  extra  corpus  pdsitum,  circa 
quod  undique  partes  in  aequilibrio  consistunt  ita 
ut  si  per  hoc  punctum  ducatur  planum  figuram 
Utcumque  secans,  corporis  segmentaquaeutrinque 
sunt  circa  planum  illud  librata  sequiponderent ; 
si  igitur  ex  centro  gravitatis  corpus  aliquod 
suspendatur,  datum  quemcumque  situm  reti- 
nebit,  et  semper  quiescet,  si  centri  gravitatis  de- 
scensus  impediatur ;  unde  totam  corporis  gravi- 
tatem  in  centro  gravitatis  locatam  fingunt  Me- 
chanici,  et  pro  corpore  gravi  solum  gravitatis 
centrum  in  suis  demonstrationibus  surrogare  so- 
lent.  Planum  gravitatis  est  figura  plana  per 
eentrum  gravitatis  transiens;  Diameter  vero  gra- 
vitatis  est  recta  per  centrum  gravitatis  ducta. 
Quare  planorum  gravitatis,  communls  intersec- 
tio  diametrum  gravitatis  efficit,  et  in  diametro- 
rum  gravitatis  concursu  centrum  gravitatis  posi- 
tum  csL  .  Centrum  magnitudinis  vocatur  punc- 
tum  illud,  per  quod  divisa  magnitudo  relinquit 
duas  partes  utrinque  Eequales;  ut  in  circulo  et 
ellipsi,  ductis  utcumque  per  centmm  lineis  rec- 
tis,  lineae  illae  totaque  figura  in  partes  lequales 
dividuntur  ;  ac  proinde  si  gravia  homogenea,  id 
est,  quorum  gravitates  sunt  voluminibus  propor- 
tionalcs,  secundum  longitudinem  in  partes  si- 
miles  et  aKjuales  sccari  possint,  centrum  gravita- 
tis  a  ccntro  magnitudinis  non  difTert. 


59.  Ex  hisce  definitionibus  facile  colligitur, 
omnium  circulorum,  ellipsium,  sphjBrarum  et  fi- 
gurarum  quarumvis  regularium,  centrum  gravi- 
tatis  idem  esse  cum  centro  magnitudinis,  modo 
tamen  gravia  supponantur  homogenea.  In  fi- 
guris  autem  irregularibus,  communi  duorum  gra- 
vitatis  diametrorum  intersectione  determinari 
potest  centrum  gravitatis  (.58).  Sic  in  quolibet 
parallelogrammo,  centrum  illud  in  duarum  dia- 
gonalium  concursu  positum  est;  in  triangulo  re- 
peritur  in  intersectione  duarum  rectarum  quae  a 
duobus  angulis  ducta^,  latera  angulis  illis  oppo- 
sita,  totumque  proinde  triangulum  bifariam,  ade- 
oqufe  in  partes  aequiponderantes  secant,  in  pris- 
matibus  etcylindris,  centrumgravitatis  est  punc- 
tum  medium  rect»  basium  oppositarum  centra 
conjungentis  ;  et  generaliter  in  omnibus  corpori- 
biis  quantumvis  difformibus  centrum  gravitatis 
mechailice  invenitur,  si  corpus  ab  aliquA  sui  parte 
libere  suspendatur,  et  ab  eadem  parte  a  qua  pen- 
det,  demittatur  perpendiculum  ita  ut  in  corpore 
linea  quam  fecerit  perpendiculi  filum  notetur ; 
deinde  ab  alia  parte  corpus  idem  libere  suspen. 
datur  ut  prius,  noteturque  iterum  linea  perpen- 
diculi  ab  hac  parte  super  corpus  demissi ;  con- 
cursus  enim  duorum  filorum  perpendiculi  (quae 
sunt  diametri  gravitatis)  erit  centrum  gravitatis 
corporis  dati. 

60.  Centra  gravitatis  a  et  b,  corporum  A  et  B, 
recta  seu  vecte  inflexibili  et  gravitatis  experte, 
a  b  jungantur  ;  et  ita  dividatur  a  b,  in  C,  ut  sit 
pondus  A,  ad  pondus  B,  ut  C  b,  ad  C  a,  punc- 
tum  C,  erit  centrum  gravitatis  commune  duo- 
rum  corporum  A  et  B...  Dcm...  punctum  C, 
fixum  maneat,  sitque  1°.  a  b,  horizonti  parallcla. 
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et  quia  a  b,  est  vcctis  cujus  fulcrum  C, 

ponderis  B  momentum  seu  conatus  ad 

vectem  circa  C,  movendum,  erit  ut  B 

X  C  b,  et  ponderis  A  momentum  ut 

A  X  C  a  (47),  veriim  (per  hyp. )  A  : 

B  =  C  b :  C  a,  adeoque  A  X  C  a  = 

B  X  C  b  ;  ergo  momenta  ponderum 

A  et  B,  aequalia  sunt,  et  proinde  in 

sequilibrio  circa  punctum  C,  consis- 

tunt ....  2*^.  vectis,  a  b,  circa  punc- 

tum  C  fixum,  rotetur,  et  situm  e  f, 

inclinatum  ad  horizontem  a  b,  obti- 

neat,  ductis/  G,  e  H,  rectis  horizonti 

a  b,  perpendicularibus,  quse  sunt  gra- 

vium  directiones,  ponderum  A  et  B, 

momenta  erunt  ut  A  X  C  H  et  B  X 

C  G,  (47) ;  sed  ob  triangula  H  C  e, 

G f  C,  simiha,G  C :  H  C  =  C  f,  seu 

C  b  :  C  e,  sive  C  a  =  A  :  B,  ade- 

oque  GC:HC=A:BetAXCH  = 

B  X  C  G  ;  momenta  igitur  ponderum  A  et  B,  in 

situ   quocumque   dato  aequalia  sunt  et  semper 

61.   Coroll.  1 Duorum  cor- 

porum  A  et  B,  commune  gravitatis 
centrum  sit  c,  et  tertii  corporisD,  cen- 
trum  gravitatis  proprium  sit  d  ;  jun- 
gatur  recta  c  d,  quae  ita  dividatur  in 
C,  ut  sit  summa  ponderum  A  -j-  B 
ad  pondus  D,  sicut  C  d,  ad  C  c,  tri- 
um  corporum  A,  B,  D,  centrum  gra- 
vitatis  commune  erit  in  C  ;  nam  duo 
corpora  A  et  B,  (58)  considerari  pos- 
sunt  tanquam  in  suo  communi  gravi- 
tatis  centro  c,  coacta,  adeoque  si  fue- 
rit  A  4-  B  :  D  =  C  d  :  C  c,  erit  C, 
centrum  gravitatis  commune  triura 
corporum  A,  B,  D,  (60).  Eadera  ra- 
tione  quatuor,  pluriumve,  prout  quisque  voluerit, 

62.  Coroll.  2.  .  . .  figiu-ae  cujusvis  planse  et  recti- 
lineae  centrum  gravitatis  hoc  modo  inveniri  potest. 
Figura  data,  A  B  G  D  E  in  sua  triangula  divi- 
datur,  duorumque  triangulorum,  B  G  D,  B  D  E, 
centra  gravitatis  b  et  d,  recta  jungantur,  et  ita  di- 
vidatur,  b  d,  in  c,  ut  area  trianguli  B  G  D,  sit  ad 
aream  trianguli  B  D  E,  sicut  c  d,  a  d,  b  c,  eritque, 
c,  centrum  gravitatis  comniune  duorum  triangu- 
lorum  B  G  D,  B  D  E,  (60).  Centrum  gravitatis. 
a,  trianguli  B  AE,  et  centrum,  c,  figuras  BGDE, 
mox  inventum  jungantur  recta  c  a,  quae  ita  di- 
vidatur  in  C,  ut  area  trianguli  B  A  E,  sit  ad 
aream  figurae  B  G  D  E,  sicut  C  c,  ad  C  a  et  C, 
erit  centrum  gravitatis  totius  figurae  datas  A  B  G 
D  E,  (61).  Haec  omnia  clare  intelliguntur,  si 
figurarum  area  quaevis,  instar  ponderis  centro 
gravitatis  appensi  consideretur. 

63.  Sit  recta  R  H,  horizon- 
ti  perpendicularisquas  axisro- 
tationis  dicatur,  et  in  ea  su- 
roatur  centrum  rotationis  R, 
seu  punctum  fixum  circa  quod 
vectis  horizontalis  R  e,  cum 
appensis  ponderibus  A,  B,  D, 
E,  rotari  possit,  sintque  cor- 
porum  centra  gravitatis  pro- 
pria  a,  b,  d,  e,  et  eorum  commune  gravitatis  cen. 
trum  C,  in  vcctc  R  e,   ad  candeui   axis   R  H 


aequilibrantur.  Quare  (58)  punctum  C,  est 
commune  gravitatis  centrum  duorum  corporuna 
A  et  B.     Q.  e.  d. 


corporum  commune  grantatis  centrum  reperietur 


partem,posita;  distantia  R  C,  communis  centri 
gravitatis  C,  a  centro  rotationis  R,  aequalis  erit 


« 


PHILOSOPHI.E  NATURALIS       [Axiom.  sive 


(p)  Nam  si  puncta  duo  progrediantur  uniformi  cum  motu  in  iineis  rectis, 
et  distantia  eorum  dividatur  in  ratione  data,  punctum  dividens  vel  quies- 

summae  factorum  uniuscujusque  ponderis  in  su-  rotationis  dicatur  x,  ac  proinde  factum  cujusque 

am  a  centro  rotationis  R,  distantiam,   per  sum-  ponderis  in  suam  a  centro  rotationis  distantiam 

mam  ponderum  divisa: Dem Mo-  sit  x  p,  et  omnium  factorum  summa  S  x  p  ;  dis- 

mentum  cujusque  ponderis  ad  vectem  circa  cen-  tantia  communis  centri  gravitatis  omnium  pon- 

trum  R,  movendum,  est  ut  factum  ex  illo  pon-  derum  a  cenU"o  rotationis  erit  generaliter  S  x  p : 

dere  in  suam  ab  eodem  centro  R,  distantiam  (47),  S  p.  Si  vero  pondera  fuerint  ad  diversas  axis  ro- 


et  ommum  momentorum  summa,  seu  totus  om 
nium  ponderum   ad  vectem  circa  centnun   R, 
movendum  conatus,  ut  illorum    factorum  sum- 
nia  ;  verum  quia  pondera  omnia  per  vectem  R  e, 
dispersa,    tanquam   in   suo    communi  gravitatis 


tationis  r  h,  partes  posita,  et  distantia  cujuslibet 
ponderis  a  centro  rotationis  r,  vocetur  x,  singula 
vero  pondera  quaj  sunt  ad  partem  r  c,  posita,  di- 
cantur  p,  eonimque  summa  sit  S  p  ; ,  insuper  sin- 
gula  pondera  ad  partem  R  r,  sita  dicantur  q,   et 


centro  C,  coacta  considerari  possunt  (58),  erit     eorum  summa  sit  S  q,  distantia  communis  cen 


etiara  totus  omnium  ponderum  conatus  ad  vee 
tem  circa  R,  movendum,   ut  summa  ponderum 
in  distantiam  R  C  ducta ;   quare  summa  facto- 
runi  uniuscujusque  ponderis  in  suam  a  centro  ro- 
tationis  R  distantiam,   aequalis  est  facto  ex  sum- 
ma  ponderum  in  distantiam  R  C  communis  cen- 
tri  gravitatis  C,   a  centro  rotationis  R ;    igitur  J-J 
R  C  X  A  4-  B  -f-  D  -)-  E, &c.  =  A  X  a  R-f  ^" 
BXbR  +  DXdR-fEXeR  &c.,  ade- 
6que  R  C  =  A  X  a  R  -f-  B  X  b  R -f  D  X 
dR-f-EXeR&c.  :A-fB+D  -fE  &c. 
Q.  e.  d. 

64.  Si  pondera  ad  eandem  axis  rotationis  par- 
tem  sita  non  sint,  si  v.  gr.  fuerit  axis  rotationis 
r  h,  erit  r  C  =  D  X  d  r -f  EX  er—  A  X  ar 
—  B  X  b  r  :  A~+  li  +  D  +  E.  Nam  mo- 
menta  ponderum  D  et  E,  ad  vectem  circa  r  mo- 
vendum  sunt  D  X  d  r,  E  X  e  r,  ct  momenta 
contraria  ponderum  A  et  B,  sunt  A  X  a  r,  B  X  ^^ 
b  r ;  quare  vis  oninium  pondcrum  ad  vectem  r  e, 
movendum  erit,  DX  <ir+  EXer  —  AXar 
— B  X  b  r;  sed  si  pondera  in  centro  C,  coacta  sup 


tri  gravitatis  omnium  ponderum  a  centro  rot»- 
tionis  r,  erit  Sxp  —  Sxq:  Sp+Sq,  velSxq 
—  Sxp:Sp+Sq;  unde  si  S  x  p  =  S  x  q, 
manifestum  est,  centrum  rotationis  idem  essu 
cum  centro  gravitatis. 


ponantur,  erit  vis  illa  eadem,  r  C  X  A  +  B 
+  D+  E,  ergor  C  X  A  +  B+D+E  =  D 
Xdr+EXer— AKar— BX  br,  ac 
proinde  r  C  =  D  Xdr+  E  X  er  _  A  Xar 

—  B  X  b  r  :  A  +  B  +  D  +  E.  Q.  e.  d. 
65.  Quapropter  si  omnia  pondera  sint  ad  ean- 


66.  Harumce  formularum  auxilio,  centra 
gravitatis  figurarum  curvarum  reperiuntur ; 
Nam  si  curva;  M  R  M,  axis  R  P,  quo  ordi- 
nata;  M  M  m  m,  bifariam  dividuntur,  ut  vectis 
habeatur,  vertexque  R,  ut  centrum  rotationis  et 
singula  elementa  qualia  sunt  M  M  m  m,  ut 
pondera  vecti  appensa  considerentur,  distantla 
centri  gravitatis  C,  a  centro  rotationis  seu  vertice 
R,  erit  (per  primam  formulam)  aequalis  summ» 


dem  axis  rotatioms  R  H,  partem  posita,  et  quod-  factorum  ex  singulis  elementis  M  M  m  m,  in 
libet  pondus  vocetur  p,  summa  vero  omnium  suam  a  vertice  R,  distantiam  per  summam  eo- 
ponderum  S  p;  prajterea  si  distantia  a  cenlro    rundem  elementorum  divis£e. 

(pj  67.  Duo  corpora  C  et  D, 
asquabiliter  moveantur  in  li- 
neis  rectis  A  C,  B  D,  positione 
datis,  jungaturque  recta  C  D,  et 
ita  dividatur  in  K,  ut  sit  D  K, 
ad  C  K,  ut  corpus  C,  ad  corpus 
D;  punctum  K,  quod  est  cen- 
trum  gravitatis  coiporum   C  et 

D,  (60)  vel  quiescet  vel  movebi- 
tur   uniformiter  in   linca  rccta 

positione  datS Dem...  Con- 

currant  lineas  A  C  et  B  D,  in 

E.  1  .  Corpora  C  et  D,  ex  punc- 
tis  fixis  A  et  B,  in  eandem  pla- 
gam  proficiscantur  et  ilsdem 
temporibus  ad  puncta  C  et  D 
perveniant,  ac  proinde  spatia  AC 

a  et  B   D,  erunt  iu  ratioiie  da- 
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cit  vel  progreditur  uniformiter  in  linea  recta.  Hoc  postea  iu  L,eminate 
XXIII.  ejusque  Coroliario  demonstratur,  si  punctorum  motus  fiant  in  eo- 
dem  plano;  et  C)  eadem  ratione  demonstrari  potest,  si  motus  illi  non  fiant 
in  eodem  plano.  Ergo  si  corpora  quotcunque  moventur  uniformiter  in 
lineis  rectis,  commune  centrum  gravitatis  duorum  quormnvis  vel  quiescit 
vel  progreditur  uniformiter  in  linea  recta;  propterea  quod  linea,  horum 
corporum  centra  in  rectis  uniformiter  progredientia  jimgens,  dividiturab 


ta  velocitatum  (5).  In  B  E,  capiatur  B  G,  ad 
A  E,  in  ratione  data  B  D,  ad  A  C,  et  cum  data 
sit  A  E,  dabitur  quoque  linea  B  G  ;  sit  F  D, 
semper  a?qualis  datae  E  G,  erit  E  F  =  G  D,  et 
quia  BG:AE=BD:AC,  (per  const.) 
erit  B  G  +  B  D,  seu  G  D  :  A  E  +  A  C, 
seu  E  C  =  B  D  :  A  C,  adeoque  A  C  :  B  D  = 

E  C  :  G  D,  seu  E  F;  est  igitur  E  C  ad  E  F; 

in  ratione  data,  et  propterea  ex  datis  angulo 
C  E  F,  et  laterum  E  C,  E  F,  ratione,  dabitur 
specie  triangulum  E  F  C,  id  est  dantur  tres  an- 
guli.  Deinde  sccetur  C  F,  in  L,  ut  sit  C  L,  ad 
C  F.  in  ratione  data  C  K,  ad  C  D,  id  est  in 
ratione  corporis  D,  ad  summam  corporum  C  -j- 
D  ;  et  quia  in  triangulo  E  F  C,  specie  dato, 
datur  ratio  laterum  E  F,  F  C,  dataque  est  ra- 
tio  C  F,  ad  F  L,  dabitur  quoque  ratio  ex  his 
duabus  composita  E  F,  ad  F  L,  adeoque  ob 
angulum  E  F  C,  etiam  datum  dabitur  specie 
triangulum  E  F  L  ;  Quare  dum  progrediuntur 
corpora  C  et  D,  punctum  L,  semper  locabitur  in 
recta  E  L,  positione  data,  utpote  quae  est  basis 
trianguli  E  F  L,  in  quo  angulus  F,  idem  con- 
stanter  manet,  et  latus  £  F,  positione  datum  ad 
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latus  F  L,  datam  habet  rationem.  Junge  L  K, 
et  quia  CL:CF=CK:  CD  (per  const.), 
similia  erunt  triangula  C  L  K,  C  F  D,  et  ob 
datam  F  D  =  E  G,  et  datam  rationem  F  D,  ad 
L  K,  seu  C  D,  ad  C  K  ;  dabitur  L  K,  magni- 
tudine ;  lineae  L  K,  aequalis  capiatur  E  H,  et 
ducta  H  K,  erit  semper  E  L  K  H,  parallelo.- 
flTammum,  ob  L  K,  ajqualem  et  parallelam  ipsi 
E  H,  locabitur  ergo  punctura  K,  in  parallelo- 
grammi  illius  latere  H  K,  quod  positione  datuni 
est ;  nam  latus  E  L,  positione,  latus  vero  E  H, 
positione  et  magnitudine  datur.  Quare  punctum 
K,  seu  cenlrum  gravitatis  in  linea  recta  positione 
data  progreditur.  Quoniam  vero,  ex  demonstra- 
tis,  triangula  C  E  F,  L  E  F,  specie,  et  tria  late- 
ra  E  C,  E  L,  E  F,  positione  data  sunt,  mani- 
festum  est  rationem  rectse  E  L,  seu  lineae  ae- 
qualis  H  K,  ad  E  C,  datam  esse.  Veriim  quia 
punctum  C,  uniformiter  movetur  fper  hi/j^.J 
uniformiter  crescit  recta  E  C  ergo  pariter  recta 
H  K,  uniformiter  aiigetur,  adeoque  punctum  K, 
aequabiliter  progreditur  in  linea  recta  H  EI,  po- 
sitione  data,  Q.  e.  1°.  demonstrandum... 

20.  Corpora  ex  punctis  fixis  A  et  B,  in 
diversas  plagas  progrediantur,  semperque 
capiatur  B  G,  in  partem  oppositam  di- 
rectioni  B  D,  F  D,  vero  secundum  di- 
rectionem  B  D,  caetera  fiant  ut  in  supe- 
riori  constructione  eadem  manebit  demon- 
stratio  pro  2°.  casu. 


68.  Si  punctum  concursus  £,  in  infi- 
nitum  abeat,  parallels  fient  lineae  A  C, 
B  D,  et  ex  superiori  demonstratioue 
patot  centrum  gravitatis  K,  vel  quies- 
cere  vel  uniformiter  moveri,  in  linea 
H  K,  positione  data,  lineis  A  C,  B  D, 
parallela ;  si  autem  lineae  parallelae  A  C 
et  B  D,  ad  se  mutue  accedant  tan. 
dcmque  coincidant,  eadem  semper  valet 
demonstratio,  ac  proinde  si  corpora  in 
eadem  recta  moveantiu-,  in  hac  eadem 
linea"  centrum  gravitatis  vel  quiescet 
vel   movebitur  uniformiter. 

(q)  69.  Si  rectae  A  C  et  B  D,  non  in 
uno,  sed  in  diversis  planis  positae  fue- 
rint,  ex  singulis  eorum  puuctis  A 
et  B,  C  et  D,  in  quibus  eodem  tem- 
pore  reperiuntur,  in  planum  quod- 
vis  a  b  d  c,  pro  lubitu  assumptum 
demittantur  perpendicula  A  a,  B  b, 
C  c,  D  d ;  et  ex  centris  gravitatis  H  et 


so 
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hoc  centro  communi  in  ratione  data.  Similiter  et  commune  centrum  lio- 
rum  duorum  et  tertii  cujusvis  vel  quiescit  vel  progreditur  xmiformiter  in 
linea  recta;  propterea  quod  ab  eo  dividitur  distantia  centri  communis  cor- 
porum  duorum  et  centri  coiporis  tertii  in  data  ratione.  Eodem  modo  et 
commune  centrum  horum  trium  et  quarti  cujusvis  vel  quiescit  vel  progre- 
ditur  uniformiter  in  linea  recta;  propterea  quod  ab  eo  dividitur  distantia 
inter  centrum  commune  trium  et  centrum  quarti  in  data  ratione,  et  sic  in 
infinitum.  Igitur  in  systemate  corporum  quae  actionibus  in  se  invicem 
aliisque  omnibus  in  se  extrinsecus  impressis  omnino  vacant,  ideoque  mo- 
ventur  singula  uniformiter  in  rectis  singulis,  commune  omnium  centrum 
gravitatis  vel  quiescit  vel  movetur  uniformiter  in  directum. 

(r)  Porro  in  systemate  duorum  corporum  in  se  invicem  agentium  cum 
distantiae  centrorum  utriusque  a  communi  gravitatis  centro  sint  reciproce 
ut  corpora;  erunt  motus  relativi  corporum  eorumdem,  vel  accedendi  ad 
centrum  illud,  vel  ab  eodem  recedendi,  aequales  inter  se.  Proinde  cen- 
trum  illud  a  motuum  aequalibus  mutationibus  in  partes  contrarias  factis, 
atque  ideo  ab  actionibus  horum  corporum  inter  se,  nec  promovetur,  nec 
retardatur,  nec  mutationem  patitur  in  statu  suo  quoad  motum  vel  quietem. 


K,  perpendicula  H  h,  K  k,  excitcntur,  ob  mo- 
tum  uniformem  punctorum  A  et  B,  in  lineis 
A  C,  B  D,  evidens  est  puncta  a  et  b,  unifor- 
miter  moveri  in  lineis  a  c,  b  d,  et  quia  A  a,  B  b 
H  h,  paralleljE  sunt ;  lineae  A  B,  a  b,  in  eadem 
ratione  data  in  H,  et  h,  dividuntur ;  ideraijue 
dicendum  de  punctis  K,  et  k,  in  lineis  C  D,  et 
c  d;  Quare,  ex  demonstratis  (67),  punctum  h, 
unlformitcr  progreditur  in  recta  h  k,  adeoque 
centrum  gravitatis  H,  semper  movetur  in  plano 
H  h  K  k,  ad  planum  a  b  d  c,  normali ;  si  loco 
plani,  a  b  d  c,  aliud  quodvis  ad  arbitrium  assu- 
meretur,  codem  modo  dcmonstrari  posset  cen-  ^ 


tium  illud  H,  moveatur  In  commuiii  illorum 
planorum  ad  alia  pro  lubitu  assumpta  perpendi- 
cularium  intersectione,  quae  cum  sit  linea  recta 
H  K,  positione  data,  et  punctum  h,  per  rectam 
h  k,  uniformiter  progrediatur,  punctum  H,  as- 
quabiliter  fertur  in  linea  H  K.  In  omni  igitur 
casu  centrum  commune  gravitatis  duorum  cor- 
porum  quae  motu  uniformi  per  lineas  rectas  po- 
sitione  datas  progrediuntur,  semper  quiescit  vel 
movetur  uniformiter  in  recta  positione  data. 


A 


B 


trum  gravitatis  H,  movcri  in  plano  ad  ossump- 
tum  perpendiculari ;  necesse  igitur  est  ut  ccn- 


a 


(r)  70.  Si  duobus  corporibus  A  et  B,  quorum 
commune  gravitatis  centrum  sit  K,  sequales  mo- 
tus  quantitates  in  partes  contrarias  de  novo  im- 
primantur,  quibus  eodem  tempore  percurrunt 
spatia  A  a,  B  b,  centri  gravitatis  status  non  mu- 
tatur ;  Cum  enim  K,  sit  commune  centrum  gra- 
vitatis  corporum  A  et  B,  fper  hi/p.J  erit  A  :  B 
=  K  B  ;  K  A  (60)  et  quia  impressae  quanti- 
tates  motus  (6)AX  Aa,BXBb  «equales  sunt 
fper  hyp.J,  erit  ctiam  A  :  B  =  B  b  :  A  a,  a- 
deoque  K  B  ;  K  A  ==  B  b  :  A  a,  et  componen-. 
do  vel  dividendo  Kb:  Ka=B  b;  Aa  = 
A  :  B ;  dum  igitur  corpora  A  et  B,  ad  puncta 
aet  b,  motibus  impressisperveniunt,  centrum  K, 
immotum  remansit  (60),  ac  proindcab  aequalibus 
motuum  mutationibus  in  contrarias  partcs  factis 
non  mutat  statum  suum  motus  vel  quietis. 
Quapropter  cum  mutua  corporum  actio  (per  leg. 
2.  3.)  aquales  mutationes  in  utroque  corpore 
versus  partes  contrarias  producat,  commune  gra- 
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In  systemate  autem  corporum  plurium,  quoniam  duorum  quorumvis  in  se 
mutuo  agentium  commune  gi'avitatis  centrum  ob  actionemLllam  nuUatenus 
mutat  statum  suum;  etreliquonmi,quibuscumactioLllanonintercedit,com- 
mime  gravitatis  centrum  nihil  inde  patitur;  distantia  autem  hormn  duorum 
centrorum  dividitur  a  communi  corporum  omnium  centro  in  .partes  sum- 
mis  totalibus  corporum  quorum  sunt  centra  reciproce  proportionales, 
ideoque  centris  illis  duobus  statum  suum  movendi  vel  quiescendi  servan- 
tibus,  commune  omnium  centrum  servat  etiam  statum  suum:  manifestum 
est  quod  commune  illud  omnium  centrum  ob  actiones  binorum  corporum 
inter  se  nunquam  mutat  statum  suum  quoad  motum  et  quietem.  In  tali 
autem  systemate  actiones  omnes  corporum  inter  se  vel  inter  bina  sunt  cor- 
pora,  vel  ab  actionibus  inter  bina  compositae;  et  propterea  communi  om- 
nium  centro  mutationem  in  statu  motus  ejus  vel  quietis  nunquam  inducunt. 
Quare  cmn  centrum  Ulud  ubi  corpora  non  agunt  in  se  invicem,  vel  quies- 
cit,  vel  in  recta  aliqua  progreditur  uniformiter;  perget  idem,  non  obstantibus 
corporum  actionibus  inter  se,  vel  semper  quiescere,  vel  semper  progredi 
imiformiter  in  directum;  nisi  a  viribus  in  systema  extrinsecus  impressis 
deturbetur  de  hoc  statu.   (')   Est  igitur  systematis  corporum  plurium  Lex 


vitatis  centrum  duoram  corporam  ab  actlonibus 
horum  corporam  inter  se,  nec  promovetur,  nec 
retardatur,  nec  mutationem  patitur  in  statu  suo 
quoad  motum  vel  quietum. 

A  C 


(»)  71.  Motus  progressivus  seu  corporis  soli- 
tarii  seu  systematis  corporum  ex  motu  centri 
gravitatis  semper  aestimari  debet...  Dem~..  1°. 
Corpora  duo  A  et  B,  in  lineis  A  C  et  B  D  pa- 
rallelis,  progrediantur  cum  velocitatibus,  ut  A  C, 
B  D,  eorumque  commune  gravitatis  centram  H, 
per  rectam  H  K,  lineis  A  C  et  B  D,  parallelam 
feratur ;  ducatur,  C  M,  rectae  A  B  parallela. 
Quoniam  B  :  A  =  A  H  :  B  H  (60)  erit  B  : 
B  4-  A  =  A  H  :  A  B,  et  ob  parallelas  A  B, 
et  C  M;  G  K  et  M  D,  erit  A  H  :  A  B  = 
C  G :  C  M=  G  K :  M  D,  adeoque  G  K  :  M  D 
=  B:A-fB,  etBXMD=A-l-BX 
G  K ;  verum  quia  A  C  =  H  G  =  B  M,  erit 
H  K  =_A_C+  G  K,  et  B  D=  A  C  -j-  M  D  ; 
quare  A  -fBxHK=A-t-BXAC-|- 
A  +  B  X  GK=  A  XAC-I-BXAC-I-B 
X  MD,  obA+BXGK-J-BXMD,  ergo 
A-f-BXHK=AXAC-t-BXBD,seu 


summa  corporara  A  et  B,  in  velocitatem  centri 
gravitatis  H  K,  ducta,  sequalis  est  su  mma;  factoram 
in  singulis  corporibus  A  et  B,  in  suam  velocita- 
tem  A  C,  B  D....  2».  Si  corpora  contrariis  di- 
rectionibus  C  A  et  B  D,  moveantur,  negativa 
erit  quantitas  motus  corporis  A,  propter  contra- 
riam  directionem  C  A,  adeoque  differentia  quan- 
titatum  motus  corporum,  in  plagas  oppositas  ten- 
dentium,  seu  quod  idem  est,  quantitas  motus  in 
eandem  plagam,  aequalis  erit  facto  ex  summa  cor- 
poram,  in  velocitatem  centri  gravitatis  ....  5°. 
Si  parallelae  A  C,  B  D,  ad  se  mutuo  accedant 
tandemque  coincidant,  eadem  semper  manet  de- 
monstratio.,  quae  proinde  etiam  obtinet  dum  cor- 
pora  in  eadem  recta  ferantur ...  4o.  Si  corpora 
non  moveantur  in  lineis  parallelis  nec  in  eodem 
plano,  uniuscujusque  ponderis  directio  ac  veloci- 
tas  in  duas  ^as  resolvatur,  quaram  una  sit 
viae  centri  gravitatis  parallela,  altera  vero  ipsi  per- 
pendicularis,  et  ex  demonstratis  liquet  summam 
quantitatum  motus  corpomm  in  plagam  versiis 
quam  movetur  centrum  gravitatis  esse  Eequalem 
facto  ex  summa  corporam  in  velocitatem  centri 
gravitatis..,.  5°.  Si  aequabilis  non  sit  corporam 
motus,  sed  quacumqUe  raticme  acceleretur  vel 
retardetur,  temporibus  infinite  parvis  tanquam  ae- 
quabilis  spectari  potest,  iisque  tempusculis  summa 
quanlitatum  motus  corporum  aequalis  est  facto  ex 
summa  corporum  in  velocitatem  centri  gravitatis; 
unde  quovis  tempore  quantitas  motus  singulo- 
ram  corpomm  aequalis  est  quantitati  motus 
quam  habuissent  omnia  corpora,  si  communi  ve- 
locitate  centri  gravitatis  simul  lata  fuissent . . 
6°.   Si  trium  corporum  systema  moveatur,  duo 
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eadem  quae  corporis  solitarii,  quoad  perseverantiam  in  statu  motus  vel 
quietis.  Motus  enim  progressivus  seu  corporis  soHtarii  seu  systematis  cor- 
porum  ex  motu  centri  gravitatis  aestimari  semper  debet. 

COROLLARIUM  V. 

(')  Corporum  dato  spatio  inclusorum  iidem  sunt  motus  inter  se^  sive  spatium 
illud  quiescatf  sive  moveatur  idem  uniformiter  in  directum  sine  motu  cir- 
culari. 


Nam  difFerentise  motuum  tendentium  ad  eandem  partem,  et  summae 
tendentium  ad  contrarias,  eaedem  sunt  sub  initio  in  utroque  casu  (ex 
hypothesi)  et  ex  his  summis  vel  difFerentiis  oriuntur  congressus  et  impe- 
tus  quibus  corpora  se  mutuo  feriunt.  Ergo  per  Legem  1 1 .  aequales  erunt 
congressuum  efFectus  in  utroque  casu ;  et  propterea  manebunt  motus  inter 
>se  in  uno  casu  aequales  motibus  inter  se  in  altero      Idem  comprobatur 


ex  hisce  corporibus  in  suo  gravitatis  centro  coac- 
ta  fingipossunt  (ex  Dem.)  ac  proinde  trium  plu- 
riumve  corporum  aut  etiam  ejusdera  corporis 
partium  systema  ad  duorum  duntaxat  corporum 
systema  reducitur;  ergo  quantitas  motiis  progres- 
sivi  seu  corporis  solitarii  seu  systematis  corporum, 
ex  motu  centri  gravitatis  aestimari  debet.  Q,.  e.  d. 

72.  Coroll.  1 Si  differentias  quantitatum 

motus  versCis  partes  contrarias  in  systemate  cor- 
porum  sit  nihilo  sequalis,  commune  centrum 
gravitatis  quiescit;  si  inajqualis  est,  progreditur 
in  eam  partem  versiis  quam  praevalet  motus. 

73.  Coroll.  2 Motus  systematis  corpo- 

rum  in  plagam  datam  habetur,  si  centri  gravi- 
tatis  motus  in  duos  motus  resolvatur,  quorum 
unus  in  plagam  datam  dirigatur,  alter  vero  sit 
ipsi  perpendicularis;  nam  summa  corporum 
ducta  in  velocitatem  centri  gravitatis  versus 
datam  directionem  exponit  quantitatem  motus 
totius  systematis  in  eandem  partem  progredi- 
entis. 

(t)  74.  Si  navi  quiescenti  in  qua  continen- 
tur  corpora  variis  motibus  agitata,  motus  in 
directum  sequabilis  imprimatur,  omnia  hsec  cor- 
pora  navis  velocitatem  asque  participant  (leg.  1. 
2.),  adeoque  singulis  corporibus  additur  in  ean- 
dem  plagam  aequalis  velocitas,  ac  proinde  motus 
navi  impressus  respectivas  corporum  velocitates 
non  mutat;  quare  differentiae  velocitatum  in 
corporibus  quae  ad  eandem  partem  tendunt,  et 
summae  velocitatum  in  corporibus  quae  ad  partes 
contrarias  tendunt,  eaedem  manent  ante  et  post 
rootum  navi  impressum;  sed  ex  his  summis  vel 
ditFerentiis  quae  sunt  respectivae  corporum  velo- 
citates,  oriuntur  congressus  et  ictus  magnitu- 
dines  quibus  corpora  se  mutuo  feriunt;  nam  si 
corpus  aliquod  M,  velocitate  C,  in  corpus  qui- 
cscens  m,  incurrat,  eadem  est  ict^s  magnitudo 
ac  si  utrique  corpori  nova  velocitas  c,  in  eandem 
partem  accederet,  et  corpus  M,  cum  velocitate 
C  -|-  c,  In  corpus  m,  vclocitate  c,  motum  im- 


pingeret ;  corpus  enim  M,  in  m,  non  agit  per 
velocltatem  c,  utrique  corpori  conimunem,  sed 
per  solam  velocitatum  differentiam  C  -|-  c  —  c, 
seu  C;  haec  autem  differentia  est  ipsamet  velo- 
citas  qua  corpus  M,  in  aliud  m,  quiesccns  agit. 
lidem  ergo  erunt  congressus  ac  proinde  aequa- 
les  congressuum  effectus  in  utroque  casu  (per 
leg.  2.),  et  propterea  manebunt  motus  respectivi 
in  uno  casu  aequales  motibus  respectivis  corpo- 
rum  in  altero ;  si  autem  motus  circularis  navi 
imprimeretur,.  corpora,  propter  vim  centrifugam 
(18)  in  varias  partes  cum  varia  velocitate  propel- 
lerentur. 

(3)  75-  Vis  acceleratrix  gravitatis,  qua  cor- 
pus  in  plano  ad  horizontem  inclinato  juxta 
plani  directionem  urgetur,  est  ad  vim  gravitatis 
acceleratricem  qua  secundmn  directionem  hori- 
zonti  perpendicularem  pollicitatur,  ut  altitutio 
ploni  ad  ipsius  longitudinem  ....  Dem  .... 


Globus  G,  plano  A  C,  ad  horizontem  C  B, 
inclinato  incumbat;  ex  A,  ad  horizontem  C  B: 
dcmittatur  perpendicuhim  A  B,  et  ex  centro  D, 
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experimento  luculento.     Motus  omnes  eodem  modo  se  habent  in  Navi. 
sive  ea  quiescat,  sive  moveatur  uniformiter  in  directum. 

COROLLARIUM  VL 

Si  corpora  moveantur  qmmodocunqiie  inter  se,  et  a  viribus  acceleratricilms  ce- 
(pialihus  secundum  lineas  paj-allelas  urgeantur;  pergent  omnia  eodem  modo 
moveri  inter  se,  ac  si  viribus  illis  non  essent  incitata, 

Nam  vires  iUae  aequaliter  (pro  quantitatibus  movendorumcorporum)  et 
secimdum  lineas  parallelas  agendo,  corpora  omnia  aequaliter  (quoad  velo- 
citatem)  movebunt  per  legem  11.  ideoque  nunquam  mutabunt  positiones 
et  motus  eorum  inter  se. 


Scholium.  (») 

Hactenus  principia  tradidi  a  Mathematicis  recepta  et  experientia  mul- 
tiplici  confirmata.  Per  leges  duas  primas  et  corollaria  duo  prima  Gahla^us 
invenit  descensum  gravium  esse  in  dupHcata  ratione  temporis,   et  motum 


globi  ad  planum  A  C,  ducatur  recta  D  E,  per- 
pendiculo  A  B,  parallela  quae  esponat  vim 
gravitatis  acceleratricem  qua  globus  secundum 
directiouem  D  E,  horizonti  perpendicularem 
urgetur;  vis  illa,  D  E,  in  duas  vires  resolvatur 
(41),  quarum  altera  D  F,  sit  ad  planum  A  C, 
normalis  quce  proinde  tota  plano  sustinetur,  al- 
tera  vero  D  K ;.  seu  F  E,  plano  parallela  qua 
sola  globus  ad  motum  secundum  directioncm 
plani  A  C,  sollicitatur,  et  erit  vis  acceleratrix 
juxta  plani  inclinati  directionem  agens,  ad  vim 
acceleratricem  perpendiculariter  sollicitantem, 
ut  E  F,  ad  D  E ;  sed  quoniam  triangula  E  F  D, 
A  B  C,  ob  parallelas  D  E,  A  B,  et  angulos 
rectos  ■  F  et  B,  aequales,  similia  sunt,  est  F  E : 
D  E  =  A  B  :  A  C.  Vis  igitur  acceleratix 
gravitatis  secundum  directionem  plani  inclinati 
A  C,  est  ad  \-im  gravitatis  acceleratricem  secun- 
dum  directionem  horizonti  perpendicularem,  ut 
plani  inclinati  altitudo  A  B,  ad  ipsius  longi- 
tudinem  A  C.     Q,  e.  d. 

76.   CoroU.  1 Quoniam  vis  acceleratrix 

gravitatis  juxta  directionem  D  E,  horizonti  per- 
pendicularem  constans  est  (26),  et  vis  accelera- 
trix  F  E,  secundum  directionem  plani  inclinati  A 
C,  est  ad  vim  D  E,  in  ratione  data  A  B,  ad 
A  C;  vis  acceleratrix  F  E,  constans  quoque 
erit;  ea  igitur  omnia  quffi  de  motibus  vi  accele- 
ratrice  constanti  genitis  demonstrata  sunt,  trans- 
ferre  licet  ad  mctus  vi  gravitatis  acceleratrice  in 
plano  inclinato  productos;  nempe.  lo.  Grave 
per  planum  inclinatum  motu  uniformiter  accel- 
erato  descendit,  et  motu  uniformiter  retardato 
ascendit  (25)-  2°.  Velocitates  sunt  ut  temporaqui- 
bus  acquiruntur  (25),  spatia  e  quiete  cadendo  de- 
scripta  sunt  in  ratione  duplicata  temporum  qui- 
bus  percurruntur,  itemque  velocifatiun  quae  his 

Vou   I.  C 


temporibus  acquiruntur;  tempora  vero  itemque 
velocitates  sunt  in  ratione  subduplicata  spatio- 
rum  (27,  28).  3°.  Spatium  a  gravi  in  plauc 
inclinato  percursum  ab  initio  motus  computa- 
tum,  dimidium  est  illius  quod  eodem  tempore 
ab  eodcm  mobili  uniformiter  percurri  potest  cum 
velocitate  ultimo  acquisita  (29). 

77.  Coroll.  2.  Quia  vires  acceleratrices  con- 
stantes  sunt  intcr  se  in  ratione  velocitatum,  quas 
eodem  tempore  producunt  (13),  velocitas  lapsu 
perpendiculari  per  A  B,  acquisita  erit  ad  velo- 
citatem  eodem  tempore  in  plano  inclinato  ac- 
quisitam,  ut  longitudo  plani,  A  C,  ad  ipsius 
altitudinem  A  B  (75). 

78.  Coroll.  3.  Si  ex  puncto  B,  perpendiculi 
A  B,  ad  planum  inclinatum  agatur  perpendi- 
cularis  B  H;  spatium  A  H,  in  plano  inclinato 
eodem  tempore  percurritur,  quo  lapsu  perpen- 
diculari  describitur  A  B ;  nam  ob  similitudinem 
triangulorum  AHB,  ABC,  AH:AB 
=  A  B  :  A  C,  adeoque  A  H,  est  ad  A  B,  ut 
velocitas  in  plano  inclinato  acquisita  ad  veloci- 
tatem,  eodem  tempore  in  perpendiculo  A  B, 
acquisitam  (77).  Sed  velocitates  motu  unifor- 
miter  accelerato  acquisit«,  sunt  ut  dupla  spatia, 
seu,  quod  idem  est,  ut  spatia  eodem  tempore 
percursa  (76) ;  ergo  A  H,  A  B,  sunt  spatia 
eodem  tempore  percursa. 

79.  Coroll.  4.  Tempus  quo  planum  A  C  per- 
curritur,  est  ad  tempus  quo  percurritur  ipsius 
altitudo  A  B,  ut  longitudo  plani  A  C,  ad  ejus 
altitudinem  A  B;  tempus  enim  per  A  C,  esl 
ad  tempus  per  A  H,  in  ratione  subduplicata 
A  C,  ad  A  H  (76)-  Sed  ob  continuam  rec- 
tarum  A  C,  A  B,  A  H  analogiam  A  C,  est 
ad  A  B,  in  ratione  subduplicata  A  C,  ad  A  H ; 
tempus  igitur  per  A  C,  est  ad  tempus  per  A  H, 
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projectilium  fieri  in  parabola ;  conspirante  experientia,  nisi  quatenus  mo- 
tus  illi  per  aeris  resistentiam  aliquantulum  retardantur.  Corpore  cadente 
gravitas  uniformis,  singulis  temporis  particulis  aequalibus  aequaliter  agen- 
do  iraprimit  vires  aequales  in  corpus  illud,  et  velocitates  aequales  generat : 


J^  rectum,  tempus  per  H  'B,  aequale  tempori  per 
H  C,  seu  per  A  B. 

83.  Si  corpus  in  curva  immota  inccdit,  vis 
qua  singula  curvae  puncta  premit,  cum  vi  finita 
qua  movetur  corpus  comparata,  major  non  est 
quantitate  infinitesima  primi  ordinis ;  vis  seu 
celeritas  quam  in  singulis  curvae  punctis  amittit, 
major  non  est  quantitate  infinitesima  secundi 
ordinis;  tandem  vis  seu  celeritas  per  finitum 
curvae  arcum  amissa  major  non  est  quantitate 
infinitesima  primi  ordinis,  adeoque  corpus  in 
curva  progreditur  eadem  celeritate  finita  ac  si 
nihil  omnino  virium  amitteret .... 


C  c. 

hoc  est(78),  ad  tempus  per  A  B,  ut  A  C,  ad  A  B. 

80.  Coroll.  5.  Cum  sit  A  C,  ad  A  B,  ut 
tempus  per  A  C,  ad  tempus  per  A  B;  et  A  c, 
ad  A  B,  ut  tempus  per  A  c,  ad  tempus  per  A  B, 
(79),  tempora  quibus  percurruntur  diversa  plana 
A  C,  A  c,  ejusdem  altitudinis  A  B ,  sunt  ut 
planorum  longitudines. 

81.  CoroU.  6.  Celeritates  gravium  in  plano 
quovis  inclinato  A  C,  et  in  perpendiculo  A  B, 
aequales  sunt,  ubi  gravia  ex  eadem  altitudine 
ad  eandem  rectam  horizontalem  C  B,  perve- 
nerint,  adeoque  velocitates  in  planis  inclina- 
tis  A  C,  A  c,  ejusdem  altitudinis  in  C  et  c, 
sunt  aequales ;  est  enim  velocitas  in  B,  ad  ve- 
locitatem  in  H,  ut  A  B  ad  A  H  (ea  enim 
spatia  eodem  tempore  descripta  sunt)  et  ob 
similitudinem  triangulorum  A  H  B,  A  B  C, 
sicut  A  C  ad  A  B  :  velocitas  autem  in  C,  est 
ad  velocitatem  in  H,  in  ratione  subduplicata 
AC,adAH,  hoc  est,  ob  continuam  analogiam 
rectarum  A  C,  A  B,  A  H,  in  ratione  A  C, 
ad  A  B ;  quare  velocitas  in  B,  est  ad  velocita- 
tem  in  H,  ut  velocitas  in  C,  ad  eandem  velo- 
citatem  in  H,  adeoque  velocitas  in  C,  aequalis 
est  veloeitati  in  B. 

82.  Coroll.  7.  Tempus  de- 
scensus  per  chordas  quaslibet 
A  H,  H  B,  circuii  cujus 
diameter,  A  B,  est  ad  hori- 
zontem  perpendicularis,  a;- 
quale  est  tempori  descensus 
per  totam  diametrum  A  B, 
ac  proinde  tempora  descensus 
per  omnes  chordas  sunt  aequa- 
lia;    Cum  enim   angulns 

'  A  H  B,  in  semicirculo  reclus 
sit,  tempus  descensus  per 
A  H,  asquale  est  tempori  de- 
scensus  per  A  B,  (78),  et 
ducta  H  C,  diametro  A  B, 
aequali  et  parallela  junctaque 
C  B,  erit  ob  angulum  H  B  C, 


WL 


Dem.~Curva.  quaelibet,  ut-  notum  est,  con- 
siderari  potest  tanquam  polygonum  A  B  C  D, 
ex  innumeris  atque  infinitesimis  lateribus  rectis 
A  B,  B  C,  C  D,  compositum,  quorum  duo 
quaevis  B  C,  C  D,  angulum  comprehendunt  a 
duobus  angulis  rectis,  nonnisi  quantitate  infi- 
nitesima  deficientem,  ita  ut  producto  latere 
C  D,  in  E,  angulus  externus  B  C  E,  sit  infi- 
nitesimus.  Centro  C,  et  radio  C  B,  describa- 
tur  semicirculus  E  B  G  L,  ex  puncto  B  vero 
demittatur  in  rectam  E  D,  perpendicularis  B  K, 
et  corapleto  rectangulo  K  F,  motus  corporis  la- 
tere  B  C,  expositus,  in  binos  B  K,  B  F,  seu 
K  C,  resolvitur  (Coroll.  1.  Newt.)  His  posi- 
tis  manifestum  est  (51 )  vim  seu  celeritatem  qua 
corpus  in  latus  C  D,  incurrit,  illudque  premit 
seu  pcrcutit,  perpendiculari  F  C,  sive  B  K, 
repraDsentari;  celeritatem  post  ictum,  (suppo- 
nendo  corpora  esse  elaterio  destituta)  recta  K  C, 
seu  C  H,  exhiberi,  et  celeritatem  ex  impactu 
in  C,  amissam  recta  E  K,  exponi,  cum  E  K, 
sit  differentia  rectarum  B  C,  K  C  ;  hoc  est,  ce- 
leritatum  ante  ct  post  impactum.  Jam  si  angu- 
lus  B  C  K,  finitae  quantitatis  esset,  recta  B  K, 
finitam  haberet  ad  rectas  B  C,  K  C,  rationem, 
quae  decrescente  angulo  B  C  K,  semper  minu- 
itur  adeoque  infinitesirna  evadit,  dum  angulus 
B  C  K  est  infinitesimus;  est  igitur  B  K,  seu 
vis  qua  corpus  curvam  premit  in  C,  quantitas 
non  major  infinitesima  primi  ordinis ;  verum 
quia  in  circulo  EK:BK=B  K:KL, 
erjt  E  K,  quantitas  infinitesima  respectu  B  K, 
quemadmodum,  ex  demonstratis  B  K,  infini- 
lesima  est  respectu  B   C,  aut   K  C,  adetq.ie 


Leges  Motus.]     PRINCIPIA  MATHEMATICA. 


35 


et  tempore  toto  vim  totam  imprimit,  et  velocitatem  totam  generat  tempori 
proportionalem.  Et  spatia  temporibus  proportionalibus  descripta,  sunt  ut 
velocitates  et  tempora  conjunctim ;  id  est  in  duplicata  ratione  temporum. 
Et  corpore  sursum  projecto  gravitas  unifbrmis  vires  imprimit  et  velocitates 


respectu  K  L;  ergo  celeritas  seu  vis  in  puncto 
C  amissa  non  superat  quantitatem  infinitesimam 
secundi  ordinis.  Quare  ciim  velocitas  quam 
corpus  per  singula  curvie  latera  A  B,  B  C, 
C  D,  amittit,  non  excedat  quantitatem  infinite. 
simam  secundi  ordinis,  per  latera  curvae  numero 
infinita,  hoc  est,  per  arcum  curvae  finitum,  non 
potest  celeritatem  amittere  majorem  quantitate 
infinitesima  primi  ordinis  qua;  est  summa  quan- 
titatum  infinitesimarum  secundi  ordinis;  ea 
igitur  quantitate  neglecta,  corpus  eodem  modo 
motum  suum  in  curva  continuat  ac  si  nihil  viri- 
um  aniisisset.     Q.  e.  d. 


E   F 


«equalem  esse  velocitati  lapsu  pcrpendiculari  ac- 
quisitae  in  punctis  correspondentibus  b,  c,  d. 

86.  Si  grave  de-    . 
scendat  percurs-am  /V  .Ej  3. 

quamlibet  A  B  C 
A  ductis  lineis  ^\ 
A  a,  B  b,  C  c, 
horizonti  parallehs, 
et  ex  puncto  cur- 
vse  infimo  D,  recta 
D  E,  ad  horizontem 
normah",  patet  (85)  gravis  per  arcum  A  D,  vel 
a  D,  descendentis  eandem  esse  velocitatem  in 
punctis  aeque  altis  B  et  b,  C  et  c.  Quare  cum 
ex  A,  pervenit  ad  punctum  infimum  D,  ex  im- 
petu  per  lapsum  acquisito  ascendit  per  arcum 
D  a,  ad  punctum  a,  acque  altum,  in  quo  omnis 
velocitas  extinguitur,  et  in  punctis  correspon- 
dentibus  B  et  b,  C  et  c,  eandem  tam  in  ascensu 
quam  in  descensu  habet  velocitatem  (26).  Si 
vero  arcus  D  a,  arcui  D  A,  similis  et  Ecqualis 
fuerit,  singuh  arcus  aeque  alti  C  D  et  D  c,  B  D 
et  p  b,  A  D  et  D  a,  aequalibus  rcspective  tSnu 
poribus  percurruntur  (26). 


84.  Si  grave  ex  quiete  in  A,  per  plana  con- 
tigua  A  B,  B  C,  C  D,  descendat,  et  flexus 
seu  anguli  B,  C,  motui  non  officiant,  velocitss 
gravis  per  plana  inclinata  descendentis,  aequalis 
est  velocitati  quam  lapsu  perpendiculari  haberet 
in  pari  ab  horiz^nte  distantia  ....  Dem. — 
Ductis  rectis  A  a,  B  b,  C  c,  D  d,  horizonti 
parallelis  et  perpendiculo,  a  d,  demisso,  produ- 
cantur  C  B,  D  C,  donec  occurrant  rectae  A  a, 
in  E  et  F;  velocitas  lapsu  per  A  B,  acquisita 
sequalis  est  velocitati  quaj  acquireretur  lapsu  per 
E  B,  aut  etiam  per  A  B,  (81 ),  adeoque  cum 
flexus  B,  motui  non  officiat  (per  /lyp.)  grave 
motum  suum  per  planum  B  C,  eodem  modo 
continuat,  ac  si  ex  puncto  E,  per  planum  uni- 
cum  E  C,  descendisset;  est  igitur  velocitas  in 
C,  jequalis  velocitati  lapsu  perpendiculari  per, 
a  c,  acquisitae.  Similiter  ostendJtur  velocitatem 
in  D  aequalem  esse  veloditati  in  d.     Q.  e.  d. 

85.  Augeatur  planorum  numerus,  et  singu- 
lorum  longitudo  minuatur  in  infinitum  ut  linea 
A  B  C  D  cur\a  evadat,  etquia  anguli  B,  C,  D, 
velocitati  corporis  non  officiunt  (So),  manifes- 
tum  est;  gravis  per  curvam  descendentis  veloci- 
tatem   in   singulis   curvae   punctis    B,     C,    D, 

C 


87.  Velocitas  gravis  per  quemvis  circuli  ar- 
cum  E  B,  descendentis  in  puncto  infimo  B, 
est  ad  velocitatem  quam  lapsu  perpendiculari 
per  totam  diametrum  A  B  acquireret,  ut  chor- 
da  E  B,  ad  diametrum  A  B  ....  Dcrn. — 
Ducta  E  G,  horizonti  parallela  ade6que  ad 
diametruin  A  B,  perpendiculari,  velocitas  per 
arcum  E  B,  acquisita,  xqualis  est  velocitati  ac- 
quisita;  per  G  B  (85).  Est  ergo  ad  vclocitatem 
per  A  B  acquisitam  in  ratione  subduplicata  G  B, 
ad  A  B  (2?*. )  Sed  propter  triangula  rectan.fnila 
similia  A  E  B,  B  G  E,  G  B:  E  B=E  b:7\B, 
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aufert  temporibus  proportionales ;  ac  tempora  ascendendi  ad  altitudines 
summas  sunt  ut  velocitates  auferendae,  et  altitudines  illae  sunt  ut  veloci- 
tates  ac  tempora  conjunctim :  seu  in  duplicata  ratione  velocitatxun.  Et 
corporis  secundum  rectam  quamvis  projecti  motus  a  projectione  oriundus 
cum  motu  a  gravitate  oriundo  componitur.  Ut  si  corpus  A  motu  solo 
projectionis  dato  tempore  describere  posset  rectam 
A  B  et  motu  solo  cadendi  eodem  tempore  describere  . 
posset  altitudinera  A  C :  compleatur  parallelogram- 
mum  A  B  D  C,  et  corpus  illud  motu  composito  repe- 
rietur  in  fine  temporis  in  loco  D ;  et  curva  linea  A  E 
D,  quam  corpus  illud  describet,  erit  parabola  quam 
recta  A  B  tangit  in  A,  et  cujus  ordinata  B  D  est  ut 
A  B  q.  Ab  iisdem  legibus  et  corollariis  pendent  de-  C 
monstrata  de  temporibus  osciUantium  pendulorum,  suffragante  horologio- 
rum  experientia  quotidiana :  Ex  his  iisdem  et  lege  tertia  Christophorus 
Wrennus,  Eques  auratus,  Johannes  Wallisius,  S.  T.  D.  et  Christianus  Hu- 
genius,  aetatis  superioris  geometrarum  facile  principes,  regulascongressuum 
et  reflexioniun  durorum  corporum  seorsim  inveuerunt,  et  eodem  fere  tem- 
pofe  cum  Societate  Regia  communicarunt,  inter  se  (quoad  has  leges)  om- 
nino  conspirantes:  et  primus  quidem  Wallisius,  deinde  Wrennus  et  Huge- 


adeoque  E  B,  ad  A  B,  in  ratione  subduplicata 
G  B  ad  A  B ;  velocitas  igitur  per  arcum  E  B, 
acquisita  in  B,  est  ad  velocitatem  per  A  B,  acqui  • 
sitam,  ut  chorda  E  B,  ad  diameti-um  AB.   Q.  e.  d. 

88.  CoroU.  Ducta  quavis  altera  chorda  D  B, 
erit  etiam  velocitas  per  arcum  D  B,  acquisita  in 
B,  ad  velocitateni  per  diametrum  A  B,  ut  D  B, 
ad  A  B,  ac  proinde  velocitates  per  arcus  D  B, 
E  B  acquisitas  in  puncto  infimo  B,  sunt  inter 
se  ut  horum  arcuum  chordae  ;  unde  si  capiantur 
arcus  B  1,  B  2,  B  3,  B  4,  quorum  chordse 
f,int  respective  ut  1.2.  3.  4,  velocitas  gravis  per 
arcus  iilos  descendentis  in  puncto  B,  erunt  ut 
1.  2.  3.  4. 

89.  Si  pendu- 
lumB,  circapunc- 
tum  fixum  A,  ro- 
tetur,  et  globus 
B,  filo  A  B. 
appensus  instar 
puncti  considere- 
tur,  arcum  circu- 
li  C  B  D,  descri- 
bet,  idemque  glo- 
bo  huic  motus  ac- 
cidet  ac  si  in  su- 
perficie  sphaericar' 
immota  et  perfec-'*' 
te  laevigatasubla- 
to  filo  volveictur. 


B,  et  exinde  demittatur;  et  recta  C  F,  horizon- 
ti  perpendicularis  vim  gravitatis  acceleratricem 
in  perpendiculo  exponat;  ea  vis  resolvatur  in 
duas  vires,  quarum  una  exhibeatur  recta  C  E, 
ad  arcum  seu  tangentem  in  C  perpendiculari ; 
altera  vero  tangente  C  G;  vis  C  E,  qua  filum 
A  C,  directe  trahitur  ad  globi  motum  nihil  con- 
fert  et  sola  vi  ut  C  G,  urgetur;  arcus  vero 
C  B  D,  considerari  potest  ut  polygonum  cujus 
latus  unum  in  C,  positionem  habet  tangentis 
C  G,  et  si  globus  per  planum  C  G,  vi  gravita- 
tis  urgeatur,  sublato  filo  vis  C  E,  plano  C  G, 
tota  sustinetur,  et  globus  sola  vi  C  G,  ad  mo- 
tum  in  plano  C  G,  sollicitatur,  Cum  igitur 
idem  in  omnibus  punctis  arcus  C  B  D,  eodem 
modo  demonstrari  possit,  patet  filum  A  C,  su- 
pcrficiei  C  B  D,  vices  subire,  et  in  utroque 
casu  motum  globi  per  arcum  C  B  D,  eadem 
ratione  perfici.     Q.  e.  d. 

90.  Coroll.  \.  Pendulum  A  B,  inter  duas 
laminas  curvas  A  L  C,  A  K  D,  iramotas  et 
sese  contingentes  in  A,  ita  oscilletur  ut  filum 
A  B,  in  situ  ad  horizontem  perpendiculari 
utramque  laminam  tangat  in  A  ;  dum  vero  os- 
.J)  cillatur  pendulum,  curvis  laminis  filum  circum- 
plicetur  easque  perpetuo  tangat  ut  in  L  et  K ; 
per  hanc  fili  ad  laminas  applicationem  continuo 
impeditur  motus  penduli  in  circulo,  aliamque 
curvam  C  B  D,  describere  cogitur;  et  eodem 
quo   usi   fuimus  ratiocinio    (89),  demonstratur 


.  Dmv— Ad  punctum  C,  adducatur  globus     pendulum  in  hac  cmrva  eodera  modo  moveri  ac 
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nius,  inventuin  prodiderunt.  Sed  et  veritas  comprobata  est  a  Wrenno  co- 
ram  Regia  Societate  per  experimentum  pendulorum:  quod  etiam  Claris- 
simns  Mariottus  libro  integro  exponere  mox  dignatus  est.  Verum,  ut  hoc 
experimentum  cum  theoriis  ad  amussim  congruat,  habenda  est  ratio,  cum 
resistentiae  aeris  tiun  etiam  ^ 
vis  elasticae  concurrentium 
corporum.  Pendeant  corpora 
sphserica  A,  B  filis  parallehs  ^^ 
et  asquahbus  A  C,  B  D,  a  y 
centris  C,  D.  His  centris  et  V 
intervallis  describantur  semi- 
circuh  E  A  F,  G  B  H  radiis 
C  A,  D  B  bisecti.  ('')  Trahatur  corpus  A  ad  arcus  E  A  F  punctum  quod- 
vis  R,  et  (subducto  corpore  B)  dsmittatur  inde,  redeatque  post  unam  os- 
cillationem  ad  pmictum  V.  Est  R  V  retardatio  ex  resistentia  abris.  Hu- 
jus  R  V  fiat  S  T  pars  quarta  sita  in  medio;  ita  scilicet  ut  R  S  et  T  V  ae- 
quentur;  sitque  R  S  ad  S  T  ut  3  ad  2.  Et  ista  S  T  exhibebit  retardatio- 
nem  in  descensu  ab  S  ad  A  quam  proxime.  Restituatur  corpus  B  in  4o- 
cum  suum.  Cadat  corpus  A  de  puncto  S,  et  velocitas  ejus  in  loco  reflexi- 
onis  A  sine  errore  sensibili  tanta  erit,  ac  si  in  vacuo  cecidisset  de  loco  T. 

redibit  ad  punctum  C,  atque  ita  continuas  osciU 
lationes  itu  etredituincuna  C  B  D,  perficiet(86). 

92.  CoroU.  5.  Si  nulla  foret  medii  resistentia, 
nullaque  circa  laminas  incurvatas  aut  centrum 
rotationis  frictio,  tequales  et  pcrpetua;  forent 
pendulonim  oscillationes;  veriim  has  ob  causas 
singulis  vibrationibus,  licet  insensibiliter,  minu- 
itur  penduli  velocitas,  arcusque  continuo  brevio- 
rcs  describit,  ac  tandem  omnino  quiescit, 

93.  Coroll.  4,  Velocitates  ejusdem  penduli  in 
circuli  peripheriam  excurrentis,  sunt  in  puncto 
infimo  ut  arcuum  descriptorum  chorda  (88). 

(b)  94.  Trahatur  corpus  A,  ad  arcus  E  A  F, 

punctum  quodvis  R,  et  demittatur  inde,  sublata 

medii  resistentia  ad  eandem  altitudinem  M,  as- 

cendere  et  rursus  ad  punctum  R,  redire  debct 

si  grave   B,  libore  et  absque  filo   per  curvam     (92).   Cum  autem  post  unam  oseillationcm  ex 

immotam  et  perfecte  l^vigatam  C  B  D,  ince-    ""  «' '"editu  compos.tam  pervemat  (ex  %,-)  ad 

,  ^  °  punctum  V,  arcus  R  V  exponet  medu  retarda- 

91.  Coroll.  2.  Quapropter  omnia  quae  de  motu 
gravium  in  curvis  superficiebusdemonstratafuere, 
motui  penduli  per  easdem  curvas  osciliantis 
conveniunt.  Nempe  lo.  Penduli  velocitas  sem-^ 
pcr  aDquah's  est  velocitati  quam  acquireret  caden- 
do  per  altitudinem  perpendicularem  arcui  per-  ^ 
curso  correspondentem  (85).  2°.  Pendulum 
ex  C  demissum,  vi  gravitatis  urgente  ad  punc- 
tum  infimum  B,  descendet,  et  ex  impetu  con- 
cepto,  per  arcum  B  D,  ascendet  ad  eandem 
allitudinem  D,  ibique  omni  velocitate  amissa, 
vi  gravitatis  impellente  ad  punctum  infimum 
B,  relabetur,  amissamque  recupcrans  velocitatem 
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Exponatur  igitur  haec  velocitas  per  chordani  arcus  T  A.  Nam  veloci- 
tatem  penduli  in  puncto  infimo  esse  ut  chordam  arcus,  quem  cadende  de- 
scripsit,  propositio  est  geome-  tl    Cr  C      D  F   H 

tris  notissima.  Post  reflexi- 
onem  perveniat  corpus  A  ad 
locum  s,  et  corpus  B  ad  lo- 
cum  k.  Tollatur  corpus  B  et 
inveniatur  locus  v  ;  a  quo  si 
corpus  A  demittatur  et  post 
unam  oscillationem  redeat  ad 
locum  r,  fit  s  t  pars  quarta  ipsius  r  v  sita  in  medio,  ita  videlicet  ut  r  s  et 
t  V  aequentur;  et  per  chordam  arcus  t  A  exponatur  velocitas,  quam  corpus 
A  proxime  post  reflexionem  habuit  in  lcco  A.  {^)  Nam  t  erit  locus  ille  ve- 
rus  et  correctus,  ad  quem  corpus  A,  sublata  aeris  resistentia,  ascendere  de- 
buisset.  Simili  methodo  corrigendus  erit  locus  k,  ad  quem  corpus  B  as- 
cendit,  et  inveniendus  locus  1,  ad  quem  corpus  illud  ascendere  debuisset  in 
vacuo.  Hoc  pacto  experiri  licet  omnia,  perinde  ac  si  in  vacuo  constituti 
essemus.  Tandem  ducendum  erit  corpus  A  (utita  dicam)  in  chordam 
arcus  T  A,  quae  velocitatem  ejus  exhibet,  ut  habeatur  motus  ejus  in  loco  A 
proxime  ante  reflexionem;  deinde  in  chordam  arcus  t  A,  ut  habeatur  mo- 
tus  ejus  in  loco  Aproxime  post  reflexionem.  Et  siccorpus  B  ducendum 
erit  in  chordam  arcus  B  1,  ut  habeatur  motus  ejus  proxime  post  reflexio- 
nem.  Et  simiii  methodo,  ubi  corpora  duo  simul  demittuntur  de  locis  di- 
versis,  inveniendi  sunt  motus  utriusque  tam  ante,  quam  post  reflexionemj 
et  tum  demum  conferendi  sunt  motus  inter  se  et  colligendi  effectus  reflexi- 
onis.  Hoc  modo  in  pendulis  pedum  decem  rem  tentando,  idque  in  cor- 
poribus  tam  inaequalibus  quam  aequalibus,  et  faciendo  ut  corpora  de  in- 
tervallis  amplissimis,  puta  pedum  octo  vel  duodecim  vel  sexdecim,  concur- 
rerent;  reperi  semper  sine  errore  trium  digitorum  in  mensuris,  ubi  cor- 

arcubus  descriptis  proportioiiales,  erit  arcus  S  A 
(x)  ad  arcum  R  A  (1)  ut  retardatio  arcus  S  A 
quae  statuitur  esse  b,  seu  quarta  pars  totius 
R  V,  ad  retardationem  primi  arcus  R  A  quae  erit 

E  C  F 
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tionem  in  duplici  ascensu  et  descensu;  quare  ut 
habeatur  medii  retardatio  in  uno  tantum  de- 
scensu,  sumepda  est  quarta  pars  totius  retarda- 
tionis,  id  est  quarta  pars  arcus  R  V,  dummodo 
ille  descensus  neque  ex  puncto  supremo  R,  ne- 
que  ex  infiino  V  ordiatur:  nam  cum  major  sit 
medii  retardatio  in  arcu  majori  quam  in  minori 
semperque  fiant  minores  arcus  a  pendulo  oscil 
lante  descripti,  inaequales  quoque  erunt  retarda-n 
tiones  in  singulis  arcubus,  et  retardatio  descen- 
sus  per  R  A,  major  erit  quarta  parte  totius 
retardationis  R  V  ut  retardatio  ultimi  ascensus 
A  V,  minor  erit  quarta  parte  totius  retardationis 
R  V.  Hoc  autem  aut  simili  calculo  determi- 
navit  Ncwtonus  punctum  S  tale  ut  retardatio  in 
desccnsu  per  S  A  sit  quarta  pars  totius  retarda- 
tionis  R  V.  Dicatur  arcus  R  A,  1,  arcus  R  V, 
4  b,  arcus  qusesitus  S  A,x;  sintque  retardationes 


LegesMotus.]     PRINCIPIA  MATHEMATICA.  39 

pora  sibi  mutuo  directe  occurrebant,  aequales  esse  mutationes  motuum 
corporibus  in  partes  contrarias  illatae,  atque  ideo  actionem  et  reactionem 
semper  esse  aequales.  Ut  si  corpus  A  incidebat  in  corpus  B  quiescens  cum 
novera  partibus  motus,  et  amissis  septem  partibus  pergebat  post  reflexio- 
nem  cum  duabus;  corpus  B  resiliebat  cum  partibus  istis  septem.  Si  cor- 
pora  obviam  ibant,  A  cura  duodecim  partibus  et  B  cum  sex,  et  redibat  A 
cum  duabus;  redibat  B  cum  octo,  facta  detractione  partium  quatuordecim 
utrinque.  De  motu  ipsius  A  subducantur  partes  duodecim  et  restabit  ni- 
hil:  subducantur  aliae  partes  duae,  et  fiet  motus  duarum  partium  in 
plagam  contrariam :  et  sic  de  motu  corporis  B  partium  sex  subducendo 
partes  quatuordecim,  fient  partes  octo  in  plagam  contrariam.  Quod  si 
coipora  ibant  ad  eandem  plagam,  A  velocius  cum  partibus  quatuordecim, 
et  B  tardius  cum  partibus  quinque,  et  post  reflexionem  pergebat  A  cum 
quinque  partibus  ;  pergebat  B  cum  quatuordecim,  facta  translatione  par- 
tium  novem  de  A  in  B.  Et  sic  in  reliquis.  A  congressu  et  collisione  cor- 
porum  nunquam  mutabatur  quantitas  motus,  quae  ex  summa  motuum  con- 
spirantium  et  difFerentia  contrariorum  colligebatur.  Nam  errorem  digiti 
unius  et  alterius  in  mensuris  tribuerim  difficultati  peragendi  singula  satis 
accurate.  Difficile  erat,  tum  pendula  simul  demittere  sic,  ut  corpora  in  se 
mutuo  impingerent  in  loco  infimo  A  B;  tum  loca  s,  k  notare,  ad  quae 
corpora  ascendebant  post  concursum.  Sed  et  in  ipsis  corporibus  pendulis 
inaequalis  partium  densitas,  et  textura  aliis  de  causis  irregularis,  errores  in- 
ducebant. 

Porro  ne  quis  objiciat  regulam,  ad  quam  probandam  inventum  est  hoc 
experimentum,  praesupponere  coi^pora  vel  absolute  dura  esse,  vel  saltem 
perfecte  elastica,  cujusmodi  nulla  reperiuntur  in  compositionibus  naturali- 
bus ;  (^)  addo  quod  experimenta  jam  descripta  succedunt  in  corporibus 
mollibus  aeque  ac  in  duris,  nimirum  a  conditione  duritiei  neutiquam  pen- 
dentia.     Nam  si  regula  illa  in  corporibus  non  perfecte  duris  tentanda  est, 

b:  X.  Q,userantur  successive  retardationes  secundi,  correctus  ad  quem  corpus  A,  sublata  aeris  resis- 

tertii,  quartive  arcus  eadem  ratione ;  arcus  autem  tentia  ascendere  debuisset ;  nam  corpus  A,  ex  t, 

secundusestsequalisprimoRA,  demptaejusretar-  iu  medio  non  resistente  descendens,  in   puncto 

dationeb:  X.  Tertiusarcusasqualissecundodemp-  infimo  A,   eam  haberet  velocitatem  qua  posset 

ta  ejus  retardatione,  et  sic  deinceps,  omnes  vero  arcum  A  t,  ascendendo  describere  (91),  et  qua 

illae  retardationes  simul  sumptffi  a;quabuntur  toti  ob  aiiris  resistentiam,  nonnisi  arcum   A  s,    (94) 

retardationi  R  V  seu  4  b  ;  unde  fit  aequatio  ex  qua  percurreret,  ergo  cum  post  reflexionem  ascendat 

valor  arcus  S  A,  seu  x,  obtinebitur,  per  approxi-  ad  s,  eam  habet  in  A  velocitatem,  qua  in  medio 

.  „  .         .  .  ,.    1   3  b  non  resistente  ad  punctum  t  ascenderet. 

mationem  autem  mvemetur  aequalis  1  — _,  su-         ^^^  gg,   Experknenta  jkm  descripta  succedunt 

matur  itaque  R  S  aequaUs  quartae  parti  cum  ejuS  in  corporibus  moUibus  et  non  elasticis  asque  ac 

semisse  totius  retardationis  R  V,  retardatio  per  in  duris  et  elasticis,  ut  pote  a  conditione  duritiei 

arcum  S  A  erit  asqualis  S  T  quartse  parti  totius  et  elasticitatis,  sed  tantum  ab  actionis  et  reactio- 

retardationis  R  V,  ideoque  cadat  corpus  ex  punc-  nis  aequalitate  et  oppositione  pendentia;    nam  si 

to  S,  ejus  celeritas  in  A  eadem  est  sine  errore  regula  ilJa  in  corporibus   non  perfeete   elasticis 

sensibili,  ac  si  in  vacuo  decidisset  ex  T.  tentanda  est,  ut  ex  ipsorum  motibiis  ante  conflic- 

(<;)  95.  t,  (fig.   Newt. ),  erit  locus  verus  et  tum  inveniantur  motus  post  conflictum,  debcbit 
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debebit  solummodo  reflexio  minui  in  certa  proportione  pro  quantitate  vis 
elasticse.     In  theoria  Wrenni  et  Hugenii  corpora  absolute  dura  redeunt 
ab  invicem  cum  velocitate  congressus.  C")  Certius  id  affirmabitur  de  per- 
fecte  elasticis.  (f)  In  imperfecte  elasticis  velocitas  reditus  minuenda  est  si- 
mul  cum  vi  elastica;  propterea  quod  vis  illa,  (nisi  ubi  partes  corporum  ex 
congressu  laeduntur,  vel  extensionem  aliqualem  quasi  sub  malleo  patiuntur,) 
certa  ac  determinata  sit  (quantum  sentio)  faciatque  ut  corpora  redeant  ab 
invicem  cum  velocitate  relativa,  quae  sit  ad  relativam  velocitatem  concur- 
sus  in  data  ratione.    Id  in  pilis  ex  lana  arcte  conglomerata  et  fortiter  con- 
stricta  sic  tentavi.     Primum  demittendo  pendula  et  mensurando  reflexio- 
nem,  inveni  quantitatem  vis  elasticae;  deinde  per  hanc  vim  determinavi 
reflexiones  in  aliis  casibus  concursumn,  et  respondebant  experimenta.    Re- 
dibant  semper  pilae  ab  invicem  cum  velocitate  relativa,  quas  esset  ad  velo- 
citatem  relativam  concursus  ut  5  ad  9  circiter.    Eadem  fere  cum  velocitate 
redibant  pilae  ex  chalybe :  aliae  ex  subere  cum  paulo  minore :  in  vitreis  autem 
proportio  erat  1 5  ad  16  circiter.  Atque  hoc  pacto  lex  tertia  quoad  ictus  etre- 
flexiones  per  theoriam  comprobata  est,  quae  cum  experientia  plane  congruit. 
In  attractionibus  rem  sic  breviter  ostendo.     Corporibus  duobus  quibus- 
vis  A,  B,  se  mutuo  trahentibus,   concipe  obstaculum  quodvis  interponi, 
quo  congressus  eorum  impediatur.     Si  corpus  alterutrum  A  magis  trahi- 
tur  versus  corpus  alterum  B,  quam  illud  alterum  B  in  prius  A,  obstaculura 
magis  urgebitur  pressione  corporis  A  quam  pressione  corporis   B;  proin- 
deque  non  manebit  in  aequiKbrio.     Praevalebit  pressio  fortior,  facietque  ut 
systema  corporum  duorum  et  obstaculi  moveatur  in  directum  in  partes 
versus  B,  motuque  in  spatiis  liberis  semper  accelerato  abeat  in  infinitum. 
Quod  est  absurdum  et  legi  primae  contrarium.     Nam  per  legem  primam 
debebit  systema  perseverare  in  statu  suo  quiescendi  vel  movendi  uniformi- 

solummodo  reflexio  minui  in  certa  proponione,  fibrarum  extensioni  adhibita,  vi  restitutivae  de- 

pro  quantitate  vis  elastlca  (52).  trahitur.     His  causis  addi  potest  intestinus  par- 

(6)  97.  Certiiis  id  affirmabitur  de  perfecte  e.  tium  corporis  percussi  motus  sono  ipso  satis  in- 

lasticis;  corpora  enim  perfecte  dura,  seu  quorum  dicatus,    qui   in   reflexionera   noii    impenditur. 

partes  nuUa  vi  finita  separari  aut  flecti  possunt,  Haec  materia  variis  Rizzeti  experimentis  iilus- 

nulla  quoque  vi  restitutiva  aut  repulsiva  pollere  tratur  in    Commentariis    Instituti  Bononiensis. 

videntur;    adeoque  cum  nihil   sine  causa  fiat,  Tria  globulorumvitreorumparia  sibi  paravit  Riz- 

corporum  perfecte  durorum  concurrentium  nuUa  zetus ;  globuli  primi  paris  diametrum  habebant 

videtur  esse  posse  reflexio.  trium  unciarum,  secundi  duarum,  tertii  unius, 

(*)  98.   In  imperfecte  elasticis,  velocitas  redi-  ita  ut  essent  diversorum  parium  diametri  iuter  se, 

tus  mlnuenda  est  cum  vi  elastica,  propterea  quod  ut  3.  2.  1.      Fecit  ut  globuli  primi  paris  filo  ap- 

vis  illa,  licet  imperfecta,  certa  tamen  ac  determi-  pensi  simul  congrederentur,    notavitque  veloci- 

nata  est,  in  iisdem  corporibus,  nisi  ubi  partes  cor-  tatem    respectivam    quam    habuerunt   vel   an- 

porum  ex  congressu  laduntur,  vel  extensionem  t?  vel  post  ictum,  detracta  tamen,   more  Newto- 

aliqualem  quasi   sub   malleo   patinntur  ;    dum  niano,  aiiris  resistentia ;  idemque  tcntavit  tum  in 

enim  corporis  elastici  fibrae  ex  ictu  flectuntur,   si  2".  tum  in  3».   pari.       In  !<>.  globulorum  pari 

aliqua  abrumpatur  fibra,   ea  non  sese  restituit,  cum  velocitas  respectiva  ante   ictum  fuisset  11, 

adeoque  vis  corporis  restitutiva  minuitur  ;  si  vero  fuit  post  ietum  10 ;  in  2°.  pari  cum  fuLsset  ante 

fibra;  extendantur,  ut  ferri  lamina  repetitis  mal-  ictum  16,  fuit  post  ictum  15  ;    in  3°.  pari  cum 

lei  ictibus  in  longum  diducitur,  pars  ictus  huic  fuisset  antc  ictum  31 ,  fuit  post  ictum  50.  Uude 
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ter  in  directum,  proindeque  corpora  aeqnaliter  urgebunt  obstaculum,  et  id- 
circo  aequaliter  trahentur  in  invicem.  {^)  Tentavi  hoc  in  magnete  et  ferro. 
Si  hsec  in  vascuKs  propriis  sese  contingentibus  seorsim  posita,  in  aqua 
stagnante  juxta  fluitent;  neutrum  propellet  alterum,  sed  sequalitate  at- 
tractionis  utrinque  sustinebunt  conatus  in  se  mutuos,  ac  tandem  in  sequi- 
librio  constituta  quiescent. 

Sic  etiam  gravitas  inter  terram  et  ejus  partes  mutua  est.  Secetur  terra 
F  I  plano  quovis  E  G  in  partes  duas  E  G  F  et  E  G  I :  et  oequalia  erunt 
harum  pondera  in  se  mutuo.  Nam  si  pla- 
no  aho  H  K  quod  priori  E  G  parallelum 
sit,  pars  major  E  G  I  secetur  in  partes 
duas  E  G  K  H  et  H  K  I,  quarum  H  K  I 
sequahs  sit  parti  prius  abscissse  E  F  G : 
manifestum  est  quod  pars  media  E  G  K  H 
pondere  proprio  in  neutram  partium  ex- 
tremarum  propendebit,  sed  inter  utramque 
in  ajquilibrio,  ut  ita  dicam,  suspendetur, 
et  quiescet.  Pars  autem  extrema  H  K  I  toto  suo  pondere  incumbet  in 
partem  mediam,  et  urgebit  illam  in  partem  alteram  extremam  E  G  F ; 
ideoque  vis  qua  partium  HKIetEGKH  summa  E  G  I  tendit  versus 
partem  tertiam  E  G  F,  asquahs  est  ponderi  partis  H  K  I,  id  est  ponderi 
partis  tertiae  E  G  F.  Et  propterea  pondera  partium  duarum  E  G  I,  E  G  F 
in  se  mutuo  sunt  aequalia,  uti  volui  ostendere.  Et  nisi  pondera  illa  aequa- 
.  lia  essent,  terra  tota  in  libero  agthere  fluitans  ponderi  majori  cederet,  et 
ab  eo  fugiendo  abiret  in  infinitum. 

Ut  corpora  in  concursu  et  reflexione  idem  poUent,  quorum  velocita- 


velocitatis  respectivae  defectus  erat  in  primo  pari 
1  :  11.  in  2°.  pari  1  :  16.  in  3°.  pari  1  :  31  ; 
illi  autem  defectus  sunt  fere  diametris  3,  2,  1. 
proportionales.  Aliud  experimentum  tentavit 
Rizzetus.  Chordam  calybeam  duos  pedcs  lon- 
gam  horizontaliter  positam  variis  modis  tendebat, 
donec  tandem  repererit  tres  chordae  tensiones, 
quae  efficerent  ut  tempora  quibus  chorda  pulsa 
sese  restituebat,  forent  ut  3.  2.  1.  Eas  autem 
tensiones  se  assecutum  esse  ex  graviori  vel  acu- 
tiori  chordarum  sono  intelligebat ;  in  singulis 
tensionibus  globum  eburneum  cujus  diameter  erat 
duarum  unciarum,  filo  decem  pedes  longo  appen- 
sum  et  in  medio  tantisper  complanatum  in  chor. 
dam  demittebat,  et  detracta  aeris  resistentia,  ve- 
locitatem  respectivam  ante  et  post  ictum  notabat. 
Observavit  autem  velocitatem  ante  ictum  esse  ad 
velocitatem  post  ictum,  ut  11,  ad  10,  in  l»-  ten- 
sione,  cum  chorda  pulsa  restitueretur  terapore  3 ; 
ut  16  ad  15  in  2a-  tcnsione,  cum  chorda  restitu- 


eretur  tempore  2  ;  tandem  ut  31,  ad  50,  in  3*- 
tensione,  cum  chorda  restitueretur  tempore  1  ; 
unde  concludit  defectus  singulos  velocitatis  post 
ictum,  temporibus  restitutionum  esse  proportio- 
nales.  Manente  igitur  corporum  homogeneorum 
magnitudine  et  figura,  constans  observatur  ratio 
velocitatis  respectivae  post  ictum  ad  velocitatem 
respectivam  ante  ictum  ;  sed  mutata  magnitudi- 
ne,  experimenta  Rizzeti  ostendunt  defectus  velo- 
citatls  respectivae  post  ictum  in  globis  homoge- 
neis  esse  in  ratione  diametrorum,  aut  etiam  in 
ratione  temporum  quibus  globi  compressi  resti- 
tuuntur. 

(^)  99.  Si  magnes  suberis  frusto,  similiterque 
ferrum  alio  suberis  frusto  imponantur,  ut  tam 
magnes  quam  ferrum  in  aqua  libere  stagnent, 
aequali  motus  quantitate  sibi  mutuo  obviam  eunt, 
ita  ut  eorum  celeritales  sint  in  ratione  ponderum 
reciproca ;  dum  vero  ad  contactum  pervenerunt, 
in  xquilibrio  consistunt.     Quare  hoc  experimen- 
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tes  sunt  reciproce  ut  vires  insitse:  ( '' )  sic  in  movendis  instrumentis  me- 
chanicis  agentia  idem  poUent  et  conatibus  contrariis  se  mutuo  sustinent, 
quorum  velocitates  secundum  determinationem  virium  aestimatBe,  sunt 
reciproce  ut  vires.  Sic  pondera  aequipoUent  ad  movenda  brachia  Hbrae, 
quae  oscillante  libra  sunt  reciproce  ut  eorum  velocitates  sursum  et  deor- 
sum:  hoc  est  pondera,  si  recta  ascendunt  et  descendunt,  aequipoUent, 
quae  sunt  reciproce  ut  punctorum  a  quibus  suspenduntur  distantiae  ab 
axe  Ubrae;  sin  planis  obUquis  aUisve  admotis  obstacuUs  impedita  ascen- 
dunt  vel  descendunt  obUque,  aequipoUent,  quae  sunt  reciproce  ut  ascensus 
et  descensus,  quatenus  facti  secundum  perpendiculum :  idque  ob  deter- 
minationem  gravitatis  deorsum.  SimiUter  in  trochlea  seu  polyspasto  vis 
manus  funem  directe  trahentis,  quas  sit  ad  pondus  vel  directe  vel  obUque 
ascendens  ut  velocitas  ascensus  perpendicularis  ad  velocitatem  manus 
funem  trahentis,  sustinebit  pondus.  In  horologiis  et  simiUbus  instru- 
mentis,  qua?  ex  rotuUs  commissis  constructa  sunt,  vires  contrariae  ad 
motum  rotularum  promovendum  et  impediendum,  si  sunt  reciproce  ut 


to  manifestum  est  aequalem  esse  ferri  in  magne- 
tem  et  magnetis  in  ferrum  actionem.  Similiter 
si  quis  in  cymba  aquis  annatante  positus,  cymbam 
alteram  libere  fluitantem  ope  funis  trahat,  vel  con- 
to  aliove  instrumento  repellat,  cymbae  in  partes 
contrarias  cum  sequali  motus  quantitate  ferentur, 
ita  ut  earum  velocitates  sint  in  ratione  reciproca 
ponderum. 

(h)  100.  In  movendis  instrumentis  mechani- 
cis,  agentia  idem  poUent  et  conatibus  contrariis 
se  mutuo  sustinent,  quorum  velocitates  secun- 
dilm  directionem  virium  aestimatae  sunt  recipro- 


ce  ut  vires  absolutae  ....  Dem. — Du»  po- 
tentiae,  seu,  quod  idem  est,  duo  pondera  ope 
machinae  cujusvis  datse  in  se  mutuo  ita  agant,  ut 
pondus  unum  secundum  propriam  directionem 
moveri  nequeat,  quin  pondus  alterum  contra 
propriam  illius  directionem  rapiat;  si  loco  ma- 
chinae  datae  substituatur  vectis  cujus  longitudo 
et  hypomoclion  talia  sint,  ut  duo  pondera  data, 
vectis  extremitatibus  appensa,  eadem  celeritate 
ac  in  machina  data  sese  mutuo  movcant,  iidem 
erunt  in  vecte  et  in  machina  data  conatus  pon- 
derum  in  se  mutuo,  eadem  ipsorum  momenta; 
vis  enira  eadem  requiritur  ad  eandem  velocita- 
tem  secundum  eandem  directionem  in  iisdem 
corporibus  producendam.  Itaque  vectis  D  E, 
horizontalis,  cum  appensis  ponderibus  A  et  B, 
rotetur  circa  hypomoclion  C,  ut  situm  d  e,  ob- 
tineat,  et  producatur  iilum  a  d,  usque  ad  F; 
pondus  A,  secundum  propriam  directionem, 
percurrit  spatium  F  d;  et  pondus  B,  contra 
propriam  directionem  eodem  tempore  percurrit 
spatium  G  e;  adeoque  horum  ponderum  velo- 
citates  sunt  semper  ut  spatia  ¥  d,  G  e,  eodem 
tempore  percursa.  Momentum  ponderis  a,  est 
ut  a  X  F  C ;  momentum  ponderis  b,  est  ut 
b  X  C  G  (47  ).  Sed  ob  similitudinem  triangu- 
lorum  F  Cd,  eCG;FC:CG=Fd: 
G  e.  Ergo  momenta  ponderum  a  et  b,  sunt 
inter  se  ut  a  X  F  d,  et  b  X  G  e;  seu  sunt  ut 
facta  ex  pondcribus  in  sua  respective  spatia  eo- 
dem  tempore  percursa,  adeoque  ctiam  ut  facta 
ex  ponderibus  in  suas  respective  velocitates; 
quare  si  facta  illa  aequalia  sint,  aut  quod  idem 
est,  si  pondera  seu  vires  sint  reciproce  ut  velo- 
citatcs  secundum  directiones  virium  aestimata;, 
erit  acquilibrium.      Q.  e.  d. 

101.  Coroil.    Ciim  ex  demonstratis,  monienta 
virium  sint  sempcr  ut  facta  cx  vi  qualibet  in 
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velocitates  partium  rotularum  in  quas  imprimuntur,  sustinebunt  se  mutuo, 
( ' )  Vis  cochleae  ad  premendum  corpus  est  ad  vim  manus  manubrium 
circumagentis,  ut  circularis  velocitas  manubrii  ea  in  parte  ubi  a  manu 
urgetur,  ad  velocitatem  progressivam  cochleas  versus  corpus  pressum. 
(  k  )  Vires  quibus  Cuneus  urget  partes  duas  ligni  fissi  sunt  ad  vim  mallei 
in  cuneum,  ut  progressus  cunei  secundum  determinationem  vis  a  malleo 
in  ipsum  unpressae,  ad  velocitatem  qua  partes  ligni  cedunt  cuneo,  secun- 
dum  lineas  faciebus  cunei  perpendiculares.  Et  par  est  ratio  machinarum 
omnium. 

Harum  efficacia  et  usus  in  eo  solo  consistit,  ut  diminuendo  velocitatem 
augeamus  vim,  et  contra:  Unde  solvitur  in  omni  aptorum  instrumento- 
rmn  genere  problema,  Datiim  pondus  datd  in  movendi,  ahamve  datam  re- 
sistentiam  vi  data  superandi.  Nam  si  machinae  ita  formentur,  ut  velocita- 
tes  agentis  et  resistentis  sint  reciproce  ut  vires;  agens  resistentiam  susti- 
nebit:  et  majori  cirni  velocitatiun  disparitate  ( ' )  eandem  vincet.  Certe 
si  tanta  sit  velocitatum  disparitas,  ut  vincatur  etiam  resistentia  omnis, 


suam  velocitatem,  seu  in  spatium  quod  dato 
tempore  secu*lijm  propriam  directionem  ex  dis- 
positione  machinae  percurrere  debet,  onmium 
machinarum  vires  metiri  licet. 

(i)  102.  Vis  cochlea  ad  premendum  corpus  est 
ad  vim  manus  manubrium  circumagentis,  ut 
circularis  velocitas  manubrii  ea  in  parte  ubi  a 
manu  urgetur,  ad  velocitatem  progressivam 
cochleae  versus  corpus  pressum.  Nam  si  resis- 
tentia  corporis  comprimendi  ut  pondus  moven- 
dum  consideretur,  erit  (101)  momentum  vis 
manubrium  circumagentis,  ut  factum  ex  vi  illa 
.  in  suam  velocitatem,  et  momentum  resistentiae 
ut  factum  ex  resistentia  in  suam  quoque  veloci- 
tatem ;  ut  ergo  sit  jequilibrium,  debet  esse  re- 
sistentia  ad  vim  manus,  ut  circularis  velocitas  ma- 
nus  ad  velocitatem  resistentise,  sive  ad  velocita- 
tem  progressivam  cochleae;  aut  quia  manud  de- 
scribit  circulum  cujus  radius  est  manubrii  lon- 
gitudo,  e  centro  cochlese  usque  ad  manum  sump- 
ta,  dum  interea  cochlea  per  altitudinem  seu  dis- 
tantiam  duarum  helicum  progreditur,  vis  coch- 
leae  ad  premendum  corpus  erit  ad  vim  maniis 
manubrium  circumagentis  ut  peripheria  circuli 
pracdicto  radio  descripti  ad  distantiam  duarum 
helicum. 

(l^)  103.  Momentum  cunei  est  ut  factum 
(101),  ex  vi  impressa  a  malleo  in  cunei  velo- 
citatem,  seu  in  spatium  quod  dato  tempore  per- 
currit  cuneus  secundiim  directionem  vis  a  malleo 
irnpressaB ;  momentum  vero  resistentise  ligni 
cuneo  findendi  est  ut  factum  ex  illa  resistentia 
in  velocitatem,  qua  partes  ligni  cedunt  cuneo 
secundijm  lineas  faciebus  cunei  perpendiculares, 
iuxta  quarum  directionem  partes  ligni  a  cuneo 
moventur;  est  etiam  momentum  resistentiae  ut 
factum  ex  resistentia  ligni  in  spatium  quod 
partes  ligni  dato  tempore  describunt,  secimdum 


lineas  faciebus  cunei  perpendiculares.  Quoni- 
ara  igitur  cuneus  agens  secundum  lineam  basi 
ipsius  perpendicularem,  totam  suam  altitudinem 
percurrit,  dum  partes  ligni  tota  basis  cunei  la- 
titudine  a  se  invicem  removentur,  erit  (in  casu 
aequilibrii)  vis  cunei  ad  ligni  resistentiam,  ut 
cunei  altitudo  ad  latitudinem  ipsius  basis. 

(1)  104.  Attritionem  seu  frictionem,  aliasque 
resistentias  ex  crassitie,  rigiditate  et  fiinium 
flexione  ortas  in  machinis  considerare  necessmn 
est,  graves  alioquin  in  praxi  errores  nascerentur. 

Hanc  difBcilem  materiam  Sturmius,  Leibni- 
tius  Amontonius,  Parentius,  La-Hirius  et  alii 
tractarunt.  Bulfingerus  Tom  S"-  Comment. 
Acad.  Petropol.  ad  tentandam  experimentis  fric- 
tionum  mensuram  duo  proponit  theoremata  qu£B 
ob  eorum  facilitatem  et  usum  hic  exscribere  non 
abs  re  erit. 


Supra  horizontem  A  C,  experimento  sxpius 
instituto,  elevetur  plaimm  A  B,  ad  angulum 
B  A  C,  ita  ut  si  corpus  plauo  A  B,  ad  hunc 
angulum  elevato  imponatur,  tantum  non  de- 
scendat ;  descendat  autem  si  angulus  nonnibil 
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qu£B  tam  ex  contiguorum  et  inter  se  labentium  corporum  attritione,  quam 
ex  continuorum  et  ab  invicem  separandorum  cohaesione  et  elevandorum 
ponderibus  oriri  solet;  superata  omni  ea  resistentia,  vis  redundans  acce- 
lerationem  motus  sibi  proportionalem,  partim  in  partibus  machinae,  par- 
tim  in  corpore  resistente  producet.  Caeterum  mechanicam  tractare  non 
est  hujus  instituti.  Hisce  volui  tantum  ostendere,  quam  late  pateat 
quamque  certa  sit  lex  tertia  motus.  Nam  si  aestimetur  agentis  actio  ex 
ejus  vi  et  velocitate  conjunctim;  et  simiUter  resistentis  reactio  aestimetur 
conjunctim  ex  ejus  partium  singularum  velocitatibus  et  viribus  resistendi 
ab  earum  attritione,  cohaesione,  pondere,  et  acceleratione  oriundis;  erunt 
actio  et  reactio,  in  omni  instrumentorum  usu,  sibi  invicem  semper  aequa- 
les.  Et  quatenus  actio  propagatur  per  instrumentum,  et  ultimo  impri- 
mitur  in  corpus  omne  resistens,  ejus  ultima  determinatio  determinationi 
f  eactionis  semper  erit  contraria. 


augeatur ;  et  haereat  cum  aliqua  adversus  descen- 
sum  renitentia,  si  angulus  minuatur.  Hic  angu- 
lus  dicitur  angulus  quietis,  eoque  invento  sic 
inferatur. 

Uti  sinus  totus  ad  sinum  rectum  anguli  quie- 
tis,  ita  pondus  absolutum  P,  ad  frictionem  ejus 
super  plano  ad  praedictum  angulum  inclinato. 
Atque  iterum. 

Uti  Radius  ad  tangentem  anguli  quietis,  ita 
pondus  absolutum  P,  ad  frictionem  ejus  super 
plano  horizontali,  ciim  trahitur  in  directione  ad 
liorizontem  parallela  ....  Denu — Linea  D  F, 
horizonti  perpendicularis,  pondus  absolutum  P, 
seu  vim  totara  qu^  corpus  in  perpendiculo  des- 
cendere  nititur,  exponat;  et  ducta  D  E,  ad 
planum  A  B,  normali ;  vis  D  F,  in  binas  vires 
Hempe  D  E,  plano  perpendicularem,  et  E  F, 
seu  D  G,  plano  parallelam  resolvitur  (41) ;  vis 
D  E,  a  plano  A  B,  etiam  perfecte  laevigato  tota 
sustinetur,  et  sola  vi  D  G,  seu  E  F,  pondus  P, 
nititur  juxta  plani  directionem  doscendere;  Cum 
igitur  ob  frictionem  in  plano  aspero  A  B,  tan- 
tiam  non  descendat,  erit  frictio  aeqaalis  vi  E  F ; 
est  itaque  pondus  absolutum  P,  ad  frictionem 
ejus  super  plano  inclinato  A  B,  ut  D  F,  ad  F  E, 
hoc  est,  ob  angulum  E  rectum  et  angulum 
F  D  E  ajqualem  angulo  quictis  B  A  C,  ut  si- 
nus  totus  ad  sinum  anguli  quietis.       Q.   erat 


Jam  ut  idem  transferatur  ad  planum  horizon- 
tale,  debet  vis  D  E,  plano  perpendicularis,  con- 
siderari  ut  pondus  absolutum,  et  ita  planum 
A  B,  »e  habebit  ut  planum  horizontale  respectu 
ponderis  D  E;  vis  autem  F  E,  seu  frictio  con- 
sideranda  est  tanquam  vis  in  aequilibrio  consti- 
tuta  cum  vi  aequali  trahente  pondus  D  E,  secun- 
dum  directionem  plano  A  B,  parallelam ;  et 
ob  triangulorum  F  D  E,  B  A  C,  similitudi- 
nem,  manifestum  est  pondus  D  E,  esse  ad  fric- 
tionem  E  F,  seu  pondus  absolutum  in  plano 
horizontali  liorizontaliter  tractum,  esse  ad  fric- 
tionem  ejus,  ut  Radius  ad  tangentem  anguli  qui- 
etis.      Q.  erat  2unj. 

105.  Coroll.  In  his  duobus  casibus,  frictiones, 
caeteris  omnibus  paribus,  sunt  pressionibus  pro- 
portionales;  nam  frictio  in  plano  inclinato  dica- 
tur  f;  in  plano  horizontali  F,  et  erit  per  lum. 
theor.  P  :  f  =  A  B  :  B  C ;  et  per  aum-  theo- 
rema  P:  F=AC;BC,  seuF:  P=BC: 
A  C,  adeoque  per  compositionem  rationum  P. 
F  :  P.  f  =  A  B  X  B  C  :  B  C  X  A  C,  ac 
proinde  F  :  f  =  A  B  :  A  C=  F  D  :  D  E; 
hoc  est,  frictio  in  plano  horizontali  cst  ad  fricti- 
onem  in  plano  ad  angulum  quietis  inclinato,  ut 
pressio  in  plano  horizontali  ad  pressionera  In 
plano  inclinato. 


DE 


MOTU  CORPORUM 


LIBER  PRIMUS. 


SECTIO  I. 

De  methodo  rationim  primarum  et  vltimanmf  cujm  ope  sequentia 
demonstrantur. 

LEMMA  I. 

Qiiantitatcs,  ut  et  quantitatum  rationeSf  qua;  ad  aqualitatem  tempore  quovis 
Jinito  cojistanter  tendunt^  et  antejinem  temporis  illius  propiiis  ad  invicem 
accedunt  qudm  pro  datd  quavis  differentid,  Jiunt  ultimb  cequales. 

Sl  negasj  fiant  ultimo  inaequales,  et  sit  earum  ultima  difFerentia  D.  Ergo 
nequeunt  propius  ad  aequalitatem  accedere  quam  pro  data  difFerentia  D : 
contra  hypothesin. 

LEMMA  II. 

Si  in  figurd  qudvis  A  a  c  E,  rectis  A  a,  A  E  f^  curvd  a  c  E  comprehensdf 
inscribaniur    parallelogramma     quotcunque 
A  b,  B  c,  C  d,  &c.  sub  basibus  A  B,  B  C, 


C  D,  &c.  cequalibus^  et  lateribus  B  b,  C  c,"- 
D  d,  &c.  Jigurce  lateri  A  a  parallelis 
contenta;  et  compleantur  parallelogramma 
aKbl,  bLcm,  cMdn,  &c.  Dein  ho^ 
rum  parallelogrammorum  latitudo  minuatur, 
et  numerus  augeatur  in  infinititm:  dico 
quod  ultimcB  rationes  quas  habent  ad  se  in- 
vicem  Jigura  inscripta  AKbLcMdD» 
circumscripta  AalbmcndoE,  ^^  cur» 
vilinea  A  a  b  c  d  E,  sunt  rationes  tequa- 
litatis. 
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Nam  figurae  inscriptae  et  circumscriptae  differentia  est  summa  parallelo- 
grammorum  K  1,  L  m,  M  n,  D  o,  hoc  est  (ob  aequales  omnium  bases) 
rectangulum  sub  unius  basi  K  b  et  altitudinum  ( ""  )  summa  A  a,  id  est, 
rectangulum  A  B  1  a.  Sed  hoc  rectangulum,  eo  quod  latitudo  ejus  A  B 
in  infinitum  minuitur,  fit  minus  quovis  dato.  Ergo  (per  Lemma  I.)  figura 
inscripta  et  circumscripta,  et  multo  magis  figura  curvilinea  intermedia 
fiunt  ultimo  aequales.     Q.  e.  d. 


LEMMA  IIL 

Ecedem.  rationes  uUimcs  sunt  etiam  rationes  cequalitatis^  uhi  ;parallelo"ram- 
morum  latitudines  A  B,  B  C,  C  D,  &c.  sunt  incequales,  et  omnes  mi- 
nuuntur  in  injinitum. 

Sit  enim  A  F  aequalis  latitudini  maximae,  et  compleatur  parallelogram- 
mum  F  A  a  f.  ( "  )  Hoc  erit  majus  quam  difiPerentia  figurae  inscriptse 
et  figurae  circumscriptae;  at  latitudine  sua  A  F  in  infinitum  diminuta, 
minus  fiet  dato  quovis  rectangulo.     Q.  e.  d. 

Corol.  l.  Hinc  summa  ultima  parallelo- 
grammorum  evanescentium  coincidit  omni 
ex  parte  cum  figura  curvilinea. 

Corol.  2.  Et  multo  magis  figura  recti- 
linea,  quae  chordis  evanescentium  arcuum 
a  b,  b  c,  c  d,  &c.  comprehenditur,  coinci- 
dit  ultimo  cum  figura  curvilinea. 

Corol.  3.  Ut  et  figura  rectihnea  circum- 
scripta  quse  tangentibus  eorumdem  arcuum 
comprehenditur. 

Corol.  4.  (  °  )  Et  propterea  hae  figurae  ul- 
timee  (quoad  perimetros  a  c  E,)  non  sunt 
rectilineae  sed  rectilinearum  limites  curvilinei. 


(ni)  106.  Si  fuerint  quotcumque  et  cujusvis 
generis  quantitates  decrescentes,  A  a,  B  b,  C  c, 
D  d,  erunt  omnium  differentia;  simul  sumptae 
»quales  excessui  maximaB  supra  minimam. 
Nam  perspicuum  est  A  a  —  Bb-j-Bb  — 
Cc-|-  Cc  —  Dd  =  Aa  —  Dd:  unde  si  ul- 
tima  seriei  quantitas  sit  o,  ut  in  serie  A  a,  B  b 
C  c,  D  d,  o,  summa  difforentiarum  K  a  -|- 
Lb+Mc-^  Dd,  aquulis  crit  quantitati 
inaxima;    A  a. 

107.  Linca  B  b,  motu  sibi  semper  parallelo 
acccdat  ad  lineam  A  a,  et  interim  punctum  b, 
ita  raoveatur  in  linea  B  b,  ut  semper  reperiatur 
in  arcu  b  a ;  decrescente  linearum  A  a,  B  b, 
distantia  A  B,  decrescit  quoque  earum  differert- 
tia  K  a,  ac  tandem  evanescente  A  B,  cvancscit 
K  a,  ct  B  b,  seu  A  K,  iit  ultimo  icqualis  lineas 


A  a ;  evanescunt  autem  A  B  et  K  a,  cum  llncse 
A  a,  B  b,  iieque  distantes,  neque  prorsus  con- 
gruentes  dici  possunt,  sed  simul,  ut  ita  dicam, 
conjungi  incipiunt.  In  illo  statu  evancscentiat, 
Hnearum  A  a,  B  b,  dilTerentia  K  a,  minor  est 
quavis  linea  data,  seu  infinite  parva  est,  aut  in- 
assignabilis  respectu  A  K  et  B  b;  quantitas 
autem  evancscens,  seu  infinite  p.irva,  est  ad 
quantitatem  finitam  ut  finitum  ad  infinitiun ; 
quarc  cum  notum  sit  infinitum  ex  finiti  additi- 
one  vel  subtractione  non  mutari,  aut  tanquam 
immutatum  haberi  posse,  liquet  lineas  B  b  seu 
A  K  et  A  a,  seu  A  K  -|-  K  a,  pro  a-qualibus 
posse  usurpari.  Similiter,quiaevanescenie  K  a 
trianguli  K  a  b,  et  parallelogramnii  K 1,  ore» 
infinitesima:  suntrespectu  parallelogrammi  evan- 
cscentis    A    b,   paraIIelogi'ammiun    istud    A  b. 


I 
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LEMMA  IV. 

Si  in  dmhusjiguris  A  a  c  E,  P  p  r  T,  inscribantur  (ut  infra)  du(S  jparal- 
lelogrammorum  series,  sitque  idem  amborum  numertis,  et  vbi  latitudines  in 
infinitum  diminuuntur,  rationes  ultimae  parallelogrammorum  in  undjigura 
ad  parallelogramma  in  alterd,  singulorum  ad  singula,  sint  eadem ;  dico 
quod  JigurcB  du^  A  a  c  E,  P  p  r  T,  sunt  ad  invicem  in  eddem  illd  ratione. 


i^ ' ^ 


A-  E 

Etenim  ut  sunt  parallelogramma  singula  ad  singula,  ita  (componendo) 
fit  summa  omnium  ad  summam  omnium,  et  ita  figura  ad  figui'am ;  exis- 
tente  nimirum  figura  priore  (per  Lemma  III.)  ad  summam  priorem,  et 
fio-ura  posteriore  ad  summam  posteriorem  in  ratione  aequalitatis.    Q.  e.  d. 

Corol.  Hinc  si  duae  cujuscunque  generis  quantitates  in  eundem  partium 
numerum  utcunque  dividantur;  et  partes  illae,  ubi  numerus  earum 
augetur  et  magnitudo  diminuitur  in  infinitum,  datam  obtineant  rationem 
ad  invicem,  prima  ad  primam,  secunda  ad  secundam,  caeteraeque  suo 
ordine  ad  caeteras :  erunt  tota  ad  invicem  in  eadem  illa  data  ratione. 
Nam  si  in  Lemmatis  hujus  figuris  sumantur  parallelogramma  inter  se  ut 


usurpari  potest  pro  parallelogrammo  A  1,  aut 
etiam  pro  figura  A  B  b  a,  hoc  est,  pro  difFereiT- 
tia  arearum  curvilinearum  A  Eca,  BEcb. 

108.  Ex  his  sequitur  diversos  esse  infinitesi- 
morum  ordines;  nam  ostensum  est  (107)  paral- 
lelogrammum  K  1,  infinitesimum  esse  respectu 
parallelogrammi  A  b,  hoc  vero  parallelogram- 
mum  infinitesimum  esse  respectu  areae  curvilineae 
A  E  ca. 

109.  Figura  A  E  c  a,  circa  axem  suum  A  E, 
revolvatur,  et  quaflibet  ordinata  A  a,  B  b,  de- 
scril)et  circuluni,  cujus  est,  ordinata  ipsa  radius, 
quodlibet  rectangulum  evanescens  ut  K  B,  a  B, 
describet  cylindrum  evanescentem,  et  rectangula, 
K  I,  L  m,  M  n,  D  o,  singula  describent  annulos 
solidos,  quorum  summa  squalis  erit  cylindro  cx 
rotatione  rectanguli  A  1  descripto.     Quare  cum 


hic  cylindrus  sit  infinitesimus,  patet  (per  Lemma 
L)  ultimam  rationem  solidi  ex  cylindris  omni- 
bus  compositi  ad  solidum  ex  rotaticne  figurae 
curvilineae  A  E  c  a,  genitura  esse  rationcm 
sequalitatis. 

(°)  1 10.  Nam  si  singulorum  parallelogram- 
morum  latitudoaequalis  esset  lineae  A  F,  figura 
inscriptae  et  figurae  circumscriptae  diflerentia  foret 
parallelogrammum  A  f,  (Lem.  II.)  ;  ciim  igitur 
singulorum  parallelogrammorum  latitudo  minor 
sit  latitudine  A  F,  (ex  hyp.)  praedicta  figurarum 
differentia  minor  quoque  est  parallelogrammo 
A  f. 

(°)  111.  Propterea  hae  figur»  ultimae  (quoad 
perimetros  a  c  E)  non  sunt  rectilinese,  seu  non 
suot  ex  lateribus  rectis  quocumque  numero  fini- 
to  compositse,  sed  sunt  figurarum  rectilinearum 
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partes,  siimmae  partium  semper  erunt  ut  summae  parallelogrammormn ; 
atque  ideo,  ubi  partium  et  parallelogrammorum  numerus  augetur  et 
magnitudo  diminuitur  in  infinitum,  in  ultima  ratione  parallelogrammi 
ad  pai'allelogrammum,  id  est  (per  hypothesin)  in  ultima  ratione  partis 
ad  partem. 

LEMMA  V. 

Similium  Jigurarum  latera  omnia,  qiue  sibi  mutuo  respondent,  sunt  propor- 
tionaliay  tam  curvilinea  quam  rectilinea ;  et  arecs  sunt  in  duplicata  rati- 
one  laterum.     (  p  ) 

LEMMA  VI. 


Si  arcus  quilihet  positione  datus  A  C  B  sub-  » 
tendatur  chordd  A  B,  et  in  puncto  aliquo 
A,  in  medio  curvaturcB  (  ^  )  continua,  tan- 
gatur  a  rectd  utrinque  productd  A  D;  dein 
pmcta  A,  B  ad  invicem  accedant  et  coeant; 
dico  quod  angulus  B  A  D,  suh  chordd  et  R 
tangente  contentus,  minuetur  in  infinitum  et 
ullimd  evanescet. 


quamm  latcra  numero  augentur  et  longitudine 
minuuntur  in  infinilum,  limites  curvilinei.  Dum 
enim  ordinatarum  A  a,  B  b,  ac  proinde  chor- 
darum  a  b,  b  c,  numerus  in  infinitum  augetur, 
et  distantiae  A  B,  B  C,  in  infinitum  minuuntur, 
puncta  a,  b,  K,  1,  et  b,  c,  L,  m,  &c.  coeunt  et 
curvam  a  c  £  formant. 


(P)  112.  Demonstr.—Dusi  figurae,   A  D  E, 
a  d  e,  siroiles  dicuntur,  quarura  latera  omnia  sibi 


mutuo  respondentia,  ut  A  B,  a  b,  B  C,  b  c, 
proportionalia  sunt,  et  angulos  aoquales,  ut 
A  B  C,  a  b  c,  continent ;  unde  jam  patet  summas 
laterum  utriusque  figurce  esse  inter  se  ut  duo 
quaevis  latera  correspondentia  A  B,  a  b.  Duc- 
tis  ex  E,  et  e,  ad  omnes  angulos  lineis  E  B, 
E  C,  e  b,  e  c,  figurae  in  sua  triangula  dividantur ; 
et  quoniam  anguli  D  et  d,  a;qualcs  sunt,  latera- 
que  E  D,  e  d,  D  c,  d  c,  proportionalia,  fiier 
definit.J,  duo  triangula  E  C  D,  e  c  d,  erunt 
similia>  adeoque  anguli  E  C  D,  e  c  d,  asquales, 
et  latera  E  C,  e  c,  latcribus  C  D,  c  d  proportio- 
nalia;  quare  ciira  anguli  B  C  D,  bc  d  sint  etiam 
aeqiiales  fper  deJinU.)  aequantur  quoque  anguli, 
E  C  B,  e  cb,  etquia  B  C:  bc=  C  D:  cd  = 
E  C :  ec,  triangula  duo  E  B  C,  e  b c  similia  erunt. 
Idem  eadem  ratione  de  aliis  triangulis  E  B  A, 
e  b  a  demonstratur.  Verum  areae  singulorum 
triangulorum  similium,  quae  in  duabus  figuris 
sibi  mutuo  respondent,  sunt  inter  sc  in  duplica- 
ta  ratione  laterum  homologorum,  ac  proinde  in 
data  ratione;  ergo  summae  triangulorum,  ia 
utraque  figura,  lioc  est,  figurarum  arese  rationem 
habent  laterum  homologorum  duplicatam.  Jam 
numerus  laterum  A  B,  B  C,  &c.  a  b,  b  c, 
&c.  augeatur,  et  eorum  longitudo  minuatur  in 
infinilum,  et  (per  Cor.  4.  Lem.  III.)  figurae 
ABCD,  abcd  fiunt  curviline»;  similium 
igitur  figurarum  latera  omnia,  quae  sibi  mutuo 
respondcnt,  sunt  proportionalia   tam   curvilinea 
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Nam  si  angulus  ille  non  evanescit,  continebit  arcus  A  C  B  cum  tan- 
gente  A  D  angulum  rectilineo  a^qualem,  et  propterea  curvatura  ad  pmic- 
tum  A  non  erit  continua,  contra  hypothesin. 


LEMMA  VII. 

lisdem  positis;  dico  quod  ultima  ratio  arcusy  cTiordcc,  et  tangentis  ad  invicem 

est  ratio  aqualitatis. 

Nam  dum  punctum  B  ad  punctum  A  ac- 
cedit,  intelligantur  semper  A  B  et  A  D  ad  ^^ 
puncta  longinqua  b  ac  d  produci,  et  (  "^  )  se- 
canti  B  D  parallela  agatur  b  d.      Sitque 
arcus  A  c  b  semper  similis  arcui  A  C  B« 
Et  punctis  A,  B  coeuntibus,  angulus  d  A  b,  jj 
per  Lemma  superius,  evanescet;  ideoque  rec- 
tae   semper  finitae  A  b,  A  d,    et  arcus  in- 
termedius  A   c  b  coincident,  et  propterea 
aequales  erunt.     Unde  et  hisce  semper  pro- 
portionales  rectae  A  B,  A  D,  et  arcus  inter-   y 
medius  A  C  B  evanescent,  et  rationem  ul- 
timam  habebunt  aequalitatis.     Q.  e.  d. 

quam  rectilinea,  et  areae  sunt  in  duplicata  late-    dinis  gradus  inter  angtilum  C  A  B,  et  o,  seu 
rum.      Q.  e.  d.  nihilum  medics  transeat  priusquani  nuUus  om- 

nino  sit;  quod  generatim  statuendum  est  dc 
omnibus  quantitatibus,  quae  nascuntur<et  con- 
tinuo  crescunt,  vel  quas  continuo  decrescunt 
et  tandem  evanescunt;  non  possunt  enim  con- 
tinuo  crescere  vel  decrescere,  nec  ab  uno  ex- 
tremo  ad  alterum  pervenire,  quin  per  omnes 
gradus  magniludinis  inter  duo  extrema  medios 
transeant.  Itaque  inter  tangentem  A  F,  ct 
chordam  infinitesimam  A  b,  nulla  duci  potest 
linea  recta,  quae  angulum  finitum  cum  chorda 
vel  tangente  efticiat ;  ideoque  inter  arcum  A  B, 
et  tangentem  A  F,  nulla  duci  potest  linea  rec- 
ta  quae  arcum  non  secet. 

(r)    114.    Secans    R    D,  supponitur   semper 

efficere  cum  tangente  A  D  et  chorda  A  B,   aii- 

(1)  113.  Curva   continua   B   A,   considerari     gulos   finitos,    aut   angulos    ad    quos   angiJus 

potest  tanquam  descripta  motu  puncti  B  conti-     evanescens   B  A  D,  rationem  habet  infinitesi- 

nuo  mutantis  directionem  suam  qua  per  rectam     mam ;  nam  si  anguli  A  B  D,    B  A  D,  essent 


tangentem  B  C,  progredi  nititur.  Unde  si  ar- 
cus  A  B,  fit  ubique  versus  eamdem  partera  X, 
cavus,  semperque  ducantur  tangentes  A  F,  B  C, 
sese  intersecantes  in  C,  accedente  puncto  B,  ad 
A,  anguli  B  C  F,  B  A  C,  C  B  A,  quos  tan- 
gentes  et  chordae  complectuntur,  continuo,  non 
Tero   per    saltum,    decrescunt,    et    evanescente 


ejusdem  orcUnis*  infinitesimi,  trianguli  A  B  D 
latera  fiuitara  haberent  inter  se  rationem.  An- 
gulus  enim  extemus  B  D  d^  aequalis  duobus 
interuis  oppositis  D  A  B,  D  B  A,  esset  ejus- 
dem  ordinis  cum  illis  angulis;  et  quoniam  in 
omni  triangulo  latera  sunt  ut  sinus  angulorum 
oppositomm,  latera    A   B,    B  D,    A  D,    fini- 


ehorda  A  b,  evanescunt,  atque  nuUi  fiunt,  dum  tam  rationem  haberent  sinuum  angulorum  ejus- 
punctum  b,  idem  onmino  est  cumpuncto  A.  dem  ordinis  B  Dd,  DAB,  ABD;  cum 
ilecesse  igitur  est  ob  continuitatcm  decremen-  autem  anguli  A  et  B,  supponuntvu:  infinitesimi, 
torum,  ut  angulus  C  A  b,  per  omnes  raagnitu-  angulus  A  D  B,  est  obtusus,  ade6que  chorda 
VoL.  I.  D 
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Corol.  1 .  Unde  si  per  B  ducatur  tangenti  parallela  B  F,  rectam  quam- 
vis  A  F  per  A  transeimtem  perpetuo 
secans  in  F,  hgec  B  F  ultimo  ad  arcum 
evanescentem  A  C  B  rationem  habebit 
aequalitatis,  eo  quod  completo  paralle- 
logrammo  A  F  B  D  rationem  semper 
habet  aequalitatis  ad  A  D. 

Corol.  2.  Et  si  per  B  et  A  ducantur  plures  rectae  B  E,  B  D,  A  F, 
A  G,  secantes  tangentem  A  D  et  ipsius  parallelam  B  F;  ratio  ultima 
abscissarum  omnium  A  D,  A  E,  B  F,  B  G,  chordaeque  et  arcus  A  B  ad 
invicem  erit  ratio  aequalitatis. 

Corol.  3.  Et  propterea  hae  omnes  Hneae,  in  omni  de  rationibus  ultimis 
argumentatione,  pro  se  invicem  usurpari  possunt. 

LEMMA  VIIL 
SirectiE  dat(je  A  R,  B  R  cim  arcu  A  C  B,  cJiordd  A  B  ^/  tangenfe  A  D, 
triangula  tria  R  A  B,  R  A  C  B,   R  A  D  constituunty  deinpuncta  A, 
B  accedunt  ad  invicem :  dico  quod  ultima  forma  triangvlorum  evanescenti- 
tim  est  similitudiniSf  et  ultima  ratio  csqualitatis. 

Nam  dum  punctum  B  ad  punctum  A  accedit,  intelligantur  semper 
A  B,  A  D,  A  R  ad  puncta  longinqua  b,  d  et  r  produci,  ipsique  R  D 
parallela  agi  r  b  d,  et  arcui  A  C  B  similis '  semper  sit  arcus  A  c  b.  Et 
coeuntibus  punctis  A,  B,  angulus  b  A  d  evanescet,  et  propterea  triangu- 
la  tria  semper  finita  rAb,  rAcb,  rAd  coincident,  suntque  eo  nomine 
fcimilia  et  aequalia.  Unde  et  hisee  semper  similia  et  proportionaHa  R  A  B, 
R  A  C  B,  R  A  D  fient  ultimo  sibi  invicem  similia  et  aequalia.    Q.  e.  d. 

Corol.  Et  hinc  triangula  Ula,  in  omni  de  rationibus  ultimis  argumenta- 
tione,  pro  se  invicem  usurpari  possunt. 

LEMMA  IX. 

Si  recta  A  E  e/  curva  A  B  C  positione  datce  se  mutuo  secent  in  angido  dato 
A,  et  ad  rectam  illam  in  alio  dato  angulo  ordinatim  applicentur  B  D, 
C  E,  curvcE  occurrentes  in  B,  C,  dein  puncta  B,  C,  simul  accedant  ad 
punctum  A:  dico  quod  arece  triangulorum  A  B  D,  A  C  E  erujit  ultimo 
ad  invicem  in  duplicatd  ratione  laterum. 

Etenim  dum  puncta  B,  C  accedunt  ad  punctum  A,  intelligatur  semper 
A  D  produci  ad  puncta  longinqua  d  et  e,  ut  sint  A  d,  A  e  ipsis  A  D 
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A    E   proportionales,    et   erigantur 

ordinatae  d  b,  e  c  ordinatis  D  B, 

E  C  parallelae   quae  occurrant  ipsis 

A  B,  A  C  productis  in  b  et  c.    Du-  3 

ci  intelligatur,  tiun  curva  A  b  c  ipsi 

A  B  C  similis,  tum  recta  A  g,  quae 

tangat  cui-vam  utramque  in  A,    et  J] 

secet  ordinatim  applicatas  D  B,   E 

C,    d  b,  e   c  in   F,  G,  f,   g.    ( ^ ) 

Tum  manente  longitudine  A  e  co- 

eant  puncta  B,  C  cmn  puncto  A; 

et  angulo  c  A  g  evanescente,  coin- 

cident  areae  curvilineae  A  b  d,  A  c  e 

cum  rectilineis  A  f  d,  A  g  e;  ideo- 

que  (per  Lemma  V.)  erunt  in  duplicata  ratione  laterum  A  d,  A  e:  Sed  his 

areis  proportionales  semper  sunt  areae  A  B  D,  A  C  E,  et  his  lateribus 

latera  A  D,  A  E.     Ergo  et  arese  A  B  D,  A  C  E  sunt  ultimo  in  dupli- 

cata  ratione  laterum  A  D,  A  E.     Q.  e.  d. 

LEMMA  X. 

Spatia  qtus  corpus  urgente  qudainque  vijinita  describit,  sive  vis  illa  determi- 
nata  et  immutahilis  sit.  sive  eadem  continuo  auseatur  vel  continub  diminu^ 
atWy  sunt  ipso  motus  initio  in  duplicatd  ratione  temporum. 

Exponantur  tempora  per  lineas  A  D,  A  E,  et  velocitates  genitae  per 
ordinatas  D  B,  E  C;  ( * )  et  spatia  his  velocitatibus  descripta,  erunt  ut 
areae  A  B  D,  A  C  E  his  ordinatis  descriptis,  hoc  est.  ipso  motus  initio 
(per  Lemma  IX.)  in  duplicata  ratione  temporum  A  D,  A  E.     Q.  e.  d. 

simum,  D  d,  velocitas  D  B,  tanquam  uni- 
formis  haberi  possit ;  spatium  autem  sequabili 
velocitate  d  b,  percursum,  est  ut  factuni  ex 
velocitate  d  b,  et  tempusculo  D  d,  (5,)  hoc  est, 
ut  rectangulum  D  d  X  d  b,  seu  ut  area  D  B 
b  d;  si  igitur  areae  A  C  E,  A  D  B,  in  infinita 
numero  atque  infinitesima  rectangula,  ut  d  m, 
divis»  concipiantur,  erunt  summae  spatiorum 
percursorum,  seu  spatia  temporibus  A  E,  A  D, 
percursa,  ut  sunmiaj  horum  rectangulorum,  hoc 
est,  ut  areae  ipsae  A  C"E,  A  B  D,  (Lem.  III.) 
117.  Cor.  Vis  acceleratrix  finita,  utcumque 
variabiiis,  ipso  motfis  initio  considerari  potest, 
tanquam  vis  determinata  et  inamutabihs.  Spatia 
cnim,  quffi  corpus  urgente  vi  acceleratrice  con- 
stante  describit,  sunt  semper  in  duplicata  tempo- 
rum  ratione  (27);  et  contra,  si  spatia  percursa 
duplicatam  habeant  temporum  rationem,  vis 
acceleratrix  constans  est ;  nam  si  mutabilis  esset 
vis,  iUa  quoque  temporum  et  spatiorum  propor- 
tio  mutaretur.  Ergo  (Lem.  X  )  vis  quaelil»et 
acceleratrix   finita,    utcumque    variabilis,    ipso 


A  B,  majori  angulo  opposita,  aa  tangentem 
A  D,  datam  habebit  majoris  ina^qualitatis  ra- 
tionem. 

(s)   115.  Tum  manente  longitudine  finita 
A  e,  et  mutata,  si  necessum   fuerit,    longitudine 
A  d,  ut  sit  semper  Ad:  Ae=AD:  AE, 
coeant  puncta  B,  C,  cum  puncto  A,  &c. 

(t)j  116.  Spatia  his  velocitatibus  descripta 
erunt  ut  are£E  A  B  D,  A  C  E,  his  ordinatis 
descripta!.  Nam  duc-  ^ 
ta  d  b,  ipsi  D  B,  in-  ^ 
finite  propinqua,  ita 
ut  D  d,  sit  infinite-  JJ 
sima  seu  evanescens 
respuctu  A  D,  A  E,  li- 
nea;  D  B,  d  b,  et 
rectangulum  d  m,  ac 
figura  D  d  b  B, 
pro  sequalibus  respec- 
tive  usurpari  possunt 
(107),  adeo  ut  per 
tempusculum  infinite- 


D2 
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Corol.  1  •  (  "  )  Et  hinc  facUe  colligitur,  quod  coi^porum  similes  similium 
figurarum  partes  temporibus  proponionalibus  describentimn  errores,  qui 
viribus  quibusvis  aequalibus  ad  corpora  similiter  applicatis  generantur,  et 
mensurantur,  per  distantias  corporum  a  figurarufii  similium  locis  illis,  ad 
quae  corpora  eadem  temporibus  iisdem  prOportionalibus  sine  viribus  istis 
pervenirent,  sunt  ut  quadrata  temporum  in  quibus  generantur  quam 
proxime. 

Corol.  2.  (^)  Errores  autem  qui  viribus  proportionalibus  ad  similes 
figurarum  similium  partes  similiter  applicatis  generantur,  silnt  ut  vires  et 
quadrata  temporum  conjunctim. 

Corol.  3.  (  y  )  Idem  intelligendum  est  de  spatiis  quibusvis  quae  corpora 
urgentibus  diversis  viribus  describunt.  Ha3C  sunt,  ipso  motus  initio,  ut 
vires  et  quadrata  temporum  conjunctim. 

Corol.  4.  Ideoque  vires  sunt  ut  spatia,  ipso  motus  initio,  descripta  di- 
recte  et  quadrata  temporum  inverse. 

Corol.  5,  Et  quadrata  temporum  sunt  ut  descripta  spatia  directe  et  vi- 
res  inverse. 

SchoUum, 


Si  quantitates  indeterminatae  diversorum  generum  conferantur  inter  se, 
et  earum  aliqua  dicatur  esse  ut  est  alia  quaevis  directe  vel  inverse:  sensus 


motus  initio  tanquam  inmiutabilis  spectari  po- 
test. 


(u)  118.  Corpora  duo  A  et  a,  curvas  similes 
A  B  E,  a  b  e,  illarumque  partes  similes  A  B, 
a  b,  B  E,  b  e,  temporibus  proportionalibus  de- 
scribant;  duobus  hisce  corporibus,  cum  ad 
puncta  B  et  b,  pervencrint,  accedunt  novse  vi- 
res  acceleratrices  inter  se  aequales  et  similiter 
applicats,  quae  prioribus  viribus  additsE  eorpora 
deferant  per  arcus  B  C,  b  c.  Jungantur  recta; 
E  C,  e  c,  quas  errores  sola  virium  perturbanti- 
um  actione  genitos  exponent ;  Lineae  enim  illa; 
sunt  spatia  sola  virium  perturbantium  actione 
descripta.  Cum  autcm  vires  perturbantes  sup- 
ponantur  aequaks  et  similiter  applicata:,  idem 
contingere  debet  ac  si  corpus  aliquod  eadcm  vi 


acceleratrice  sollicitatum  spatia  E  C,  e  c,  diver- 
sis  temporibus  describeret,  adeoque  spatia  illa 
sunt,  ipso  motus  initio,  ut  quadrata  temporum 
quibus  percurruntur  (Lem.  X.)  B  C,  b  c,  ei 
quibus  absque  virium  perturbantium  actione 
percurrerentur  arcus  similes  B  E,  b  e;  si  igi- 
tur  vires  illjs  perturbantes  supponantur  constan- 
tes,  spatia  E  C,  e  c,  non  soliim  motus  initio, 
sed  et  tempore  -finito  descripta,  erunt  ut  pr»- 
dictorum  temporum  quadrata  (27).  Unde  si 
admodum  exigua  sit  virium  perturbantium  va- 
riatio,  spatia  seu  errores  erunfquam  proximd 
ut  quadrata  temporum. 

(x)  1 1 9.  Errores  autem  qui  viribus  propor- 
tionalibus,  seu  viribus  in  datA  ratione  existen- 
tibus,  ad  similes  figurarum  similium  partes  si- 
militer  applicatis  generantur,  sunt  ut  vires  et 
quadrata  temporum  conjunctim.  Nam  si  tem- 
pora  sunt  eadem,  errores  sunt  in  data  ratione 
virium;  si  vires  sunt  esedem,  errores  sunt  in 
duplicata  ratione  temporum  quibus  generantur ; 
ciim  igitur  vires  et  terapora  variant,  errores  sunt 
in  ratione  composita  ex  AaXk  virium  ratione  et 
duplicata  temporum. 

(y)  120.  Nam  vircs  motus  initio  tanquam 
constantes  haberi  possunt  (1 17);  dupla  autem 
spatia,  adeoque  simplicia  spatia,  qua;  corpora 
urgentibus  viribus  constantibus  describunt,  sunt 
ut  vires  et  quadrata  temporum  cdnjunctim  (50) 
ergo    spatia  quae    corpora    urgentibus    diversls 
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est,  quocl  prior  augetur  vel  diminuitur  in  eadem  ratione  cum  posteriore, 

vel  cum  ejus  reciproca.     Et  si  earum  aliqua  dicatur  esse  ut  sunt  aliae  duae 

vel  plures  directe  aut  inverse :  sensus  est,  quod  prima  augetur  vel  dimi- 

nuitur  in  ratione  quae  componitur  ex  rationibus  in  quibus  aliae  vel  aliarum 

reciprocae  augentur  vel  diminuuntur.     Ut  si  A  dicatur  esse  ut  B  directe 

et  C  directe  et  D  inverse :  sensus  est,  quod  A  augetur  vel  diminuitur  in 

^       ^       1  ,  ,  *       BC  ,  .     . 

eadem  ratione  cura  B  X  C  X  jr  hoc  est,  quod  A  et  -jt-  sunt  ad  mvicem 

in  ratione  data. 

LEMMA  XL 

Subfensa  evanescens  anguli  contactus^  in  curvis  omnihus  (^)  curvaturam  ^ni- 
tam  ad  punctuvi  contactus  habentibus,  est  ultimo  in  ratione  duplicatd  sub- 
tensce  arcus  contermini. 

Cas.  1.  Sit  arcus  ille  A  B,  tangens  ejus  A  D,  subtensa  anguli 
contactus  ad  tangentem  perpendicularis  B  D,  subtensa  arcus  A  B. 
Huic  subtensse  A  B  et  tangenti  A  D  perpendiculares  erigantur  A  G, 
B .  G,  concurrentes  in  G ;  dein  accedant  puncta  D,  B,  G,  ad  punc- 
ta,  d,  b,  g,    sitque   I    intersectio   linearum   B   G,    A   G  ultimo   facta 


viribus  describunt,  sunt,  ipso  motus  initio,  ut 
vires  et  quadrata  tempoi-um  conjunctim.  Si  ita- 
que  vires  acceleratrices,  motus  initio,  sint  G,  g, 
spatia  S,  s,  tempora  T,  t,  erit  S  :  s  =  G  T  T  : 

S        s 
g  1 1,  ideoque  G  :  g  =  „-?;,  ••  — >  et  T  T  :  1 1 

z=  S  :  G  :  s  :  g,  hoc  est,  vircs  sunt  ut  spatia 
motus  initio  descripta  directe  et  quadrata  tem- 
porum  inverse ;  Temporum  vero  quadrata  sunt 
ut  descripta  spatia  directe  et  vires  inverse. 

(*)  121.  Circuli  curvatura  est  in  omnibus 
circumferentise  punctis  eadem,  seii  uniformis  ;  in 
variis  autem  circulis  eo  major  est,  quo  minor  est 
circuli  radius,  adeo  ut  circuli  curvatura  sit  sem- 
per  in  ratione  inversa  radii.  Aliarum  linearum 
curvatura  in  singulis  punctis  determinatur  per 
curvaturam  arcus  circularis  qui  cum  arcu  infini- 
tesimo  curvas  in  puncto  dato  congruit,  seu,  quod 
idem  est,  qui  curvam  in  puncto  dato  osculatur. 
Est  igitur  lines  cujusvis  in  puncto  dato  curva- 
tura  inverse  ut  radius  circuli  curvam  lincam  in 
dato  puncto  osculantis. 

Sumantur  duo  curva;  A  F,  puncta  A  et  B, 
ducanturque  recUe  A  C,  B  C,  ad  curvam  per- 
pendiculares,  et  ex  puncto  intersectionis  C,  tan- 
quam  centro,  radiis  C  A,  C  B,  duo  describantur 
circuli,  quorum  unus  radio  C  A,  descriptus  tan- 
get  curvam  in  A,  alter  autem  radio  C  B,  de- 
eeriptus  tanget  eam  in  B.     Si  ad  se  mutuo  ac- 

D 


cedant  puncta  A  et  B,  donec  arcus  A  B  evanes- 
cat,  duae  perpendiculares  AC,  BC,  pro  aequalibus 
usurpari  poterunt  (Lem.  I.),  conjungentur  duo 


puncta  contactus  A  et  B,  duoque  circuli  tan- 
gentes  abibunt  in  unum  A  B  G,  qui  curvam 
osculabitur  in  A,  vel  B,  adeoque  curvatura 
linea;  A  F,  in  A,  est  in  ratione  iiiversa 
3 
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(  *  )  ubi  puncta  D,  B  accedunt  usque  ad  A.     Mani- 
festum  est   quod  distantia  G  I  minor   esse  potest 
quam  assignata  quaevis.     Est  autem  (ex  natura  cir- 
,culorum  per  puncta  A  B  G,  A  b  g  transeuntium) 
A  B  quad.  aequale  A  G  X  B  D,  et  A  b  quad.  ae- 
quale  A  g  X  b  d;  ideoque  ratio  A  B  quad.  ad  A  b 
quad.  componitur  ex  rationibus  A  G  ad  A  g  et  B  D 
ad  b  d.     Sed  quoniam  G  I  assumi  potest  minor 
longitudine  quavis  assignata,  fieri  potest  ut  ratio 
A  G  ad  A  g  minus  differat  a  ratione  aequalitatis  quam  j  , 
pro  difFerentia  quavis    assignata,    ideoque   ut  ratio 
A  B  quad.   ad  A  b  quad.  minus  diiFerat  a  ratione 
B  D  ad  b  d,  quam  pro  difFerentia  quavis  assignata.^ 
Est  ergo,  per  Lemma  I.  ratio  ultima  A  B  quad.  ad  A  b  quad.  eadem  cum 
ratione  ultima  B  D  ad  b  d.     Q.  e.  d. 

Cas.  ^.  {^)  Inclinetur  jam  B  D  ad  A  D  in  angulo  quovis  dato,  et  ea- 
dem  semper  erit  ratio  ultima  B  D  ad  b  d,  quae  prius,  ideoque  eadem  ac 
A  B  quad.  ad  A  b  quad.     Q.  e.  d. 

Cas.  3.  ( « )  Et  quamvis  angulus  D  non  detur,  sed  recta  B  D  ad  datum 


radii  A  C  circuH  osculantis.  Si  ergo  finitus  sit 
radius  osculi  A  C,  finita  quoque  erit  curvatura 
in  A  ;  si  vero  radius  sit  infinitus,  curvatura  erit 
infinitesima;  ac  tandein  si  radius  sit  infinitesi- 
mus,  curvatura  erit  infinita.  Quoniam  autem 
eo  magis  curva  a  tangente  A  D  deflectit,  quo 
circuli  osculantis  radius  A  C  minor  est,  et  coa- 
tra,  patet  angulum  contactus  crescere  et  decres- 
cere  cum  curvatura  et  in  eadmi.rfitiime  ipversa 
radii. 

122.  Ducantur  cirordae  A  B,  B  G;  anguli^s 
A  B  G,  in  semicirculo  rectus  est ;  ac  proinde 
■i  in  curva  quacumque  curvaturam  finitara  in 


puncto  aliquo  A  habente  ducantur  chordas  eva- 
nescentes  A  b,  A  B,  ad  easque  agantur  perpen- 
diculares  B  G,  b  G,  hae  lineae  convenient  in 
puncto  G,  junctisque  punctis  A  et  G,  recta 
A  G  ad  tangentem  A  d  perpendicularis  erit,  et 
finitam  habebit  magnitudinem,  ut  pote  quae  ae- 
qualis  est  duplo  radio  finito  A  C,  circuli  cur- 
vam  osculantis  in  A. 

•^  (a)  123.  Ubi  puncta  D,  B,  accedunt  usque 
ad  A,  linea  A  I  (122)  est  diameter  circuli  cur- 
vam  A  b  B  osculantis  in  A,  et  quoniam  acce- 
dente  puncto  B,  ad  A,  accedit  punctum  G,  ad 
I,  atque  evanescente  arcu  A  B,  evancscit  quo- 
que  distantia  G  I,  manifestum  est  quod  distan- 
tia  G  I  minor  esse  potest  quam  assignata  quaevis; 
quia  vero  anguli  A  b  g,  A  B  G,  recti  sunt 
(per  hyp.)  circuli  duo  diametris  A  g,  A  G,  de- 
scripti  per  puncta  b,  B,  transeunt,  adcoque 
horum  cLrculorum  chordae  A  b,  A  B,  sunt  me- 
diae  proportionales  inter  suas  respective  abscis- 
sas  A  c,  A  C,  seu  aequales  d  b,  D  B,  et  dia- 
metros  A  g,  A  G,  ac  proinde  A  B  ^  =  A  G 
X-B  DetAb2=AgXbd  &c. 

(b)  124.  Inclinentur  jam  B  D,  b  d,  ad  A  D, 
in  angulo  quovis  dato  B  D  F,  b  d  f,  eadem 
semper.erit  ratio  ultima  B  D,  ad  b  d,  quse 
priiis.  Ductis  enim  B  F,  b  f,  ad  A  C,  paral. 
ieiisi,  erit  ob  triangula  aequiangula  B  F  D,  b  f  d, 
B  D  :  b  d  =  B  F  :  b  f ;  sed  (123)  B  F  :  b  f 
=  A  B    :   A  b  2 ;  fst  igitur  B  D  :  b  d  = 

A  B* :  Ab^ 

(c)  125.  Et  qusunvis  angulus  D,  non  detur, 
sed  rcctae,  D  B,  d  b,  ad  datum  punctum  H, 
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puiiGtum  convergat,  vel  alia  quacunque  lege  constituatur ;  tamen  anguli 
D,  d  communi  lege  constituti  ad  aequalitatem  semper  vergent  et  propius 
accedent  ad  invicem  quam  pro  difFerentia  quavis  assignata,  ideoque  ulti- 
mo  aequales  erunt,  per  Lem.  I.  et  propterea  lineae  B  D,  b  d  sunt  in  ea- 
dem  ratione  ad  invicem  ac  prius.     Q.  e.  d. 

Corol.  \.  Unde  cum  tangentes  A  D,  A  d,  arcus  A  B,  A  b,  et  eorum 
sinus  B  C,  b  c  fiant  ultimo  chordis  A  B,  A  b  sequales ;  erunt  etiam  illo- 
rum  quadrata  ultimo  ut  subtensae  B  D,  b  d. 

Corol.  2.  (^)  Eorundem  quadrata  sunt  etiam  ultimo  ut  sunt  arcuum 
sagittae,  quae  chordas  bisecant  et  ad  datum  punctum  convergunt.  Nam 
sairittas  illse  sunt  ut  subtensae  B  D,  b  d. 

Corol.  3.  (^)  Ideoque  sagitta  est  in  duplicata  ratione  temporis  quo  cor- 
pus  data  velocitate  describit  arcum. 

convergant,  vel  alia  quacumque  communi  lege  et   rectae   B    D,   b  d,    ad    tangentem    A   D, 

constituantur,    tamen    anguli    D,    d,    communi  normales,  per  puncta  C,  c,  semper  ducantur  li- 

lege  constituti  (punctis  b  et  B  ad  A  et  ad  se  neae  E  C,  e  c,  ad  datum  punctum  H,  conver- 

mutuo  accedentibus)  ad  aequalitatem  semper  ver-  gentes,  evanescente  arcu  A  B,  rectae  D  B,  d  b, 


d   f    T>I/ 


gent,  et  evanescente  arcu  B  b,  adeoque  coJn- 
cidentibus  lineis  H  D,  H  d,  propiiis  accedent 
ad  invicem  quam  pro  idifferentia  quavis  assigna- 
ta*acpromde  ultimo  Eequales  erunt  (per  Lem. 
I.),  et  propterca  lineae  B  D,  b  d,  sunt  ultimo 
parallelas  et  in  eadem  ratione  ad  invicem  ac  priiis 
(124.) 

C)  126.  Sit  F  A  B,  arcus  circuli  curvam 
datam  osculantis  in  A,  tangens  A  D,  radius 
ssculi  A  L,  chordae  F  B,  f  b,  ad  radium  A  L, 

D 


et  ipsis  aequales  sagittae  A  C,  A  c,  sunt  ut 
tangentium  A  D,  A  d,  arcuum  A  B,  A  b,  et 
chordarum  A  B,  A  b,  quadrata  {Corol.  1.) 
adeoque  ut  duplorum  arcuum  F  A  B,  f  A  b, 
et  chordarum  f  b,  F  B,  iis  arcubus  evanescenti- 
bus  (Lem.  7.)  congruentium,  atque  etiam  tan. 
gentium  quadrata.  Jam  ubi  punctum  C,  us- 
que  ad  A,  accedit,  chorda  evanescens  A  E,  cum 
tangente  A  G,  coindidit  (Lem.  6.)  et  coeunti- 
bus  quoque  lineis  E  H,  e  H,  triangula  C  E  A, 
c  e  A,  fiunt  similia,  ac  proinde  E  C  est  ad  e  c, 
ut  A  C,  ad  A  c,  hoc  est  ut  arcuum  evanescen- 
tium  F  A  B,  f  A  b,  chordanim  F  B,  f  b,  et 
tangentium  quadrata. 

(^)  127.  Ideoque.sagittae  A  C,  A  c,  vel  E  C, 
e  c,  sunt  in  duplicata  ratione  temporum  quibus 
corpus  data  velocitate  percurrit  arcus  evanescen- 
tes  F  A  B,  f  A  b,  vcl  dimidios  A  B,  A  b ;  spatia 
4 


J. 


G 


d     D 
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Corol.  4.  ( ' )  Triangula  rectilinea  A  D  B,  A  d  b  sunt  ultimo  in  tripU- 
cata  ratione  laterum  A  D,  A  d,  inque  sesquiplicata  laterum  D  B,  d  bj 
utpote  in  composita  ratione  laterum  A  D  et  D  B 
A  d  et  d  b  existentia.  Sic  et  triangula  A  B  C 
A  b  c  sunt  ultimo  in  triplicata  ratione  laterum  B  C, 
b  c.  Rationem  vero  sesquiplicatam  voco  triplica- 
tae  subduplicatam,  quae  nempe  ex  simplici  et  sub- 
duplicata  componitur. 

Corol.  5.  Et  quoniam  D  B,  d  b  sunt  ultimo  pa- 
raUelae  et  in  dupUcata  ratione  ipsarum  A  D,  A  d: 
erunt  areae  ultimae  curvilineas  A  D  B,  A  d  b  ([8] 
ex  natura  parabolae)  (  ^ )  duae  tertiae  partes  trian- 
gulorum  rectiUneorum  A  D  B,  A  d  b;  et  segmen- 
ta  A  B,  A  b  partes  tertiae  eonmdem  triangulorum.  a 
Et  inde  hae  areae  et  haec  segmenta  erunt  in  tripU- 
cata  ratione  tum  tangentium  A  D,  A  d;  tum  chor- 
darum  et  arcuum  A  B,  A  b. 


enim  data  velocitate  percursa  sunt  ut  tempora 
(5),  adeoque  pro  temporibus  substitui  possunt 
arcus  F  A  B,  f  A  b,  sed  sagitt»  sunt  in  ratione 
duplicata  eorum  arcunm,  (126),  ergo  et  tempo- 
rum. 

(0  128.  Triangula  rectilinea  A  B  D,  A  b  d, 
sunt  ultimo  in  triplicata  ratione  laterum  A  D, 
A  d,  inque  scsquiplicata  laterum  B  D,  b  d; 
ductis  enim  B  F,  b  f,  ad  tangentem  A  B,  per- 
pendicularibus,  erit  ob  triangulorum  B  D  F, 
b  d  f,  similitudinem  B  D:bd=BF:bf, 
et  propterea  areae  triangulorum  A  B  D,  A  b  d, 
sunt  in  ratione  composita  laterum  A  D,  ad 
A  d,  et  B  D,  ad  b  d;  sed  (154,  125.  Cor.  1.) 
BD:  bdz=AD2:Ad2,  adeoque  -v/  B  D  : 
-v/bd=AD:  Ad,  ergo  triangula  A  B  D, 
A  b  d,  sunt  in  ratione  composita  A  D,  ad  A  d,  ot 
A  D  2,  ad  A  d  *,  hoc  est,  in  ratione  triplicata 
laterum  A  D,  A  d;  sunt  etiam  in  ratione  com- 
posita  B  D.ad  b  d,  et  ,\/  B  D,  ad  y'  b  d,  hoc  est, 
in  ratione  BDXA/i^DadbdXVhd. 

(g)  129.  Arcus  evanescens  A  B,  in  curvis 
omnibus  curvaturam  finitam  ad  pimctum  con- 
tactus  A,  habentibus,  pro  arcu  parabolae  usurpari 
potest.  Ducta  enira  A  C,  lineis  B  F,  b  f,  parallel- 
la,  completisque  parallelogrammisA  B,  A  b,  erunt, 
ei  demonstratis,  rectoe  F  B,  f  b,  et  ipsis  a:quales 
abscissa  A  C,  A  c,  ut  ordinatum  C  B,  c  b,  quad- 
rata,  qux  est  notissima  parabola;  proprietas. 

130.  Quare  arcus  evanescens  spectari  potest 
tanquam  arcus  parabolaa  cujiis  latus  rectum  est 
jcqualc  diametro  circuli  osculantis.  Nam  in 
arcu  circulari  A  B,  (vid.  fig.  textus)  ordinata 
C  H,  ad  diametrum  perpendicularis,  est  media 
proportionalis  intcr  abscissam  A  C,  et  reliquam 
diametri  partem,  seu  totam  diametrum,  cum 
4.  C,  evanescit  (Lcm.  I.),  adeoquc  quadratum 


ordmata?  C  B,  «equale  est  rectangulo  ex  abscissl 
evanescente  A  C,  et  diametro  circuli,  qua;  est 
proprietas  parabolae  cujus  latus  rectum  tequale 
est  praedicta;  diametro. 


(h)  131.  Parabolrc  segmentum  A  b  B,  est 
tertia  pars  trianguli  rectilinc»  A  C  B,  vel  sequalis 
A  D  B,  adeoquearca  curvilinea  A  D  B  b  A,  a;qua- 
lis  est  duabus  tertiis  partibus  ejusdem  trianguli 
rectilinei  A  D  B.    Vid.  Gregor.  a  S.  Vinccntio 
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Scholium. 
Caeterum  in  his  omnibus  supponimus  angulum  contactus  nec  infinit^ 
majorem  esse  angulis  contactuum,  quos  circuli  continent  cum  tangentibus 
suis,  nec  iisdem  infinite  minorem;  hocest,  curvaturam  ad  punctum  A,  nec 
infinite  parvam  esse,  nec  infinite  magnam,  seu  intervallum  A  J  finitae  esse 
mamiitudinis.  ( ' )  Capi  enim  potest  D  B  ut  A  D  ^:  quo  in  casu  circu- 
lus  nullus  per  punctum  A  inter  tangentem  A  D  et  curvam  A  B  duci  po- 
test,  proindeque  angulus  contactus  erit  infinite  minor  circularibus.  ( *  ) 
Et  simili  argumento  si  fiat  D  B  successive  ut  A  D  %  A  D  ^  A  D  ^,  A  D  "^, 


Cpr.  1.  Prop.  252.  Lib.  V.  Quadraturae  circuli, 

«ut   Archimcd.   Prop.   17.   Quadrat.   Parabolae. 
(i)132.Sit      J^  D 

parabolas  Ap- 

poUonianaB   A 

E  F,  axis  A  C, 

vertex  A,  tan- 

gens  in  vertice 

A  D,  ordina- 

ta  C  E,  latus 

rectum  A   L, 

circulus  diam- 

etro  A  L,  de- 

scriptus  para- 

bolam  oscula- 

turinA,(130.) 

eundemque  ac 

parabola  con- 

tactus     angu- 

lum  efficit  in  A. 

Ad     eundera 

asem  A  C, 
et  verticem 
A,  describatur  superioris  generis  parabola  cuju^ 
ordinatae  C  B  sint  semper  in  subtriplicata  abscis- 
sarum  A  C,  vel  parallelarum  et  a;qualiura  D  B, 
ratione;  et  erit  angulus  contactus  B  A  D,  angu- 
lo  contactus  E  A  D,  infinite  minor.  Dem. — 
Parabolae  A  F  E,  latus  rectura  A  L,  dicatur  A ; 
parabolae  A  B  B,  latus  rectura  sit  B,  et  erit  ex 
harum  curvarum  natur^  AX  AC=CE^et 
B^XAC=CB3,  adeoque  A  C  =  C  E  ^ : 
A  =  C  B  3  :  B  ^,  unde  reperitur  C  B  ^  = 
C  E»  X  B»:  A,  et  CBad  B*:  A=CE2 
ad  C  B  ^  ergo  cum  erit  C  B  =  B  ^  :  A,  tunc 
erit  C  E  *  =  C  B  ^  atque  adeo  parabolEe  A  E  E, 
A  B  B,  ordinatam  habebunt  coramunem  quae 
dicatur  Q  F,  et  sese  intersecabunt  in  puncto  F; 
jam  vero  si  fuerit  C  B  minor  quam  B^  :  A,  erit 
quoque  C  E  ^  rainor  quam  C  B  *,  adeoque  C  E 
minor  quam  C  B ;  sed  omnes  ordinataj  inter  ver- 
ticem  A,  et  ordinatara  comraunem  Q  F,  (quae 
cst  =  B  *  :  A)  minores  sunt  ea,  ergo  omnes 
C  E  inter  A  et  F  comprehensae  sunt  rainorea 
ordinalis  correspondentibus  C  B,  tota  igitur  pa» 
tabolas  AppoUonianae  portio  A  E  F,  qua  ordinatas 
C  E  terminantur,  cadit  intra  portionem  A  B  F, 
Rlterius  parabolcB,  ac  proinde  angulus  contactfia 
B  A  D,    seraper    minor  cst  aogulo    contactCui 


E  A  D,  cum  ergo  angulus  E  A  D,  aucto  in  infi- 
nitum  latere  recto  A  L,  possit  sine  fine  minui,  ma- 
nifestum  est  angulum  contactus  B  A  D,  quovis 
angulo  dato  E  A  D,  infiniteminorem  esse.  Q.  e.  d. 

133.  Ad  eundem  axem  A  C,  et  verticem  A, 
successive  describantur  curvffi  A  E  E ;  ejus  na- 
turae,  ut  abscissarum  A  C,  et  ordinatarum  C  E, 
relatio  exprimatur  acquatione  gencrali  A'"A  C 
s=  C  E  *"_+ '.  Si  loco  exponentis,  m,  successivi 
ponantur  in  aequatione  numeri  quilibet  positivi, 
integri  vel  fracti  continuo  crescentes  vel  dccre- 
scentes,  obtinebuntur  infinitae  series  diversae  an- 
gulorum  contactuum,  quorum  quilibet  est  infi- 
nite  minor  priore,   dum  nuraenis,    m,    semper 
crescit,  et  infinite  major  dum  numerus,  m,  sem. 
per  decrescit.     Dcm. — Numerus,  m,  augcatur 
niimero  positivo.  n,  integro  vel  fracto,  et  descri» 
batur  curva  A  B  B,  cujus  asquatio  sit  B  ^  +  °  X 
^0=^6"+"+'.     Et  hac  sequatione  et 
•uperiori   A^ACr^CE^+S  reperitur 
AC=CB°  +  "  +  »:B'"+"=CE'"+  ': 
A  ",  adeoque  CB^+^+i^CE^+^X 
B  "  +  "  :  A  ■"  atque  C  B  "  ad  B  "  +  "^ :  A  '" 
=  C  E  "*  + 1  ad  C  B  ■"  + ' ;   slt  C  B  °  = 
B'"  +  °:  A'",  eteritCB^^  +  i^CE'"^», 
adeoque  CB=CE=QF.     Quare  cuni 
^inler  verticem  A,  et  communem  ordinatam  Q  F, 
oranes  ordinatae  sint  minores  ipsa  Q  F,  patet 
ut  supra  (132),  totam  portionem  A  E  F,  curva; 
A  E  E,  cadere  intra  portionem  A  B  F,  alterius 
curvae  A  B  B,   ac  proinde  angulum  contactus 
B  A  D,  quovis  dato  angulo  contactils  E  A  D 
infinite   minorera    esse,    et   reciproce   angulum 
£  A  D,  csse  angulo  B  A  D  infinite  majorcm. 
Q.  e.  d. 

(•=)  134.  In  aquatione  A  ""  X  A  C  = 
C  E  *"  +  ',  loco  exponentis  m,  successive  ponan- 
tur  numeri  1 ,  2,  5,  4,  5,  &c.  et  erit  A  C  succes- 
sive,  ut  C  E  2,  C  E.3,  C  E  *,  C  E  J,  &c.  et 
habebitur  (133)  series  angulorum  contactus  per- 
gens  in  intinitum,  quorum  quilibet  posterior  est 
infinite  minor  priore.  Loco  m  substituantur 
successive  nuraeri  decrescentes,  1,  ^,  g,  \,  4-, 
&c.  erit  A  C,  successive  ut  C  E  *,  C  E  f ,  C  E  f  > 
C  E  ^,  &c.  et  habebitur  alia  series  infinita 
angulorum  contactiis,  quor^m  primus  est  ejus- 
dem  generis  cum  circularibus  (132).  secundus 
jnfinjte  msjor,  ct  quiiibet  postcrior  iufinite  majer 


58 


PHILOSOPHI^  NATURALIS    [Motu  Corpor 


&c.  habebitur  series  angulorum  contactus  pergens  in  infinitmn,  quorum 
quilibet  posterior  est  infinite  minor  priore.  Et  si  fiat  D  B  successive  ut 
A  D^  A  Df ,  A  Df ,  A  Df ,  A  Df ,  A  D^,  &c.  habebitur  alia  series 
infinita  angulorum  contactus,  quorum  primus  est  ejusdem  generis  cmn 
circularibus,  secundus  infinite  major,  et  quilibet  posterior  infinite  major 
priore.  Sed  et  inter  duos  quosvis  ex  his  angulis  potest  series  utrinque  in 
infinitum  pergens  angulorum  intermediorum  inseri,  quorum  quilibet  pos- 
terior  erit  infinite  major  minorve  priore.  Ut  si  inter  terminos  A  D^,  et 
A  D^,  inseratur  series  A  D  >/,  A  Dy,  A  D|,  A  Dj,  A  Df,  A  D|, 
A  Dy,  A  Dy*,  A  Dy,  &c.  Et  rursus  inter  binos  quosvis  angu- 
los  hujus  seriei  inseri  potest  series  nova  angulorum  intermediorum  ab  in- 
vicem  infinitis  intervallis  differentium.     Neque  novit  natura  limitem. 

( ^ )  Quae  de  curvis  lineis  deque  superficiebus  comprehensis  demonstra- 
ta  sunt,  facile  applicantur  ad  solidorum  superficies  curvas  et  contenta. 
(  ™  )  Praemisi  vero  haec  lemmata,  ut  effugerem  taedium  deducendi  longas 
demonstrationes,  more  veterum  geometrarum,  ad  absurdum.  Contrac- 
tiores  enim  redduntur  demonstrationes  per  methodum  indivisibilium.  Sed 
quoniam  durior  est  indivisibilium  hj-pothesis,  et  propterea  methodus  illa 
minus  geometrica  censetur  j  ( " )  nialui  demonstrationes  rerum  sequentium 


(153).  Locom,  substituantur  numpri  1, 1  _{_  l 

1  +  j.i  +  i>  1  +^1  +  i'  1  +  f'  1  +  f' 

j    _L  4   j  -L  5  ^  &c.,  erit  A  C,  successive  ut 

C ES  C  E^,  C  E  ^ A,c  E  f  &c.,  et  habebitur 
series  infinita  angulorum  contactus,  quorum 
quilibet  posterior  est  infiniteminor  priore  (133), 
et  inter  binos  quosvis  angulos  hujus  alteriusve 
seriei  inseri  potest  series  nova  angulorum  inter- 
mediorum  ab  invicem  infinitis  intervallis  diflfer- 
entium;  ut  enim  ea  series  inveniatur,  sufficit 
intei  duos  numeros  datos,  v,  G.  1,  1  +  -i,  seriem 

0 

invenire  numerorum  crescentium,  vel  decres- 
centium,  quorum  quilibet  major  sit  altero  ex  nu- 
meris  datis,  minor  altero,  quod  facillimum  est. 

(1)  135.  Id  exemplo  facili  illustrare  satLs  erit. 
Pyramidis  et  coni  sit  idem  vertex  eademque  al- 
titudo,  et  basis  pyiamidis  sit  polygonum  inscrip- 
tum  circulo  qui  basis  est  coni,  numerus  laterum 
polygoni  augeatur,  et  eorum  longitudo  minuatur 
in  iiifinitum,  et  polygoni  ac  circuli  ultima  ratio 
(Lem.  7.)  erit  ratio  £equalitatis,  ac  proinde  ul- 
tima  ratio  pyramidis  illiusque  superficiei  ad  co- 
num  et  illius  superficiera  curvam,  erit  quoque 
ratio  sequalitatis ;  unde  curva  superficies  coni 
aequalis  est  summae  ultima3  triangulorum  evane- 
scentium,  quorum  communis  vertex  est  vertex 
coni,  bases  vero  latera  evanescentia  polygoni  cir- 
culo  inscripti. 

("rt)  136.  Quam  magnos  progressus  Geome- 
tria  fecerit,  hine  cognoscere  licet  Veteres  Geo- 
metrae  in  iis  qusestionibus  quae  Jttfinili  conside- 


rationem  involvunt,  suas  demonstrationes  ad  ab- 
surdum  revocabant,  et  ex  falsis  suppositionibus 
verum  eruebant.  Ut  inter  duas  quantitates  quae 
ad  sequalitatem  constanter  vergunt,  et  tandem 
propius  ad  invicem  accedunt  quam  pro  data  qua- 
vis  differentia  rationem  a;qualitat>s  intercedere 
demonstrarent,  prius  supponebant  inter  eas  quan- 
titates  esse  vel  majoris  vel  minoris  inaequalitatis 
rationem,  deinde  utrumque  falsum  demonstra- 
bant,  et  ex  hac  reductione  quam  ad  absurdum 
vocant,  inter  illas  quantitates  perfectam  asquali- 
tatem  esse  concludebant.  Quam  autem  per- 
plexus  sit  et  taediosus  hic  demonstrandi  modus, 
nemo  non  videt.  Verijm  licet  imperfecta  admo- 
diim  fuerit  veterum  Geometria,  non  iis  tamen 
omnino  ignota  fuerunt  methodi  infinitesimalis 
principia.  Quantitates  infinite  parvas  seu  eva- 
nescentes  pro  nihilo  habendas  esse  in  multis  de- 
monstrationibus  tanquam  axioma  posuerunt  Eu- 
clideset  Archimedes;  in  exemplum  afferemus  uni- 
cum  vulgaris  Geometriae  theorema.  Ut  demon 
strarent  circulos  esse  inter  se  ut  quadrata  diame- 
trorum,  fingebant  iis  circulis  inscripta  esse  vel  cir- 
cumscripta  polygona  similia  quorum  latera  nu- 
mero  augerentur  et  longitudine  minuerentur  in 
infinitum,  ita  ut  polygonorum  inscriptorum  vel 
circumscriptorum  a  circulo  differentia  foret  qua- 
vis  data  magnitudine  minor ;  quia  vcro  ha-c  po- 
lygona  sunt  ut  quadrata  diametrorum  circulorum 
quibus  inscribuntur  vel  circumscribuntur,  circu- 
los  pariter  essc  ut  quadrata  diametrorum  conclu- 
debant.  Varios  infinitorum  ordines  supponit 
illud  idem  theorema,  licet  non  advertercnt  vete. 
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ad.  ultimas  quantitatum  evanescentium  summas  et  rationes,  primasque  na- 
scentium,  id  est,  ad  limites  ( ° )  summarum  et  rationum  deaucere ;  et 
propterea  limitum  illorum  demonstrationes  qua  potui  brevitate  praemittere. 
His  enim  idem  prajstatur  quod  per  methodum  indivisibilium;  et  princi- 
piis  demonstratis  jam  tutius  utemur.  Proinde  in  sequentibus,  si  quando 
quantitates  tanquam  ex  particulis  constantes  consideravero,  vel  si  pro  rec- 
tis  usurpavero  lineolas  curvas;  nolim  indivisibilia,  sed  evanescentia  divisi- 
bilia,  non  summas  et  rationes  partium  (  p  )  determinatarum,  sed  SRmma- 
rum  et  rationum  limites  semper  intelligi;  vimque  talium  demonstrationum 
ad  methodum  praecedentium  lemmatum  semper  revocari. 

Objectio  est,  quod  quantitatum  evanescentium  nulla  sit  ultima  pro- 
portio;  quippe  quae,  antequam  evanuerunt,  non  est  ultima;  ubi  evanue- 
runt,  nulla  est.  Sed  et  eodem  argumento  seque  contendi  posset  nuUam 
esse  corporis  ad  certum  locum,  ubi  motus  finiatur,  pervenientis  ( ^  )  velo- 
citatem  ultimam:  hanc  enim,  antequam  corpus  attingit  locum,  non  esse 
ultimam;  ubi  attingit,  nullam  esse.  Et  responsio  facilis  est:  per  veloci- 
tatem  ultimam  intelligi  eam,  qua  corpus  movetur,  neque  antequam  attin- 
git  locum  ultimum  et  motus  cessat,  neque  postea,  sed  tunc  cum  attingit; 
id  est,  illam  ipsam  velocitatem  quacum  corpus  attingit  locum  ultimum  et 


res.  Nam  considerabant  polygona  circulis  in- 
scripta  tanquam  composita  ex  iniinitis  numero  at- 
que  infinite  parvis  seu  evanescentibus  laterJbus ; 
raanifestum  autem  est  ditTerentiam  polygoni  in- 
scripti  a  circulo  quavis  data  minorera  componi  ex 
infinitis  numero  atque  infinite  parvis  seu  evanes- 
centibus  circuli  segmentis  quorum  latera  polygo- 
ni  sunt  chordae;  haec  vero  segmenta  sunt  mini- 
mae  quantitates  illae  quas  secundi  ordinis  infini- 
tesimas  dicunt  Recentiores.  Hic  pedem  fixe- 
rant  veteres,  primusque  longius  progredi  ausus 
est  celeberrimus  Geometra  Bonaventura  Cavale- 
rius,  qui  anno  1635,  indivisibilium  methodum  in 
geometriam  introduxit.  Hoc  primum  posuit 
suse  methodi  decretum,  lineas  nempe  ex  infini- 
tis  punctis  constare,  superficies  ex  infinitis  lineis, 
et  solida  ex  infinitis  superficiebus ;  deinde  indi- 
visibilia  illa  elementa,  totamque  eorum  summam 
comparat  in  una  magnitudine  cum  singulis  ele- 
mentis  eorumque  summa  in  alia  magnitudinc, 
et  sic  duarum  magnitudinum  rationem  determi- 
nat.  Haec  autem  quantitatum  indivisibilium 
hypolhesis  duiior  minusque  geometrica  Nev?to- 
No  visa  est. 

(n)  137.  Newtonus,  ut  indirectas  et  per- 
plexas  vitaret  veterum  demonstrationes,  earum 
tamen  certitudinem  et  evidentiam  conservaret, 
veterum  principium  lemmate  primo  generaliter 
expressit,  illudque  in  lemmatis  sequentibus  ad 
curvas  generatim  applicavit,  et  inde  directas 
perbrevesque  demonstrationes  in  toto  operis  de- 
cursu  deduxite  XJt  autem  methodi  indivisibili- 
um  brevitatem  assequeretur,  tutius  tamen  et  ac- 


curatius  procederet,  loco  indivisibilium  evane- 
scentia  divisibilia  substituit,  et  quantitates  Ma- 
thematicas  non  ut  ex  partibus  quam  minimis 
constantes,  sed  ut  motu  continuo  descriptas  con- 
siderat;  supponit  nimirum  lineas  describi  ac  de- 
scribendo  geuerarinon  perappositionempartium, 
sed  per  motum  continuum  punctorum,  superfi- 
cies  per  motum  linearum,  et  solida  per  motum 
superficierum,  angulos  per  rotationem  laterum, 
tempora  per  fiuxum  continuum,  et  sic  in  cjeteris. 

(o)  158.  Ubi  area  curvilinea  in  parallelogram- 
ma  rectilinea  dividitur,  et  eorum  numerus  au- 
getur  atque  latitudo  ininuitur  in  infinitum,  ho- 
rum  parallelogrammorum  summa  (Lem.  2.), 
nunquam  potest  esse  major  area  curvilinea,  sed 
ha?c  area  est  terminus  ad  quem  parallelogram- 
morum  decrescentium  summa  semper  accedit  et 
quem  tandem  attingit,  ubi  parallelogramma 
evanescunt  aut  nascuntur.  Idem  dicendum  de 
cvanescentibus  curvarum  chordis  respectu  peri- 
metrl  curvilineae. 

(p)  159.  Quantitates  evanescentes  concipi 
non  debent  velut  determinatae  aut  determinabiles 
quaedam  portiones  quantitatum  quae  certam  etde- 
finitamparvitatem  obtineant.  Quascumque  enim 
portiunculas  linearum,  superficierum  aut  corpo- 
rum  acceperimus  aut  designaverimus,  h£e  semper 
reipsa  finitae  erunt,  non  evanescentes;  itaque  non 
sunt  intra  certos  terminos  quantumvis  proximos 
coarctandae,  unde  hae  quantitates  semper  ut  de- 
crescentes  ac  perpetuo  diminuendae  accipi  debent. 

(q)  140  Bxempli  causa,  gravis  sursum  pro- 
jecti  et  ad  altissimum  locum  perveiiicntis. 
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quacura  motus  cessat  Et  similiter  per  ultimam  rationem  quantitatum 
evanescentium,  intelligendara  esse  rationem  quantitatum,  non  antequam 
evanescunt,  non  postea,  sed  quacum  evanescunt.  Pariter  et  ratio  prima 
nascentium  est  ratio  quacum  nascuntur.  Et  summa  prima  et  ultima  est 
quacum  esse  (vel  augeri  aut  minui)  incipiunt  et  cessant.  Extat  limes  quem 
velocitas  in  fine  motus  "attingere  potest,  non  autem  transgredi.  Haec  est 
velocitas  ultima.  Et  par  est  ratio  limitis  quantitatum  et  proportionum  ora* 
nium  incipientium  et  cGssantiura.  Cumque  hic  limes  sit  certus  et  definitus, 
problema  est  vere  geometricum  eundem  determinare.  Geometricaveroom- 
nia  in  aliis  geometricis  determinandis  ac  demonstrandis  legitime  usurpantur, 
Contendi  etiam  potest,  quod  si  dentur  ultiraae  quantitatura  evanescen- 
tium  rationes,  dabimtur  et  ultimae  magnitudines:  et  sic  quantitas  omnis 


(f )  141.  Seu,  quantitatum  determinatarum et 
indivisibilium,  sed,  &c. 

142.  Ut  quantitatum  evanescentium  aut  nas- 
centium  relationes  atque  proprietates  invenian- 
tur,  considerantur  quantitates  finitae,  harum 
investigantur  relationes  et  proprietates  et  lex  qua 
continuo  crescunt  vel  decrescunt ;  quibus  cog- 
nitis  facile  intelligitur  quaenam  proprietates 
quantitatibus  illis  crescentibus  ac  decrescentibus 
semper  conveniant,  adeoque  et  cum  in  infinitum 
minuuntur  et  evanescunt,  vel  cum  nascuntur. 
Imo  vero  ex  Lemmate  primo  aliisque  sequenti- 
bus  invenitur  qusenam  sint  proprietates  quae  licet 
quantitatibus  ftnitis  non  conveniant,  evanescen- 
tibus  tamen  et  nascentibus  competunt,  cum 
nempe  quantitates  finitae  decrescentes  ad  illas 
proprietates,  ut  ita  dicam  perpetuo  accedunt,  et 
ad  eas  tempore  dato  accedunt  magis  quam  pro 
differentia  quavis  data. 
Ex  praecedentibus  Lemmatibus  facile  deducitur 
ac  demonstratur  Newtoniana  fluxionum  metho- 
dus  cujus  generalia  principia  ut  pote  nobis  in 
posterum  profutura  breviter  explicabimus. 

145.  Q,uantitates  indeterminatae  quae 
continuo  crescunt  vel  decrescunt,  variabi- 
les  aut  fluentes  dicuntur ;  constantes  vero 
aut  determinatas  vocantur,  quae  aliis  con- 
tinuo  crescentibus  vel  decrescentibus,  eae- 
dem  manent.  Ordinatae  B  C,  B  D,  su- 
per  basi  A  F,  motu  sibi  semper  parallelo 
ita  progrediantur,  ut  ordinata  B  D,  ea- 
dem  semper  manente,  punctum  D,  rectam 
G  D  d  describat,  et  interim  continuo  cre- 
scente  vel  decrescente  ordinata  B  C,  punc- 
tum  C  describat  curvam  A  C  c;  abscissa 
A  B,  ordinata  B  C,  curvae  arcus  A  c, 
arese  A  C  B,  A  G  D  B,  sunt  quantifc^tes 
indeterminatae  seu  fluentes;  Tecta  vero 
B  D,  est  quantitas  constans. 

144.  Quantitatcs  fluentes,  ut  A  B,  B  C, 
aequalibustemporibus  crescentes  et  crescen. 
do  genita^,  pro  velocitate  majori  vel  minori 
qua  crescunt,  ac  generantur,  evaduut  ma- 


jores  vel  minores ;  si  enim  punctum  B,  velocius 

semper  progrediatur  quam  punctum  C,  in  linea 

B  C,   incrementa   B  b,   fluentis  A   B,  majora 

erunt  incrementis  E  c,  fluentis  B  C,  eodem  tem- 

pore  genitis.     Velocitates  quibus  illa  incrementa 

ut  B  b,  E  c,  eodem  tempore  genita,  primo  nas- 

cuntur,  dum  nempe  b  c,  coincidit  cum  B  C,  di- 

cuntur^Mxjones,  et  methodus  ex  fluentibus  in- 

veniencu  fluxiones,  methodus  fluxionum  directa 

vocatur;  methodus  vero  ex  fluxionibus  invenien- 

di  fluentes,  methodusjluxionum  inversa  appellatur. 

145.   Velocitates  quibus   fluentium  quantitas 

tum  incrementa  eodem  tempore  genita,    primo 

nascuntur,  sunt  uniformes. — Dem.     Cum  cur- 

va  A  C  c,  motu  puncti  C,  velocitate  quavis  fini- 

ta  progredientis   describi  possit,  si  illius  puncti 

velocitas   secundum  directionem  C  E,  lineae  A  B 

parallelam,   supponatur  uniformls,    velocitas 

ejusdem  secundiim  directionem  E  c,  pro  vari^ 

curvae  A  C  c  natura,  varia  quidem  erit  in  diver. 

sis  curvae  punctis,  v.  gr.   in  C,  et  c ;  sed    quo 

magis  punctum  c,  ad  C,  accedet,  eo  minor   erit 

velocitatis  secundum  direcUonem  E  c,  variatio 
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constabit  ex  indivisibilibus,  contra  quam  Euclides  de  ihcommensurabilibus, 
in  libro  decimo  elementorum,  demonstravit.  Veriun  haec  objectio  falsae 
innititur  hj^potliesi.  Ultimae  rationes  ill£e  quibuscum  quantitates  evanes- 
cunt,  revera  non  sunt  rationes  quantitatum  {^)  ultimarmn,  sed  limites 
ad  quos  quantitatum  sine  limite  decrescentium  rationes  semper  appropin- 
quant;  et  quas  propius  assequi  possunt  quam  pro  data  quavis  difierentia, 
nrinquam  vero  transgredi,  neque  prius  attingere  quam  quantitates  dimi- 
nuuntur  in  infinitum.  Res  clarius  intelligetur  in  infinite  magnis.  Si 
quantitates  duae,  quarum  data  est  differentia,  augeantur  in  infinitum,  da- 
bitur  harum  ultima  ratio,  nimirum  ratio  aequalitatis,  nec  tamen  ideo  da- 
buntur  quantitates  ultimae  seu  maximae  quarum  ista  est  ratio.  In  sequenti- 
bus  igitur,  si  quando  facili  rerum  conceptui  consulens,  dixero  quantitates 
quam  minimas,  vel  evanescentes,  vel  ultimas;  cave  inteUigas  quantitates 
magnitudine   determinatas,    sed  cogita  semper  diminuendas  sine  limite. 


in  punctis  C,  ct  c,  adeo  ut  dum  punctum  c,  co- 
incidit  ciim  puncto  C,  omnis  velocitatis  per  E  c, 
variatio  expiret.  Quare  (Lcm.  I.)  velocitates 
quibus  fluentium  incrementa  eodem  tempore 
genita  primo  nascuntur,  sunt  uniformes.    Q.  e.  d. 

146.  Cum  ergo  velocitates  uniformes  sintspa- 
tiis  eodem  tempore  percurrendis  proportionales 
(5),  manifestum  est  fluxiones  (143)  esse  in  ra- 
tione  incrementorum  eodem  tempore  genitorum, 
dum  primo  nascuntur  vel  ultimo  '  evanescunt ; 
adeoque  ut  fluxionum  relatio  inveniatur,  sume- 
re  oportet  incrementa  fluentium  eodem  tempore 
genita,  ct  primam  eorum  incrementorum  nascen- 
tium,  vel  ultimam  evanescentium  rationem  consi- 
derare  tanquam  relationem  flusionum. 

147.  Hinc  summa  fluxionum  est  ut  summa  iii- 
cremcntorum  nascentiumvel  evanescentium,  sum- 
ma  vero  incrementcrum  omnium  nascentium  est 
ipsa  quantitas  fluens;  nam  si  tota  area  A  c  b  di- 
visa  intelligatur  in  parallelogramma  ut  B  E,  eo- 
rumque  numerus  augeatur  et  latitudo  B  b 
mmuatur  in  infinitum,  summa  omniura  in- 
crerr.entonim  nascentium  B  b,  ab  A  usque  ad 


b,  erit  ipsa  fluens  A  b,  summa  oranium  incre- 
mentorum  E  c,  ab  A,  nsque  ad  c,  crit  fluens 
b  c,  summa  omnium  C  c,  crit  arcus  fluens  A  c,  et 
summa  omnium  parallelogrammorum  B  E,  erit 
area  A  c  b  fluens  (105,  107);  ergo  summa 
fluxionum  est  ut  ipsa  quantitas  fiuens. 

148.  Quoniam  in  figura  superiori  fluxio  ali. 
qua,  vel  abscissae  A  B,  vel  ordinatje  C  B,  aut 
arcus  A  C,  ad  arbitrium  tanquam  uniformis 
spectari  possit,  (Ex  dictis  145. )  patet  ex  pluribus 
fluxionibus  unam  tanquam  constanteni  posse 
considerari  et  quantitate  finita  constanti  exponi, 
dum  alias  fluxiones  varia  ratione  mutari  <;t  quan- 
titatibus  variabilibus  exponi  possunt. 

149.  Quare  cum  quantitates  variabiles  suas 
habeant  fluxiones  quae  rursiis  possunt  esse  vaiia- 
biles,  liquet  dari  fluxiones  fluxionum,  reu  varios, 
imo  infinitos  fluxionum  ordlnes,  Fluentium 
finitarum  fluxiones  dicuntur  fluxiones  prima; ; 
harum  fluxiones  primae  diCuntur  fluentium  fini- 
tarum  fluxiones  secundre,  et  ita  porro  in  infinitusn. 

150.  Ducta  recta  V  T  H,  qure  curvam  tan- 
gat  in  C,   ipsisque  b  c  et  B  A  productis  occur- 
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rat  in  T  et  V ;  linca  b  c  in  locum  suuin  prio- 
rem  B  C  redeat,  ct  ultima  forma  triangulorum 
evanescentium  C  E  c,  C  E  c,  C  E  T,  est  simi- 
litudinis  et  ultima  ratio  sequalitatis  (Leni.  VIII.) 
ideoque  fluxiones  primae  ipsarum  A  B,  B  C, 
A  C,  sunt  (146.)  ut  trianguli  C  E  T,  latera 
C  E,  E  T,  et  C  T,  et  per  eadem  latera  exponi 
possunt,  vel  quod  perinde  est,  per  latera  V  B, 
C  B,  et  V  C,  trianguli  V  B  C,  similis  triangu- 
lo  C  E  T. 

151.  Quoniam  arese  B  b  c  C,  B  b  d  D,  eo- 
dem  tempore  describuntur  communi  ordinata- 
rum  B  C,  B  D  motu,  erunt  areae  illse  nascentes 
vel  evanescentes  ut  fluxiones  arearum  A  C  B, 
A  B  D  G,  (146);  sed  area  nascens  B  b  c  C, 
non  difFert  a  parallelogrammo  B  E,  (107);  ergo 
fluxiones  arearum  A  C  B,  A  B  D  G,  sunt  in  ra- 
tione  prima  parallelogrammorum  B  E,  B  d 
nascentium,  seu  ob  commune  latus  B  b,  iij  rai- 
tione  ordinatarum  C  B,  B  D. 

152.  Si  circulus  centro  B,  radio  fluente  B  C, 
descriptus  per  longitudinem  abscissee  A  B,  ad 
angulos  rectos  progrediatur,  describet  solidum 
idem  quod  ex  rotatione  figurae  A  C  B,  circa 
axem  A  B  generaretur,  et  fluxJo  soiidi  geniti 
erit  ut  factum  ex  area  circuli  illius  in  incremen- 
tum  nascens  B  b,  abscissae  A  B,  et  fluxio  super- 
ficiei  solidi  geniti  erit  ut  factum  ex  perimetro 
ejusdem  circuli  in  arcum  C  c,  vel  tangentem  C 
T,  nascentem. — Dem.  Rectangulum  nascens 

BE,nondiflertafiguraB  b  c  C  nascente  (107), 
adcoque  incrementum  nascens  solidi  ex  rotatione 
figurae  A  C  B,  geniti  Eequale  est  solido  ex  ro- 
tatione  rectanguli  B  E,  circa  latus  B  b,  genito; 
hoc  autem  solidum  est  cylindrus  aequalis  facto 
ex  area  circuli  radio  C  B  descripti  in  altitudi- 
nem  B  b ;  solidi  igitur  motu  circuli  C  B  per 
axem  A  B  geniti  incrementum  nascens  adeoque 
et  ipsius  fluxio  (146)  est  ut  factum  ex  area  cir- 
culi  in  incrementum  nascens  B  b,  abscissae  A  B. 
Similiter  cum  arcus  nascens  C  c,  cum  tangente 
C  T  coincidat,  (Lem.  7. )  superficies  nascens  ex 
rotatione  figurae  B  b  c  C,  genita  aequalis  est  su- 
perficiei  coni  truncati,  adeoque  EequaUs  facto  ex 
semisumma  peripheriarum,  quarum  sunt  radii 
B  C,  b  c,  in  latus  C  T,  seuob,  b  c  =  B  C  (107) 
sequalis  facto  ex  peripheria  circuli,  cujus  radius 
B  C,  in  latus  C  T,  vel  arcum  C  T,  nascentem; 
ergo  factum  istud  est  incrementum  nascens  su- 
perficiei  curvae  ex  rotatione  A  C  desciipta;, 
adeoque  est  ut  illius  superficiei  fluxia  0-46)  Q. 
e.  d. 

153.  Anguli  rectilinei  A  P  B,  E'  P  F    sunt 


inter  se  directe  ut  arcus  A  B,  E  F,  qui  angulos 
subtendunt  ct  rcciproce  ut  arcuum  radii  A  P, 
E  P. — Bem.  Est  angulus  A  P  B,  ad  angulum 
B  P  C,  seu  E  P  F,  ut  arcus  A  B,  ad  arcum 
B  C,  adeoque  ut  A  B  :  A  P,  ad  B  C  :  A  P  ; 
sed  ob  arcus  similes  B  C,  E  F,  est  B  C  :  A  P  = 
E  F  :  E  P ;  ergo  angulus  A  P  B,  est  ad  angulum 
E  P  F,  ut  A  B  :  A  P,  ad  E  F  :  E  P.  Q.  e.  d. 
154.  Hinc  sequitur  1°.  quemlibet  angulum 
A  P  B  exprimi  posse  arcu  A  B  qui  ipsum  sub- 
tendit  diviso  per  radium  A  P.  2°.  Quemlibei 
arcum  circuli  A  B,  esse  ut  factum  ex  angulo  A 
P  B  in  radium  A  P,  atque  adeo  hoc  facto  ex- 
primi  posse.  5°.  Incrementum  nascens  anguli 
fluentis  A  P  B,  adeoque  et  illius  anguli  fluxio- 
nem  (146)  esse  in  ratione  directa  arcus  circula- 
ris  nascentis  et  inversa  radii  illius. 


155.  Rocta  P  C  fluens  circa  datum  polum  P 
revolvatur,  et  punctum  illius  extremum  C,  cur- 
vam  A  C  c,  describat  quam  tangit  in  C  recta 
V  C  H  in  quam  ex  polo  P,  demissa  sit  perpen- 
dicularis  P  V.     Sit  A  punctum  in  curva  A  C 

fixum,  progrediaturque  recta  P  C  de  loco  suo 
P  C,  in  locum  novum  P  c,  et  producta  P  c, 
tangentem  secet  in  T.  iHapiatur  P  E  =  P  C, 
seu  radio  P  C  describatur  circuli  arcus  C  E,  ut 
habeantur  E  c,  incrementum  rectas  P  C,  C  c, 
incrementum  curvae,  A  c,  P  C  c,  incremen- 
tum  areae  P  A  C  P,  angulus  C  P  c,  incre- 
mentum  anguli  A  P  C,  eodem  tempore  ge- 
nita.  Redeat  jam  P  C,  in  locum  suum  prio- 
rem  P  C,  ut  incrementa  illa  omnia  evanescant 
et  horum  incrementorum  evanescentium  ralio 
ultima  erit  ratio  fluxionum  quantitatum  fluen- 
tium  quarum  sunt  incrementa  (146). 

156.  Quoniam  autem  perveniente  P  c,  in  lo- 
cum  P  C,  triangula  C  E  c,  C  E  T,  evanescen- 
tia  sunt  ultimo  similia  et  aequalia  (Lem.  S.)  cir- 
culi  arcus  C  E,  cum  chorda  ipsius  coincidit,  ip- 
sique  aequalisest  (^Lem.  7.),  et  praeterea  evanes- 
cente  angulo  C  P  E,  anguli  P  C  E,  P  E  C, 
sunt  mter  se  et  duobus  rectis  aequales,  adeuque 
C  E,  ad  P  T,  normalis.  Manifestum  est,  1°. 
Triangulum  T  V  P  esse  triangulo  T  E  C,  adeo- 
que  et  triangulo  evanescenti  c  E  C,  simile,  ac 
proinde  fluxiones  arcus  A  C,  et  rectae  P  C,  esse 
inter  se  ut  duo  latera  V  T,  T  P  seu  V  C,  P  C. 
2°.  Fluxionem  anguli  A  P  C,  esse  ut  C  E  :  P  C 
(154.)— 3°.  Fluxionem  areae  A  C  P,esse  ut  fac- 
tum  ex  recta  C  P,  in  normalem  C  E  evanescentem ; 
nani  area  trianguli  P  C  T,  sequalis  dimidin  rect* 
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tangulo  P  T  X  C  E,  seu  ob  evanescen- 
tem  E  T,  dimidio  rectangulo  P  C  X  C  E 
<Lem.  1.) 

157.  Similibus  argumentis  ex  fluentibus  cal- 
culo  expressis  fluxiones  inveniri  possunt,  in  quan- 
titatibus  finitis  analysim  instituendo,  et  finitarum 
nascentjum  vel  evanescentium  rationes  primas 
vel  uitimas  investigando.  Haec  autem  sunt  cal- 
culi  flaxionum  principia.  Nimirum,  l''.  Ciim 
fluxiones  sint  in  prima  ratione  incrementorum 
nascentium  et  ultimaevanescentium(146),  fluxi- 
ones  iis  incrementis  primo  nascentibus  vel  ulti- 
mo  evanescentibus  possunt  exprimi. — 2°'  Q,uan- 
titates  quae  nonnisi  suo  incremento  nascente  aut 
evanescente  difFerunt,  sunt  aequales  (Lem.  1.) — 
3°.  Q,uantitatum  constantium  nullae  sunt  fluxio- 
nes,  nulla  incrementa  vel  decrementa. — 4°.  Si  in- 
ter  quantitates  indeterminatas  aliquae  decrescant, 
dum  aliae  crescunt,  decrescentiura  flu^xiones  sunt 
neoativae,  sunt  enim  ut  incrementa  negativa,  seu 
ut  decrementa. 

158. .  Quantitates  fluentes  designantur  ultimis 
alphabeti  litteris  z,  y,  x,  v ;  constantes  indican- 
tur  aliis  a,  b,  c,  &c.  fluentium  fluxiones  primas 
aut  ipsis  proportionalia  incrementa  nascentia  vel 
evanescentia  Newtonus  notat  iisdem  litteris  qui- 
bus  fluentes  exponuntur,  sed  iis  punctuatis  sic 
z,  y,  X,  V;  Leibnitius  litteram  d,  incrementi 
nascentis  vel  evanescentis  notam  characteristicam 
fluentibus  prseponit  sic  dz,  dy,  dx,  dv.  Fluxiones 

«ecundcB  designantur   sic  z,  y,  x,  v,  vel  sic  ddz, 

ddy,  ddx,  ddv;  fluxiones  tertia:  sic  s,  y,  x,  v, 
vel  sic  dddz,  dddy,  dddx,  dddv,  vel  sic  d^z,  dh/, 
d^x,  d^v,  et  ita  deinceps  in  infinitum. 

159.  Fluxio  quantitatis  ex  pluribus  terminis 
per  additionem  vel  subtractionem  composits, 
aequalis  est  omnibus  singulorura  terminonim 
fluxienibus  per  eadem  signa  -j-  vel  —  junctis ; 
ita  fluxio  quantitatis  compositae  a  -j-  z  —  y,  erit 
d  z  —  d  y. — JDem.  Totius  quantitatir  a  -j-  s 
— y,  incrementum  tempore  dato  genitum  aequalo 
est  differentiae  incrementorura  ipsarum  z  et  y, 
cum  nuUum  sit  constantis  a,  incrementum  (156) 
adeoque  incrementum  nascens  vel  evanescens 
quantitatis  a  -j-  z  —  y  ,  aequale  est  difierentiae 
incremenlorum  nascentium  vel  evancscentium 
ipsarum  z  ety,  sed  fluxiones  sunt  in  prima  rati- 
one  incrementorum  nascentium  (145)  ergo  fluxio 
totius  quantitatis  a-\-z—y,estdz  —  dy.  Q.  e. 
d.  Si  crescente  quantitate  z,  decresceret  y,  ipsius 
y,  fluxio  foret  negativa  nempe — d  y  (157) 
adeoque  fluxio  d  z  —  d  y,  fieret  d  z  -\- 
d  y.  Quod  in  sequentibus  semper  est  obse»- 
vandum. 

160.  Fluxio  quantitatis  fluentis  ex  plm-ibus 
variabilibus  ptr  multiplicationem  compositae, 
aequalis  est  summse  factorum  ex  singularum  vari- 
abiliumcomponentiumfluxionibus  in  aliarumva- 
riabilium  facta  ductis,  hoc  est  fluxio  quantitatis 

z  y,  est  z  d  y  -\-  y  d  X,  fluxio  quantitatis  «  s  est 
a  d  z,  fluxio  quantitatis  z  y  x  e%t  y  x  dz-\-zxdy 
•\-  zy  d  X. — Deni.     Recta   C  B,   fluens  super 


recta  A  B  cui  norma- 
lis  est,  progrediatur,  il- 
liusque  punctum  extre- ., 
mum  C,  describat  cur-  i\ 
vam  A  C  c,  perveuiat 
B  C  in  locum  b  c,  et 
compleantur  rectangu- 
la  B  F,  b  f,  B  E,  C  f, 
E  G;  A  B,  dicaturz, 
B  C  dicatury,  adeoque 
rectangulum  B  F  erit  , 
z.y.  Dura  B  C,  per-  -^ 
venit  in  b  c,  incrementura  rectanguli  B  F  seu 
z  y,  aequale  est  summaj  rectangulorum  B  E, 
E  G,  Cf;  est  autemrectangulum  E  G,  ad  rectan- 
gulum  E  B,  ut  E  c  ad  B  C,  et  ad  rectangulum 
C  f  ut  C  E,  vel  B  b,  ad  F  C,  seu  A  B  ;  quare 
redeunte  b  c,  in  locura  suum  priorem  B  C,  et 
decrescentibus  continuo  E  c,  et  E  C  atque  tan- 
dem  ultimo  evanescentibus,  decrescit  quoque  et 
tandem  evanescit,  seu  fit  inassignabilis  ratio  rec- 
tangiUi  E  G,  ad  rectangula  E  B  et  Cf;  adeoque 
(Lem.  1.)  sumraa  duorum  rectangulorum  B  E, 
C  f,  fit  ultimo  aequalis  summae  triura  rectangu- 
lonim  B  E,  E  G,  C  f ;  ergo  incrementum  nas- 
cens  rectanguli  B  F,  seu  zy,  aequale  est  summiB 
duorum  rectangulorum  B  E,  C  f,  nascentium, 
seu  sumraae  factorum  ex  z,  in  incrementum  nas- 
cens  ipsius  y,  et  ex  y,  in  incrementum  nascens 
ipsius  z,  adeoque  fluxio  facti  x  y  (146)  est  s  d  y 
-\-  y  dz.  Lnde  etiam  fluxio  az  est,  adz,  quia  a, 
constans  nullam  habet  fluxionem.  Q.  e.  d. 

Jara  in  facto  zy  x ponatur  z  y  =v,et erit zX 
y  X  =  V  X,  adeoque  fluxio  facti  z  y  x  aequailis 
fluxioni  facti  v  x;  fluxio  autem facti v  x,  est  x  dp 
-^vdx,  et  fluxio  facti  zy  =  v,  e^tzdy-^-yUz 
=  d  V,  id  est  si  in  fluxione  x  d  v,  -{-  v  d  x,  pro 
V  et  d  v  scribantur  zy,  etzdy-^yd  z,  fluxio 
facti  z  y  X,  nempe  x  d  v  -^  v  d  x,  erit  x  z  dy  -^ 
yxdz-\-zydx;  et  par  est  ratio  aliorum  fac- 
torum  quorumcumque.     Q.  e.  d. 

161.  Cor.  1.  Ponantur  singulae  fluentes  s,  y, 
*,  &c.  sibi  mutuo  semper  aequales  et  ipsius  z  z, 
fluxio  erit  zdz-\-zdz=2zdz:  fluxio  cubi 
z  3  erit  zzdz-\-zzdz-\-zzdz  =  3zzdz 
z=3  z^  —  'dz:  fluxio  potentise  z  +  erit  4z^  d  z 
=  4  z  *  —  'ds:  et  eodera  argumento  fluxio 
potcntiae  cujuscumque  z  ^"  erit  mz'°  —  '  d  z. 

162.  Cor.    2.     Fluxio   quantitatis   z  §,    est 

f  s  i  —  '  d  2  s=  ^— ^  nam  ponatur  s  ^  =  y 

et  erit  z=yy,  dz=2ydy   (161)   d  y  = 
d(z|)  =  ds:  2  y  =  d  z  :  2z|et  generaliter 

771        m  —  I  M» 

fluxioquantitatisz™  =  »est — s"n"       dz  =  — X 


s  "'  —  "  :  °  d  z. 

165.  Cor.  3.  Fluxio  fractionis  z  :  y  seu  zy  —  * 
est  y  d  z  —  z  d  y  :  y  y.  Nam  fiat  z  :  y  =  x, 
erit z  =  yx,  dz  =  ydx-\-xdyetdx  =  dz: 
y—xdy:y=dz:y—jzdy:yy  =ydz—zdy: 
y  7/  .•  fluxio  quantitatis  a  z''^  y"  e&tam  y'^  z^—^ 
dz^  anz"'  y^^  —  ^dy  (160.) 
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1.64.  Fluxiones  secundse  ex  primis  fluxioni- 
bus,  terdjE  ex  secandis,  iisdem  regulis  colliguntur 
quibus  primae  fluxiones  ex  fluentibus  finitis  eru- 
untur.  Ubi  tamen  sic  pergitur  ad  fluxiones 
secundas,  tertias  et  sequentes,  convenit,  quantita- 
tem  aliquam  ut  uiiiformiter  fluentem  considerare, 
ct  pro  ejus  fluxione  prima  unitatem  scribere,  pro 
secunda  vel^o  et  sequentibus  niliil  (148).  Ex- 
emplum  unicum  atFeremus ;  sit  quaerenda  flux- 
io  fluxionis  y  d  y  :  d  x,  supponendo  quanti- 
tatem  x  uniformlter  fluere,  adeoque  d  x  constantem 
seu  =  1 ,  invenitur  fluxio  yddy-|-dy^  :  d  x^ 

165.  Ex  fluxionibus  fluentes  inveniuntur, 
operationes  instituendo  iis  contrarias  quibus 
ex  fluentibus  reperiuntur  fluxiones;  quare,  lit- 
tera  S,  significante  ^fluentem  fluxionis  cui  prte- 
ponitur,  seu^,  sammam  primam  incrementorum 
nascentium,  vel  ultimara  evanescentium  (147) 
metliodi  fluxionum  inversae  fundamentates  for- 
mulas  erunt. 

1.  S.  dzsss  z.  ^  S.  a  d  z  s=  a  z.  S.  d  z:  a 
=s  2 :  a. 

2.  S.  m  z  "  —  » d  2  =  "k  *", 

et  S.  mas"  —  ^  d  z  =  az^. 


m 


et  S.  —  s  "  —  ■ 


d  z  =  z' 


3.  S.  (d  z  -{-  d  y)  =  z-\-  y' 

4.  S.  (^zd  y  -\-y  d  z)  =  y  z. 

et  S.^amy"  ^'"—^dz+anzX"'  2/"—^  dy) 
c=az'^y\ 

5.  S.  (ydz z  dy):yy=z:y. 

166.  Si  fluxio,  cujus  fluens  quaeritur,  nulli 
harum  formularum  similis  fuerit,  per  novarum 
variabilium  substitutionem  aliasque  artes  quas  hic 
tractare  nobis  non  licet,  ad  illas  saepe  reduci  po- 
test.  Sit  in  exemplum  fluxio  c  b  -\-  c  a'  4  X 
d  X,  ponatur  cb-\-cx^=zzet  erit  c  b  -^  c  x 

2  zd  z 
=  zz,  et  c  d  X  =  2  z  d  z,  et  d  x  = 


adeoque  c  b  -\-  c  x  ^  ^  dx=2zzdz:c. 
Ha;c  autem  fluxio  similis  est  formulae  «i  a  X 

z  '" ^  dz,  estque  z  ^  =  z  '" ',  adeoque 

m=  3,  VI  a  =  3  rt  ==  2  :  c,  et  a  =  2  :  3  c, 

adeoque  S.maz " ' d %  ==a£^^=  2 z^:Zc 

loco  z,  scribatur  ipsius  valor  c'b  -\-  c  x  f,  et  in- 
venietur  S.  c  b  -^  cx^y,  d  x  =  ^(c  b-\-  cx) 
X  c  &  -f  c  a;  I  =  1(6  -f-  a;)  X  c  b  .\-  c  x  \. 

1 67.  Superiorum  formularum  auxilio  et  flux- 
ionibus  sccundis  prima),  ex  tertiis  secundse,  &c. 
inveniuntur.  Exempla  sint  S,  d  d  x  =  d  x. 
S.  dx.  ddx=\dxdx  =  \dx'':  Namponatun 
dx~y,et  erit  dd3i=dy,  etdxddx=  y dy. 


et  per  formulam  secundam  invenitur  S.  y  d  y 
=§  y  Vi  et  si  loco  y  substituatur  ipsius  valor, 
dx,  erit  S.  y  dy=:  S.  dxddx  =  ^dx^.  Si- 
militer.  />.  (d  y  ^  -{-  y  d  d  y)  :  d  x  =  y  d  y  : 
d  X,  supponendo  d  x  constantem,  nam  fiat  d  d  y 
=  d  V,  adeoque  dy  =  v,  et  fluxio  proposita  eva- 
det,  vdy-^ydv:  d  x,  cujus  fluens  (per  for- 
inulam  4«in)  est  v  y  :  d  x,  ob  d  x  constantera. 
Cum  autem  sitv=d  y,  erit  v  y:  d  »=y  d  y: 
d  X. 

168.  Postquam  fluentes  ex  fluxionibus  col- 
lectae  sunt,  si  de  veritate  conclusionis  dubitatur, 
fluxiones  fluentium  inventarum  vicissim  colli- 
gendce  sunt,  et  cum  fluxionibus  sub  initio  pro- 
positis  comparandae.  Nam  si  prodeunt  cequales, 
conclusio  recte  se  habet ;  sin  minus,  corrigenda' 
sunt  fluentes  sic,  ut  earum  fluxiones  fluxionibu» 
sub  initio  propositis  sequentur.  Nam  et  fluens 
pro  lubitu  assumi  potest,  et  assumptio  corrigi, 
ponendo  fluxioncm  fluentis  nasumptas  aequalem 
fluxioni  propositae,  et  terminos  homojogos  inter 
se  comparando. 

169.  Q.uoniam  constantis  quantitatis  nulla 
esl  fluxio,  et  eadem  proinde  fluxio  d  z  ex  fluenti- 
bus  z,  et  z  -\-  a,  coUigitur ;  fluens  onmis  quae 
ex  fluxione  prima  coUigitur,  augeri  potest  vel 
minui  quantitate  aliqua  constante ;  quee  ex  flux- 
ione  secunda  colligitur,  augeri  potest  vel  minui 
quantitate  cujus  fluxio  secunda  nulla  est;  quae 
ex  fluxione  tertia  colligitur,  augeri  potest  vel  mi- 
nui  quantitate  cujus  fluxio  tertia  nulla  est.  Et 
sic  deinceps  in  infinitum. 

1 70.  Cum  fluens  composita,  quae  ex  proposi- 
ta  fluxione  coUecta  est,  unicam  variabilem  inclu- 
dit,  ut  fluens  j  (6  -|-  i-)  X  *  c  -f  c  x  ^,  quae 

(166)  deducta  est  ex  fluxione  c  6  -J-  c  i  ^  X 
dx,  ita  determinari  solet  constans  adjungenda  vel 
detrahenda :  in  fluente  inventa  loco  variabiHs  r, 
ponitur  o ;  tum  si  fluens  ipsa  sit  etiam  o,  com- 
pleta  est.  Si  quid  vero  residuum  fuerit,  ut  hic 
remanet  -J-  |-  6  \^  b  c,  hoc  residuum  cum  signo 
contrario  fluenti  primo  inventse  adjicitur,  ut  ha- 
beatur  fluens  completa,  "^  (6^-|-  a?)X  b  c  -\-  cx  \ 
—  |.  b  ^  b  c.  Hujus  regulae  ratio  est,  quod 
fluens  inventa  supponi  possit  exhil)ere  aream 
curvae  aUcujus,  cujus  sit  abscissa  variabiUs  x,  adeo 
ut  dum  X  =  o;  area,  fluentc  expressa,  sit  etiam 
o ;  unde  si  in  fluente  primo  inventa  loco  x,  sub- 
stituatur  o,  sitque  allquod  residuum,  illud  ex 
fluente  detrahi  debet.  GeneraUter,  quantitas 
constans  adjicionda  vel  subducenda  ex  naturd 
quajstionis  deteraunatur,  aut  arbitroiia  est 
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SECTIO  II. 
De  Inventione  Virium  Centripetarum, 

PROPOSITIO  I.    THEOREMA  I. 

Areas^  qiias  corpora  in  gyros  acta  radiis  ad  immobile  centrum  virium  ductis 
describunty  et  in  planis  immobilibus  coiisistere,  et  esse  temporibus  pro- 
portionales. 

Dividatur  tein- 
pus  in  partes  ae- 
quales,  et  prima 
temporis  parte  de- 
scribat  corpus  vi 
insita  rectam  A  B. 
Idem  secunda  tem- 
poris  parte,  si  nil 
impediret,  recta 
pergeret  ad  c,  (per 
leg.  1.)  describens 
lineam  B  c  aequa- 
lem  ipsi  A  B ;  adeo 
ut  radiis  A  S,  B  S, 
c  S  ad  centrum  ac- 
tis,  confectae  forent 

aequaies  areee  A  S  B,  B  S  c.  Verum  ubi  corpus  venit  ad  B,  agat  \ds 
centripeta  impulsu  unico  sed  magno,  efiiciatque  ut  corpus  de  recta  B  c 
declinet  et  pergat  in  recta  B  C.  Ipsi  B  S  parallela  agatur  c  C,  occur- 
rens  B  C  in  C;  et  completa  secunda  temporis  parte,  corpus  (per  legum 
Corol.  1.)  reperietur  in  C,  in  eodem  (a)  plano  cum'  triangulo  A  S  B. 
Junge   S  C;  et  triangulum   S  B  C,  ob  parallelas  S  B,   C  c,  aequale  erit 


(«)  171.     Reperitur   in  C,  in  eodem  plano     plano  parallelogrammi  V  B  c  C,  cujus  latera 
cum  triangulo  A  S   B  ;    nain  diagonalis  B  C,     B  V,  B  c,  viribus  stparatis  describenda,  sunt  ia 
quam  viribus  conjunctis  mobile  describit,  est  in     piano  trianguli  A  S  B. 
Voi-  I.  ^ 
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triangulo  S  B  c,  atque  ideo  etiam  triangulo  S  A  B.     Simili  argumento 

si  vis°centripeta  successive  agat  in  C,  D,  E,  &c.  faciens  ut  corpus  singu- 

lis  temporis  particuUs  singulas  describat  rectas  C  D,  D  E,  E  F,  &c. 

jacebunt  hae  omnes  f 

in  eodem  plano;  et 

triangulum  S  C  D 

triangulo    S  B   C, 

etSDEipsiSCD, 

et     S    E    F    ipsi 

S  D  E  aequale  erit. 

^qualibus     igitur 

temporibus    aequa- 

les   areae  in  plano 

immoto  describun- 

tur:  et  componen- 

do,    sunt    arearum 

summae    quaevis 

SADS,  SAFS  inter  se,  ut  sunt  tempora  descriptionum.     Augeatur 

jam  numerus  et  minuatur  latitudo  triangulorum  in  infinitum;  et  eorum 

ultima  perimeter  A  D  F,  (per  Corollarium  quartum  Lemmatis  tertii)  erit 

linea  curva:   ideoque  vis  centripeta,  qua  corpus  a  tangente  hujus  curvae 

perpetuo  retrahitur,  aget  indesinenter;  areae  vero  quaevis  descriptae  S  A 

D  S,  S  A  F  S  temporibus  descriptionum  semper  proportionales,  crunt 

iisdem  temporibus  in  hoc  casu  proportionales.     Q.  e.  d. 

CoroL  1.  Velocitas  corporis  in  centrum  immobile  attracti  est  in  spatiis 
non  resistentibus  reciproce  ut  perpendiculum  a  centro  illo  in  orbis  tangen- 
tem  rectihneam  demissum.  ( ^ )  Est  enim  velocitas  in  locis  iUis  A,  B,  C, 
D,  E,  ut  sunt  bases  aequaUum  triangulorum  A  B,  B  C,  C  D,  D  E, 
E  F;  et  hae  bases  sunt  reciproce  ut  perpendicula  in  ipsas  demissa. 

Corol.  2.  Si  arcuum  duorum  agquaUbus  temporibus  in  spatus  non  resis- 
tentibus  ab  eodem  corpore  successive  descriptorum  chordae  A  B,  B  C 
compleantur  in  paraUelogrammum  A  B  C  U,  et  hujus  diagonaUs  B  U  in 
ea  positione  quam  ultimo  habet  ubi  arcus  ilU  in  infinitum  diminuuntur,  pro- 
ducatur  utrinque;  ( •= )  transibit  eadem  per  centrum  virium. 

Corol.  3.  Si  arcuum  aequaUbus  temporibus  in  spatiis  non  resistentibus 


(•")  172.  Est  enim   velocitas  in  locis  illis  A,  lium   autem   triangulorum  boses   sunt  recipro- 

B,  C,  D,  E,  ut  sunt  bases  fequalium  triangu-  ce  ut  eorum   altitudines,  hoc  est,  reciproce  ut 

lorum  A  B,   B  C,  C  D,  D  E,  E  F,  Kqualibus  perpendicula  ex  centro  virium   S.   in   bases   de- 

temporibus  uniformi  motu  descriptse  (^)  ;  sequa-  missa.     Cum  igitur  evanescentibus  triangulis 
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descriptorum  chordae  A  B,  B  C  ac  D  E,  E  F  compleantur  in  parallelo- 
granuna  ABCU,  DEFZ;  vires  In  B  et  E  sunt  ad  invicem  in  ultima 
ratione  diagonaKum  B  U,  E  Z,  ubi  arcus  isti  in  infinitum  diminuuntur. 
Nam  corporis  motus  B  C  et  E  F  componuntur  (per  legmn  Corol.  1.)  ex 
motibus  B  c,  B  U  et  E  f,  E  Z:  atqui  B  U  et  E  Z,  ipsis  C  c  et  F  f  aequa- 
les,  in  demonstratione  propositionis  hujus  generabantur  ab  impulsibus  vis 
centripetae  in  B  et  E,  ideoque  sunt  his  impulsibus  proportionales. 

Corol.  4".  Vires  quibus  corpora  quaelibet  in  spatiis  non  resistentibus  a 
motibus  rectihneis  retrahuntur  ac  detorquentur  in  orbes  curvos,  simt  inter 
se  ut  arcuura  aequalibus  temporibus  descriptorum  sagittae  illae  quae  conver- 
gunt  ad  centrum  virium,  et  chordas  bisecant  ubi  arcus  illi  in  infinitum 
diminuuntur.  (**)  Nam  hae  sagittae  sunt  semisses  diagonalium,  de  quibus 
egimus  in  CoroUario  tertio. 

Corol.  3.  Ideoque  vires  eaedem  sunt  ad  ( ^ )  vim  gravitatis,  ut  hae  sagit- 
tse  ad  sagittas  horizonti  perpendiculares  arcuum  parabolicorum,  quos  pro- 
jectilia  eodem  tempore  describunt. 

Corol.  6.  Eadem  omnia  obtinent  per  legum  Corol.  v.  ubi  plana,  in  qui- 
bus  corpora  moventur,  una  cum  centris  virium,  quae  in  ipsis  sita  sunt,  non 
quiescunt,  sed  moventur  unifonniter  in  directum. 


A  S  B,  B  S  C,  &C.  ullima  perimtter  A  B  C  D 
E  F,  sit  linea  curva  quam  (1 13)  rectae  A  c,  B  d, 
C  e,  D  f,  tangunt  in  punctis  A,  B,  C,  D,  E, 
mani&stum  est  velocitates  in  illis  punctis  esse 
reciproce  ut  perpendicula  k  centro  S,  in  tangentes 
demissa. 

(*^)  173.  Transibit  eadem  per  ccntrum  viri- 
um.  Nam  ex  demonstratione  propositionis  hujus, 
surapta  B  V  =  C  C,  erit  V  C,  aequalis  et  paral- 
lela  lineae  B  c,  seu  A  B,  adeoque  V  A,  B  C,  erunt 
etiam  sequales  et  parallelae,  et  B  V,  quae  pro- 
ducta  transit  per  centrum  S,  erit  diagonalis  pa- 
rallelograrami  A  B  C  V. 

174.  Si  ducantur  per  puncta  quacvis  B,  et  D, 
perimetri  curvse  vel  diversarura  curvarum  tan- 
gentes  B  c,  D  e,  et  draiiittantur  angulorum  con- 
tactuum  subtensae  C  c,  £  e,  radiis  S  B,  S  D,  ad 


centrum  virium  convergentibus  parallelae,  sintque 
arcus  B  C,  D  E,  aequalibus  temporibus  descrip- 
ti,patet  ex  CorollarioS.  virescentripetas,in  BetD, 
esse  ad  invicera  in  ultima  ratione  subtensarum 
C  c,  E  e. 

(••)  IT.J.  Nam  hae  sagittae  sunt  semisses  di. 
agonalium  B  V,  E  Z,  diagonales  enim  A  C, 
D  F,  quas  sunt  chordae  prcuuni  evanescentium 
A  B  C,  D  E  F,  alias  diagonales  B  V,  E  Z,  bi- 
secant. 

( * )  1 76.  Vis  enim  gravitatis  per  lineas  pa- 
rallelas  ad  horizontem  perpendiculares  agit,  et 
gravia  oblique  projecta  parabolas  describunt  (40), 
quod  etiam  in  figura  superiori  contingeret,  si 
centrum  \Trium  S,  in  infinitum  abiret,  et  vis 
centripeta  in  omnibus  punctis  A,  B,  C,  D,  ea- 
dem  manerct. 
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PROPOSITIO  IL     THEOREMA  11. 

Corpvs  omne,  qtiod  movetur  in  lined  aliqud  curvd  in  plano  desaiptd^  et  radio 
ducto  ad  punctum  vel  immobilei  vel  moiu  rectilineo  uniformiter  progrediens^ 
describit  areas  circa  punctum  illud  temporibus  proportionales,  urgetur  d  vi 
ccntripetd  tende^ite  ad  idem  punctum. 


Cas.  1.  Nam  corpus  omne,  quod  movetur  in  linea  curva,  detorquetur 
de  cursu  rectilineo  pervim  aliquam  in  ipsum  agentem  (per  Leg.  1.)  Et  vis 
illa,  qua  corpus  de  cursu  rectilineo  detorquetur,  et  cogitur  triangula  quam 
minima  S  A  B,  S  B  C,  S  C  D,  &c.  circa  punctum  immobile  S  tempori- 
bus  aequalibus  aequalia  describere,  ( ^ )  agit  in  loco  B  secundmn  lineam 
parallelam  ipsi  c  C  (per  Prop.  XL.  lib.  l.Elem.  etLeg.  11.)  hocest,  secun- 
diun  lineam  B  S;  et  in  loco  C  secundum  lineam  ipsi  d  D  parallelam,  hoc 
est,  secundum  lineam  S  C,  &c.  Agit  ergo  semper  secundum  lineas  ten- 
dentes  ad  punctum  illud  immobile  S.     Q.  e.  d. 


C^)  177.  Agit  in  loco  B,  secundum  lineam 
parallelam  ipsi  C  c,  hoc  est,  secundiim  lineam 
B  S ;  nam  sola  vi  insita  in  A,  corpus  uniformi  cum 
motu  progrederetur  per  rectam  A  B  c,  et  sequa- 
lil)us  temporibus  sequales  lineas  A  B,  B  c,  de- 
scriberet ;  verum  per  vim  centiipetam  in  B,  de- 
torquetur  a  recta  B  c,  ut  aliam  rectam  B  C,  eo- 
dem  tempore  describat  quo  descripsisset  B  c ; 
adeoque  juncta  C  c,  vis  centripeta  agit  in  B, 
secundum  directionem  parallelam  ipsi  C  c  (per 
CeroU.  1.  Leg.)  sed  ob  A  B  =  B  c,  et  ob  tri. 


angulum  S  B  C,  sequale  triangulo  S  A  B,  ( per 
hyp.)  erit  triangulum  S  A  B  =triang.  S  B  c  = 
triang.  S  B  C,  adeoque  per  Prop.  40.  vel  59. 
Tjb.  I,  Elem.  communis  triangulorun^  S  B  Ci 
S  B  c  apqualium  basis  B  S,  parallela  est  rectae  C  c, 
quae  illonun  triangulorum  vertices  jungit ;  cum 
igitur,  per  demonstrata,  vis  centripeta  in  B,  agai 
secundum  directionem  parallelam  linese  C  c, 
necessum  est  ut  agat  secundum  directionem  rec- 
tae  B  S,  hoc  est,  ut  tendat  ad  centrum  S. 
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Cas.  2.  Et,  per  Legum  Corollarium  quintum,  perinde  est,  sive  quiescat 
superficies,  in  qua  corpus  describit  figuram  curvilineam,  sive  moveatur 
eadem  una  ciun  corpore,  figura  descripta,  et  puncto  suo  S  uniformiter 
m  directum. 

Corol.  1.  In  spatiis  vel  mediis  non  resistentibus,  si  areae  non  sunt  tem- 
poribus  proportionales,  vires  non  tendunt  ad  concursum  radiorum;  (^) 
sed  inde  declinant  in  consequentia,  seu  versus  plagam  in  quam  fit  motus, 
si  modo  arearum  descriptio  acceleratur  :  sin  retardatur,  declinant  in  an- 
tecedentia. 

Corol.  2.  ( ^" )  In  mediis  etiam  resistentibus,  si  arearum  descriptio  ac- 
celeratur,  virium  directiones  declinant  a  concursu  radiorum  versus  plagam, 
in  quam  fit  motus. 

Scholium. 

Urgeri  potest  corpus  a  vi  centripeta  composita  ex  pluribus  viribus.  I» 
hoc  casu  sensus  propositionis  est,  quod  vis  illa  quae  ex  omnibus  componi- 
tur,  tendit  ad  punctum  S.  ( ^ )  Porro  si  vis  aliqua  agat  perpetuo  secun- 
dum  lineam  superficiei  descriptas  perpendicularem ;  haec  faciet  ut  corpus 
deflectatur  a  plano  sui  motus  :  sed  quantitatem  superficiei  descriptae  nec 
augebit  nec  minuet,  et  propterea  in  compositione  virium  negligenda  est, 

PROPOSITIO  IIL   THEOREMA  IIL 

Corpus  ojnne,  quod  radio  ad  centrum  corporis  alierius  utcunque  moti  duclo 
descrihit  areas  circa  centrum  illud  teniporibus  proportionales^  urgetur  vi 
compositd  ex  vi  centripetd  tendente  ad  corpus  illud  altcrum,  et  ex  vi  omni 
acceleratrice  qud  corpus  illud  alterum  urgetur. 

C' )  Sit   corpus   primum   L,  et   corpus     alterum  T :    et   (per   legum 

(*)  178.  Sed  inde  declinant  in  consequentia,  scriptionem  etiam  sublata  medii  resistentia  acce- 

si  modo  arearum  descriptio  acceleratur :   sin  re-  lerari  oportere,  ac  proinde  per  Coroll,  i.  virium 

tardatur,    declinant   in   antccedentia.     Nam   si  directiones  declinare  a  concursu  radiorum,  in  S, 

triangulum   S  B  C,    a;quale   non  est   triangulo  versiis  plagam  in  quam  fit  motus. 

S  A  B,    seu  S  B  c,    eodem    tempore  descripto,  (  » )  1 80.   Porro  si  vis  illa  perpetuo  secundum 

recta  C  c,    non    erit   parallela  lineae    B  S,    sed  lineam    superficiei    descriptaj    perpendicularem 

producta  cum  linea  S  B,  ita  converget  ut  tendat  agat,  planum  subjectum  duntaxat  premit,  et  cor- 

in  plagam  motus,   si  triangulum  S  B  C,    trian-  pus  in  illo  plano  motum  in  neutram  partem  im- 

gulo  S  B  c,  majus  est,   et  tendat  iii  plagam  con-  pellit,  ac  proinde  nec  superficiei  descriptae  quan- 

trariam   si  triangulum  S  B  C,   triangulo  S  B  c,  titatem  auget  nec  minuit,  et  proptcrea  in  compo- 

minus.      Quare  vis  centripeta  in   B,    agens  se-  sitione  virium  in  plano  agentium  negligenda  est. 

cundiim  directionem  parallelam   linea^  C  c,    in  (k)   181.      Corpus   L,     circa  alterum   T,   in 

primo  casu  declinat  in  consequentia,  in  secundo  curva  A  L  B,  ita  revolvatur,  ut  circa  illius  cen- 

casu  declinat  in  antecedentia.  trum  T,  semper  describat  areas  temporibus  pro- 

(h)   179.   Cum  enim   medium  resistat  accele-  portionales,  diim  interim  corpus  T,  urgetur  vi 

ratioiu  descriptionis  arearum,  liquet  avcarum  de-  acceleratrice  secundum  directionem  T  Q,  et  p^| 
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Corol.  6.)  si  vi  nova,  quae  aequaiis  et  contraria  sit  illi,  qua  corpus  alterum 
T  urgetur,  urgeatur  corpus  utrumque  secuiidum  lineas  parallelas  ;  perget 
corpus  primuni  L  describere  circa  corpus  alterum  T  areas  easdem  ac  prius: 
vis  autem,  qua  corpus  alterum  T  urgebatur,  jam  destruetur  per  vim  sibi 
aaqualem  et  contrariam  j  et  propterea  (per  Leg.  I.)  corpus  illud  alterum  T 
sibimet  ipsi  jam  relictum  vel  quiescet,  vel  movebitur  uniformiter  in  direc- 
tum :  et  corpus  primum  L  urgente  differentia  virium,  id  est,  urgente  vi 
reliqua  perget  areas  temporibus  proportionales  circa  corpus  alterum  T  de- 
scribere.  Tendit  igitur  (per  Theor.  II.)  differentia  virium  ad  corpus  il- 
lud  alterum  T  ut  centrum.     Q.  e.  d. 

Corol.  1 .  Hinc  si  corpus  unum  L  radio  ad  alterum  T  ducto  describit 
areas  temporibus  proportionales ;  atque  de  vi  tota  (sive  simplici,  sive  ex 
viribus  pluribus  juxta  Legum  CoroIIarium  secundum  composita)  qua  corpus 
prius  L  urgetur,  subducatur  (per  idem  Legum  Corollarium)  vis  tota  acce- 
leratrix,  qua  corpus  alterum  urgetur :  vis  omnis  reliqua,  qua  corpus  prius 
urgetur,  tendet  ad  corpus  alterum  T  ut  centrum. 

Corul.  2.  Et,  si  areae  iilae  sunt  temporibus  quamproxime  proportionales, 
vis  reliqua  teudet  ad  corpus  alterum  T  quamproxune. 

Corol.  3.  Et  vice  versS,  si  vis  reliqua  tendit  quamproxime  ad  corpus  al- 
terum  T,  erunt  areae  illae  temporibus  quamproxime  proportionales. 

Corol.  4.  Si  corpus  L  radio  ad  alterum  corpus  T  ducto  describit  areas, 
quae  cum  temporibus  collatae  sunt  valde  inaequales ;  et  corpus  illud  al- 


Leg.  Corol.  6.  si  vi  novi  acceleratrice  quoe 
wqualis  et  contraria  sit  illi  qua  corpus  T  secun- 
dum  directionein  T  Q  urgetur,  urgeatur  corpus 
utrumque  socundum  lineas  parallehis  Q,T,  Q  ^. ; 
perget  corpus  L,  describere  circa  corpus  T,  areas 
easdem  ac  prius;  vis  autem  acceleratrix  qua 
corpus  T  urgebatur  jam  destruetur  per  vim  sibi 
aequalem  et  contrariam  ;  et  propterea,  per  Leg.  1. 
corpus  illud  T,  sibimet  ipsi  jam  relictum  vel 
quiescet  vel  movebitur  uniformiter  in  directum ; 
nimirum  quiescet,  si  nulla  alia  vi  praeter  accele- 
ratricem  secundum  directionem  T  Q,  ante  urge- 
batur  ;  movebitur  vero  aequabiliter  per  rectam  ali- 
quam  T  F,  si  prjeter  vim  acceleratricem  per  T  Q, 
agentem,  alia  vi  non  acceleratrice  ferebatur  juxta 
directionem  T  F,  &c 
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terum  T  vel  qulescit,  vel  movetur  uniformiter  in  direetum  :  actio  vis  cen- 
tripetae  ad  corpus  illud  alterum  T  tendentis  vel  nulla  est,  vel  miscetur  et 
componitur  cum  actionibus  admodum  potentibus  aliarum  virium :  visque 
tota  ex  omnibus,  si  plures  sunt  vires,  composita  ad  aliud  (sive  immobile 
sive  mobile)  centrum  dirigitur.  Idem  obtinet,  ubi  corpus  alterum  motu 
quocunque  movetur ;  &i  raodo  vis  centripeta  sumatur,  quae  restat  post  sub- 
ductionem  vis  totius  in  corpus  illud  alterum  T  agentis. 

Scholium. 

Quoniam  aequabilis  arearum  descriptio  index  est  centri,  quod  vis  illa 
respicit,  qua  corpus  maxime  afficitur,  quaque  retrahitur  a  motu  rectilineo, 
et  in  orbita  sua  retinetur ;  quidni  usurpemus  in  sequentibus  aequabilem 
arearum  descriptionem  ut  indicem  centri,  circum  quod  motus  omnis  cir- 
cularis  in  spatiis  liberis  peragitur  ? 

'     PROPOSITIO  IV.    THEOREMA  IV. 

Corporum,  qius  diversos  circulos  cequabili  motu  describunt,  vires  centripetas 
ad  centra  eorundem  circulorum  tendere ;  et  esse  inter  se,  ut  sunt  arcuum 
simul  descriptorum  quadrata  ajrplicata  ad  circulorum  radios. 

(')  Tendunt  hae  vires  ad  centra  circulorum  per  Prop.  II.  et  Corol.  2. 
Prop.  I.  et  sunt  inter  se  ut  arcuum  aequalibus  temporibus  quam  minimis 
descriptorum  sinus  versi  per  Corol.  4.  Prop.  I.  hoc  est,  ut  quadrata  arcu- 
um  eorundem  ad  diametros  circulorum  applicataperLem.  Vll.et  propterea, 


(')  182.  Corpora  duo  A  et  a,  circulos  ABGA, 

a  b  g  a,  squabili  motu  describant,  et  arcae  seu 

sectores  A  S  F,  F  S  G,  et  a  s  f,  f  s  g,  erunt  in 

singulis  circulis  ut  arcus  A  F,  F  G,  et  a  f,  f  g ; 

hoc  est  (5)  ut  teropora  quibus  describuntur,  ac 

proinde  vires  quibus  corpora  A  et  a,  in  periphe- 

riis  AB   G    A,  abga  retinentur  tendunt  ad 

centra  S  et  s.     Sint  arcus  A  B,  a  b,  squalibus 

temporibus  quam  minimis   descripti,    et   ductis 

tangentibus  A  D,  a  d,  et  ad  eas  perpendiculari- 

bus  B  D,  b  d,   completisque  parallelogrammis 

C  D,  c  d,  vires  centripetae  in  A  et  a,  erunt  inter  se 

ut  rectse  D  B,  d  b,  seu  ut  sinus  versi  A  C,  a  c, 

(174).      Verum  ductis  chordis   A  B,  a  b,   est 

AC:AB=AB:  AG,  etac:ab=ab: 

,.    .  „        A  B^  ab» 

a  g,  unde  A  C  =     ^  ^  ,   et  a  c  =  ; 

A  G  a  g 


centripeta  in  A,  ad  vim  centripetam  in  a,  utqua- 
dratum  arcus  evanescentis  A  B  diametro  A  G 
divisum,  ad  quadratum  arcus  evanescentis,  a  b. 


cum  igitur  chordse  et  arcus  nascentes  tequales     diametro    a  g,    divisum    et  propterea   cum   bi 
sint  (per  Lem.  VII.)  erit  A  C  :  a  c,  hoc  est,  vis    arcus,  &c. 
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cum  hi  arcus  sint  ut  arcus  temporibus  quibusvis  aequalibus  descripti,  et 
diametri  sint  ut  eorum  radii ;  vires  erunt  ut  arcuum  quorumvis  simul  de- 
scriptorum  quadrata  applicata  ad  radios  circulorum.     Q.  e.  d. 

Corol.  1.  Cum  arcus  illi  sint  ut  velocitates  corporum,  vires  centripetas 
erunt  in  ratione  composita  ex  duplicata  ratione  velocitatum  directe,  et 
ratione  simplici  radiorum  inverse.  ( *" ) 

Corol.  2.  (  ° )  Et,  cum  tempora  periodica  sint  in  ratione  composita  ex 
ratione  radiorum  directe,  et  ratione  velocitatum  inverse;  (°)  vires  centri- 
petae  sunt  in  ratione  composita  ex  ratione  radiorum  directe,  et  ratione  du- 
plicata  temporum  periodicorum  inverse. 

Corol.  3.  ( P )  Unde  si  tempora  periodica  aequentur,  et  propterea  veloci- 
tates  sint  ut  radii;  erunt  etiam  vires  centripetae  ut  radii:  et  contra. 

Corol.  4.  ( ^ )  Si  et  tempora  periodica,  et  velocitates  sint  in  ratione  sub- 
duplicata  radiorum;  (')  asquales  erunt  vires  centripetae  inter  se:  et  con- 
tra. 

Corol.  5.  ( * )  Si  tempora  periodica  sint  ut  radii,  et  propterea  velocitates 
aequales;  vires  centripetae  erunt  reciproce  ut  radii:  et  contra. 


(">')  183.  Vis  centripeta  qua  corpus  in  peri- 
pheria  circuli  uniformiter  incedens  retinetur,  est 
in  omnibus  peripheriae  punctis  eadem,  ut  pote 
semper  proportionalis  constantis  velocitatis  qua- 
drato  ad  radium  constantem  applicato. 

(  "  )  1 84.  Tempora  periodica,  hoc  est,  tempo- 
ra  quibus  integra^  peripheriae  describuntur,  sunt 
in  ratione  composita  ex  ratione  radionim  directe 
et  ratione  velocitatum  inverse.  Nam  ( 5  )  velo- 
citates  sunt  ut  peripheriae  ad  tempora  periodica 
applicatae,  sed  peripheriae  sunt  ut  radii,  ergo  ve- 
locitates  sunt  ut  radii  ad  tempora  periodica  ap- 
plicati,  ac  proinde  tempora  periodica  sunt  ut  ra- 
dii  directe  et  velocitates  inverse.  Si  corporum 
A  et  a,  tempora  periodica  dicantur  T  et  t,  ce- 
leritates  C  et  c,  radii  A  S,  a  s,  dicantur  R  et  r, 

R       r    .     ,  R     r 

erit  C  :  c  =  —  ;  —  ideoque  T  :  t  =  — : — . 
T       t  ^  c     c 

(°)  185.  Vires  centripetas  sunt  reciproce  ut 
quadrata  temporum  periodicorum  applicata  ad 
circulorum  radios;  nam  vires  centripetas  corpo- 
rum  A  et  a,  dicantur  V  et  v,  erit  (per  Coroll.  1.) 

C*     c» 

V  :  v  = :  — ,  sed  quonuim  (184)  C  :  c  = 

R        r 

R       r  R»      r2       . 

—  :  — ,    adeoque    C  »  :  c  *  =  -^ 


■p  2 


C^     c«  R      r         ,„  R   .    r 


=  t2R  :  T2r  = 


R 


(P)  186.  Undesi  temporapcriodicaeequentur 


et  propterea  (184)  velocitafcs  sint  ut  radii,  erunt 
etiam  vires  centripet£B  utradii,  nam  cum  sit  (185) 
V  :  V  =  t  2  R  :  T  2  r,  si  T  2  =  1 2,  erit  V  :  v  = 
R  :  r. 

Et  contra  si  vires  centripetae  sint  ut  radii,  tem- 
pora  periodica  aequantur.  Cum  enim  sit  (185) 
V:v  =  t2R:T2r,  si  ponatur  V  :  v  =  R  :  r, 
erit  R:r  =  t2R:T2r,  unde  r  1 2  R  =  R  T^r, 
adeoque  t  ^  =  T  *,  et  t  =  T. 

(l)  187.  Si  tempora  periodica  sint  in  ratione 
subduplicata  radiorum,  velocitates  erunt  in  ea- 

R      1 

dem  ratione.     Nam  (184)  C  :  c=  7=-  ••  —     »- 

R*        2 
deoque  C  2  :  c  2  =  — -   : Unde  si   fuerit 

1  T  2     1 2 

T:  t  =  R  i  :  r  ^  ac  proinde  T  ^  :  t  ^  =  R  :  r, 
erit  C  ^  :   c  2  —  R  :  r. 

Et   contra  si   fuerit    C »  :  c  *  =  R  :  r,  erit 

ft  z        f  i  R  r 

*        . =  R  :  r  ,    adeoque =  — .  pt 

'^  ■   t^  ^      T »         t  »' 

U  t  2  __  r  T^,  unde  T  ^  :   t  2  =  R  :  r. 

(  "■  )  188.  Si  et  tempora  periodica  ac  proinde 
velocitates  (187)  sint  in  ratione  subduplicala  ra- 
diorum,  sequales  erunt  vires  centripetae  inter  se. 
Cumsit  (185)  V:  v  =  t2  R:  T^  r,  si  pona- 
tur  T  2  :  t  2  =  R  :  r,  erit  t  *  R  =  T  «  r,  und^ 
V  =  v. 

Et  contra  si  V  =  v,  cum  sit  (185)  V:  v  = 
t  2  R  :  T2  r,  erit  t  »  R  =  T  2  r,  et  promde 
T  2  ..    t  2  =  R  :  r. 

(  '  )  189.  Si  tcmpora  periodica  sunt  ut  radii 
et  propterea  (184)  velocitates  aqualcs,  virescen- 
tripcta;   erunt   reciproce  ut    radii.       Quoniam 
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Corol.  6.  ( ' )  Si  tempora  periodica  sint  in  ratione  sesquiplicata  radio- 
rum,  et  propterea  velocitates  reciproce  in  radiorum  ratione  subduplicata  ; 
(")  vires  centripetae  erunt  reciproce  ut  quadrata  radiorum  :  et  contra. 

Corol.  7.  Et  universaliter,  si  (^)  tempus  periodicum  sit  ut  radii  R  po- 
testas  quaelibet  R°,  et  propterea  velocitas  reciproce  ut  radii  potestas  R  " — ^ ; 
(y)  erit  vis  centripeta  reciproce  ut  radii  potestas  R  ^  °  —  ^ :  et  contra. 

Corol.  8.     ( ' )  Eadem  omnia   de  temporibus,  velocitatibus,  et  viribus, 


cnim  (per  Coroll.  1.)  V :  v  =  ^  ^,. 

R 
=  c  2,  erit   V :  V  =  i_  .\L 
li  *  r  * 


•i   C 


Et  contra  si  fuerit  V  :  v  =  -^1^  :     — 


,  cum 
1       1 


sitfCorolL  1.)  V:  v  =  — ^-  :    erit  „   . 

K.  r  rl       r 

=:    —77    •  ,  adeoque  C  *  =  c  ^,  et  C=c. 

K  r  ^ 

(  *  )  190.   Si  tempora  periodica  sint  in  ratione 

sesquiplicata  radiorum,  erunt  velocitates  recipro- 

ce  in  rationc  radiorum  subduplicata  ;    nam  quo- 

R       r 

niam  (184)  C  :  c=  — :    — ,  adeoque  C*  :  c  * 

R 


X2-      t~''    ^"^"*     '^'' 


t^=  R3 


erit  C  ^ 

Et   contra   si   fuerit   C  ^ 


_   R_^      r*__J ^  _     R 

~   R3=    r3  —  R  ■     t  —*■=*'• 


=  r  :  R,  erit 
5^:  —    =  r  :    R  :    adeoque  _    =  —^ 

etR3:r3=T^:  t'. 

(  "  )  191.  Si  tempora  periodica  sint  in  ratione 
sesquiplicata  radiorum  et  propterea  (190)  velo- 
citates  reciproce  in  radiorum  ratione  subdupli- 
cata,  vires  centripetse  enmt  reciproce  ut  qua- 
drata  radiorum.  Nam  cmn  slt  (185)  V  :  v  = 
t  ^  R  :  T  *  r  ;  si  fuerk  T  ^  :  t  »  =  R  3  ;  r  3, 
eritV:v  =  r3R:    RSf^r^^R^. 

Et  contra  si  "V  :  v  =  r  ^  :  R  ^  erit  (185) 
r^:R2  =  t2R:T*rac  proinde  t  ^  R  3  = 
T^r3:etR3;r3=T2:t^. 

(  *  )  1 92.  Si  tempora  periodica  sint  ut  radio- 
rum  potestates  qu£elibet  R  °,  r  °,  velocitates 
erunt  reciproce  ut  radiorum  potestates  iJ  "  ', 
r  "  ~  ».     Nam  ponatur    T  :  t  =  R  °  :  r  °,  et 

quoniam  (184)  C  :  c  =  ^j;  :  ^»  ^nt  C  :  c  = 

-^     JL—  _i— •— !— =  r 
R^^r"""  R°  — ir"— ' 

Et  contra  si  fuerit  C  :  c  =  r  "  —  ' :  R  "  —  '. 

R      r  R  " 

erit  -^  :  --  =  r  "  —  '  :  R  "  —  ',  adeoque  — 

T     t  * 

=  — ,  unde  R  »  :  r  "  =  T  :  t. 
t 
(^)  193.    Et  universaliter  a  tempora  perio- 
dica  sint  ut  radiorum  potestates  quselibet  R  ",  r  " 
et  propterea  (192)  velocitates  reciprtce  ut  radiJ- 


R' 


rum  potestates  R  "  — ',  r  "  —  ',  erunt  vires  cen- 
tripetae  reciproce  ut  radiorum  potesfates  R  *  "  — ', 
r  ^  "  —  '.  Nam  ponatur  T  :  t  =  R  "  :  r  °  adeo- 
qu8  T^  :  t  2  =  R  2°  :  r^  "  :  et  cum  sit  (185) 
V:v  =  t*R:T2r,  erit  V:v=Rr»": 
rR^^^r^"  — ':  R^"— '. 

Et  contra  si  fuerit  V:v  =  r*°  —  ': 
R  ^  °  —  • ;  cum  sit  V  :  v  =  t  ^  R  :  T  »  r,  erit 
r*»— »:  R»"  —  «^t^^R:  T^r,  adeoque 
t»XR'"=T^r»",  unde  T»:t2=R»": 
r2":etT:t=R":r". 


A C  D 


( «  )  1 94.     Corpora  A  ct  a,  figurarum   nmili- 
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quibus  corpora  similes  figurarum  quarumcunque  similium,  centraque  in 
figuris  illis  similiter  posita  habentium,  partes  describunt,  consequuntur  ex 
demonstratione  prsecedentium  ad  hosce  casus  applicata.  Applicatur  autem 
substituendo  jequabilem  arearum  descriptionem  pro  aequabili  motu,  et  di- 
stantias  corporum  a  centris  pro  radiis  usurpando. 


um  A  B  H,  a  b  h,  centra  S,  s,  in  figuris  illis 

similiter  posita  habentium,  partes  similes  A  B  E, 

a  b  e,  ita  describant  ut  areaj  A  S  B,  A  S.  C,   et 

cetera,  a  s  b,  a  s  c,  et  cetera,  circa  centra  S,  s,  in 

singuUs  figuris  descriptae  temporibus  quibus   d&- 

scribuntur  sint  respective  proportionales,  et  per 

Prop.  II.  vires  centripetae  ad  centra  S,  s,  tendent. 

Per  puncta  A  et  a,  in  curvis   similiter    posita 

agantur  tangentes  A  D,  a  d,  sintque  arcus  mini- 

mi,  A  F,  a  b,  eodem  tempore  in  utraque  curva 

descripti,  et  ductis  rectis  F  G,  b  d,  radiis  vectori- 

bus  A   S,  a  s,  parallelis,  vis  centripeta  in  A,  est 

ad  vim  centripetam  in  a,  ut  F  G,  ad  b  d,  (174). 

Sumatur  autem  arcus  A  B  similis  a.b,  (ita  ut  sit  a  s ; 

-    ,     .    .  T,      abXAS 
A  S=ab:  A  B.acpromdesit  A  B= —  ' 

ducaturque  B  D  radio  A  S  parallela,  erit  per 
CoroU.  1 .  Lem.  XI.  F  G:  B  D  =  A  F^ :  A B ^ 
et  quia  figurae  A  B  D  et  a  b  d,  sunt  similes,  est 
B  D :  b  d  =  A  B  :  a  b,  itaque  per  compositionem 
rationis  estFG^bd^AF^XAB:  AB^ 
X  a  b  =  A  F»:  A  B  X  a  b  (et  quia  A  B  = 

-'^X^-")=AF-.:--'i><^"xab  =  ^'^ 
a  s  a  s  A  S  •. 

ab^  ,      .     . 

.  Cumieiturdemonstratumfuentvu-es  cen- 

as  ° 

tripetas  in  A  et  a,  esse  inter  se  ut  sunt  G  F,  b  d, 
erunt  vires  illae  ut  quadrata  arcuum  A  F,  a  b, 
simul  descriptorum  applicata  ad  radios  homologos 
A  S,  a  s. 

195.  Coroll.  1.  Quoniam  velocitates  finitae 
corporum  A  et  a,  per  arcus  nascentes  A  F,  a  b, 
sunt  uniformes,  erunt  illEe  ut  arcus  A  F,  a  b, 
sequalibus  temporibus  descripti  (5).  Unde  vires 
centripetae  in  A,  et  a,  erunt  ut  Velocitatum  in  A 
et  a,  quadrata,  ad  radios  A  S,  a  s  applicata. 

196.  Coroll.  2.  Figurae  similes  AS  E,  ase, 
divisje  concipiantur  in  innumeros  sectores  ae- 
quales  A  S  B,  B  S  C,  et  cetera,  et  a  s  b,  b  s  c, 
et  cetera,  sibi  mutuo  in  duabus  figuris  similes,  et 
ob  aequabilem  arearum  seu  sectorum  in  singuUs 
figuris  descriptionem,  sectores  sequales  acqualibiis 
temporibus  describentur,  ac  proinde  arcus  A  B, 
B  C,  et  arcus  a  b,  b  c,  et  cetera,  ^equalibus  res- 
pective  temporibus  percurrentur :  erit  igitur 
tempus  per  A  B,  ad  tempus  per  a  b,  ut  tempus 
per  A  E,  ad  tempus  per  a  e,  hoc  est,  tempora 
quibus  describuntur  arcus  similes  A  B,  a  b,  sunt  ut 
tempora  quibus  describuntur  alii  quicuraque  simi- 
lesarcus,  A  E,,a  e,  adeoque  uttemporaperiodica. 
Ciim  igitur  (1 95)  velocitates  in  A  et  a,  sint  inter  se 
ut  arcus  A  fi,  a  b,  ad  sua  respective  tempora  appli- 
cati,  erunt  quoque  velocitates  Ulae  inter  se  ut  arcus 
A  B,  ab,  seu  ob  figurarum  similitudincm,  utradil 


AS,  a  s,  ad  tempora  periodica  applicati,  id  est,  ce- 
leritates  in  punctis  correspondentibus  A  et  a,  sunt 
in  ratione  composita  ex  ratione  radiorum  homolo- 
gorum  directe  et  ratione  temporum  periodico- 
rum  inverse,  adeoque  tempora  periodica  suntut 
radii  directe  et  velocitates  inversc. 

197.  Corol.  3.  Celeritates  in  A  et  a, 
dicantur  C,  c,  vires  centripetae  V,  v,  radii 
vectores   homologi    R,    r;    tempora   periodica 

T,  t,   et  erit  (196)  C  :  c  =  -rr,  :  -^»  ^t  T :  t 

_  ^  •  -L  et  C  -  •  c  *  -  ^'  • 
=   —   .    -,    et    C         .    c         —    ,j,  ,     • 
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Corol.  9.  (*)  Ex  eadem  demonstratione  conseqnitur  etiam ,  quod  ar- 
cus,  quera  corpus  in  circulo  data  vi  centripeta  imiformiter  revolvendo  tem- 
pore  quovis  describit,  medius  est  proportionalis  inter  diametrum  circuli,  et 
descensum  corporis  eadem  data  vi  eodemque  tempore  cadendo  confectum. 


.     Et  quoniain  (195)  V :  v  =  — -—  : ♦ 

t  R         r  ^  *■ 

erit  V:  V  =  ^,  :  ^-j  =  t  ^    R  :  T   '   r  = 

t*        T* 

:  — — ,     hoc    est,   vires    centripetae  sunt 

r  R 
reciproce  ut  quadrata  temporum  periodicorum 
ad  radios  homologos  appUcata.  Cum  igitur  csete- 
ra  omniade  temporibus,  velocitatibus  et  viribusin 
circulis  coroUaria,  ex  superioribus  proportionibus 
deducta  sint,  evidens  est  eadem  omnia  convenire 
temporibus,  velocitatibus,  et  viribus,  quibus  cor- 
pora  similes  figurarum  quarumcumque  similium, 
centraque  in  figuris  illis  similiter  posita  haben- 
tium,  partes  describunt. 

(»  )  198.  Corpus  A 
uniformiter  revolvatur  in 
circuli  peripheria  A  B  G 
A,  et  idem  vel  aliud  cor- 
pus  ex  puncto  A,  per  ra- 
dium  A  S,  eadem  vi  cen- 
tripeta  qua  corpus  A  in 
circuli  peripheria  retinetur 
continuo  ita  urgeatur  ut 
(vi  illa  centripeta  constan- 
ti  permanente,  quemadmodum  fit  in  corporibus 
vi  gravitatis  constante  cadentibus)  corpus  illud 
cadendo  percurrat  A  L,  eodem  tempore  quo 
corpus  A,  uniformiter  describit  arcum  A  F. 
Q,uoniara  vis  acceleratrix  per  radium  A  S,  con- 
stans  est  et  continuo  agit  (per  hyp.)  corpus  per 
A  S,  motu  imiformiter  accelerato  cadit  (25) 
et  spatia  percursa  sunt  ut  quadrata  temporum 
quibus  percurruntvu-  (27),  ducatur  per  A,  tan- 
gens  A  D,  et  sumpto  arcu  minimo  A  B,  in  tan- 
gentem  demittatur  perpendicularis  B  D,  et  com- 
plcatur  rectangulum  C  D,  eodem  tempore  quo 
corpus  A,  aequabili  motu  describit  arcum  A  B, 
per  vim  centripetara  percurrit  D  B,  seu  A  C, 
(ex  Coroll.3.  Prop.  1*.)  eritigitur  A  C,  ad  A  L 
ut  qradratum  temporis  per  A  B,  ad  quadratum 
temporis  per  A  F,  hoc  est,  ob  motum  in  circulo 
Eequabilera  AC  :  AL=AB»  :  AF»  = 
AB*AF2  . 

. — -    :     .— ;:.  :  cum  igitur  ob  arcum  nascen- 

A    G       A  Ct 

tem  A  B,    suje   chordae  asqualem,   sit  A  C  =: 

A  B  *  A  F  ^    ■ 

-,  erit  quoque  A  L=-^— p; —    atque  adeo 


altitudo  per   quam  A  caderc  debet  ut  acquirat 

velocitatem   qua   peripheria   circuli  describitur, 

sitque  A  F  arcus  eo  tempore  descriptus  quo  A 

cadit  per  A  L  eodem  etiam  temjiore  motu  ae- 

quabili  percurreretur,  2A  L  per  velocitatem  eam 

in    L    acquisitam     (30),    adeoque    erit    A    F 

=:   2    A   L  siquidem  eodem  tempore   eadem- 

que  celeritate   aequabili    percurruntur,  sed    est 

semper    AF^=AL    X   A    G    (198)    cum 

igitur  sit  2  A  L  =  A  F   ac  proinde  4    A  L  ^ 

=  AF2erit    4AL*=    A   LxAGet 

,    _  .    ^  «   ■»-  A  Cj A  o 

4AL=AGetA  L=— — =— — . 

4  2 

200.  Coroll.  2.  Tempus  revolutionis  per  in- 
tegram  peripheriam  est  ad  tempus  descensus 
uniformiter  accelerati  per  dimidium  radium,  ut 
peripheria  ad  radium.  Nam  eodem  tempore  quo 
dimidius  radius  motu  uniformiter  accelerato  per- 
curritur,  totus  radius  describeretur  cum  aequa- 
bili  velocitate  lapsu  per  dimidium  radiiun  acqui- 
sita  (30)  ea  vero  ipsa  celeritate  corpus  circuli 
peripheriam  (199)  describit.  Ergo  cum  spatia 
eadem  velocitate  unifonni  percursa,  sint  ut  tem- 
pora  (5)  patet  propositum. 

201.  Coroll.  3.  Hinc  data  vi  centripeta  qu3- 
libet  in  data  a  centro  distantia,  facile  est  reperire 
velocitatem  qua  corpus  projici  debet  ut  circa 
praedictum  centrum  in  data  distantia  circulum 
imiformiter  describat ;  velocitas  enim  illa  aequalis 
est  velocitati  quam  corpus  acquireret  cadendo 
per  dimidiam  distantiam  a  centro,  si  data  vi  cen- 
tripeta  continuo  urgeretur  ( 1 99).  Dato  autem 
circuli  radio,  datur  pei-ipheria,  et  data  aequabili 
in  circulo  velocitate  cum  peripheria,  invenitur 
tempus  periodicum,  et  arcus  dato  quovis  tem- 
pore  descriptus  habetui. 


M 


A  G 

A  F  *  et  promde  A  L 


A  F 


A    G 

A  L  X  A  G  = 

=  A  F  :  A  G. 

199.  Coroll.  1.  Velocitas  qua  corpus  A,  pe- 
ripheriara  circuli  A FG  A,  uniformiter  describit, 
aequalis  est  velocitati  quam  acquireret  cadendo 
per  dunidium  radium  A  S,  si  vi  centripetd  con- 
stanti  continuo  tu-geretur  a;quali  illi  qua  corpus 
A  in  pcripheria  drculi  retinetur  :     Nam  sit  A  L 


-B 


202.  CoroU.  4  Datis  circuli  radio  et  veloci- 
tate  corporis  in  eo  revolventis,  facile  colligitur 
proportio  vis  ccntripetae  in  eo  circulo  ad  vim 
quamlibet  notam,  qualis  est  vis  gravitatis.  Pri- 
mum  enim  inveniatur  tempus  revolutionis  unius 
in  eo  circulo  peractae  (5),  mox  invenietur  tcrapus 
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Scholium, 

C*)  Casus  Corollarli  sextl  obtlnet  In  corporlbus  ccelestibus,  (ut  seorsum 
coUegerunt  etlam  nostrates  Wrennus,  Hooklus  et  Halleius)  et  propterea 
quae  spectant  ad  vim  centrlpetam  decrescentem  in  duplicata  ratlone 
dlstantlarum  a  centrls,  decrevi  fuslus  in  sequentlbus  exponere. 

Porro  praecedentls  Proposltlonls  et  CoroUarlorum  ejus  beneficlo,  colllgi- 
tur  etlam  proportio  vls  centrlpetae  ad  vlm  quamllbet  notam,  qualls  est  ea 
gravltatls.  Nam  si  corpus  in  circulo  terras  concentrico  vi  gravitatls  suae 
revolvatur,  haec  gravltas  est  ipsius  vls  centrlpeta.  Datur  autem  cx  de- 
scensu  gravium,  et  tempus  revolutlonis  unius,  etarcus  datoquovls  tempore 
descriptus,    per   hujus    Corol.    IX.     Et  C^)  hujusmodi    proposltlonibus 


quo  corpus  vi  illa  centripeta  continuo  sollicita- 
tum  per  ditnidium  radium  caderet  (200).  Ex 
data  autem  vi  gravitatis  seu  ex  dato  spatio  quod 
grave  libere  cadendo,  dato  quodam  tempore 
percurrit,  invenitur  (27)  spatium  ab  eodem 
gravi  percursum  eo  tempore  quo  corpus  vi  cen- 
tripeta  sollicitatum  per  dimidium  radium  cadit, 
sed  vires  acceleratrices  constantes,  rationem  ha- 
bent  spatiorum  quae  dato  tempore  percurrere 
faciunt  (50)  est  ergo  vis  ea  centripeta  ad  vim 
gravitatis,  ut  dimicUus  circuli  radius  ad  spatium 
id  quod  grave  percurreret  eo  tempore  quo  corpus 
vi  centripeta  sollicitatum  dimidium  illum  radiura 
percurrit. 

Exempli  causa.  Corpus  M,  ope  fili  M  S 
clavo  in  S  alligati,  circa  centrum  S  uniformiter 
describat  circulum  M  N  D  E,  in  plano  hori- 
zontali  positum,  eaque  sit  corporis  revolventis 
celeritas  qua;  acquiritur  a  gravi  per  altitudinem 
M  B  cadente,  quaeritur  ratio  vis  centripetae  in 
circulo  ad  vim  gravitatis.  Tempus  quo  grave 
cadit  per  altitudinem  M  B,  dicatur  T,  et  velo- 
citas  in  B  acquisita,  qua  (ex  hyp.)  corpus  M 
circuli  peripheriam   uniformiter   describit,    erit 

2MB 

— ™ —  (30),  peripheria  circuli  dicatur  p,  et  cum 

tempus  periodicum  in  circulo  sit  asquale  periphe- 

2MB 
riae  ad  velocitatem ^ —  applicatse  (5)  ent  id 


tempus  periodicum 


jam  vero  est  pe- 


2MB 

ripheria  ad  radium  (200)  ut  tempus  periodicum 
ad  tempus  quo  corpus  M,  sola  vi  centripeta  con- 
stante  sollicitatum,  dimidium  radium  M  S  per- 


currit,  sive  p  :  M  S  = 


PX  T 
2MB 


ad  tempus  per 
T  X  M  S 


dimidium  radium  quod    est    ideo  - 

Cum  sutcm  grave  tempore  T  altitudinc»  M  B 


sit  emensum,  et  in  motu  uniformiter  accelerato 
spatia  percursa  sint  ut  quadrata  temporum  qui- 
T  ^  V  M  S  2 
bus percurruntur  (27)  erit  T  ^  ad C^  "^ 

seu  4  M  B  *  ad  M  S  ^  ut  spatium  M  B  tem- 
pore  T  percursum  ad  spatium  percursum  tem- 

T  V  M  S 
pore         j^       ,  quo  corpus,  M,  vi  centripeta  per- 

M  S  *  X  M  B 


4  MB* 


2MB 


currit  dimidium  radium,  quod  erit  - 

MS2         .  .       ,     ,    . 
=  -   ]. ,  „  est  igitur  (13)  vis  centripeta  in  arcu- 

1  A    ■  V  .•      .    M  S       ,  M  S  2      . 

lo  ad  vim  gravitatis  ut ,  ad  —         ,  sive  ut 

2  M  B  ad  M  S. 

(  •=  )  203.  Ex  observationibus  coUigunt  astro- 
nomi  planetas  secundarios,  ut  sunt  Jovis  vel  Sa- 
turni  Satellites,  radiis  ad  suum  planetam  prima- 
rium  ductis,  areas  describere  temporibus  propor- 
tionales,  eorumque  tempora  periodica  esse  in 
ratione  sesquiplicata  distantiarum  a  centro  plane- 
tae  primaru;  planetas  vero  primarios  radiis  ad 
solem  ductis,  areas  describere  temporibus  pro- 
portionales,  eorumque  tempora  periodica  esse  in 
ratione  sesquiplicata  radiorum.  Quare  casus 
Corollarii  VI.  in  corporibus  coelestibus  obtinet, 
id  est,  planetarum  velocitates  sunt  reciproce  in 
ratione  subduplicata  radiorum,  et  vires  centripeta; 
sunt  reciproce  ut  quadrata  radiorum. 

(  c  )  204.  Hugenius  ad  calcem  tractatus  de 
horologio  oscillatorio,  de  viribus  centrifugis  in  cir- 
culo  earumque  cum  vi  gravitatis  proportione  \  3. 
Theoremata  sine  demonstratione  proposuit  Eo- 
rum  aliqua  in  Corollariis  I^ropos.  hujusce  IV. 
demonstravit  Newtonus,  viamque  aperuit,  cui 
insistendo  ca;tera  omnia  facili  negotio  absolvi 
possunt,  quod  postea  perfecerunt  multi  insignes 
Mathematici. 
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Hugenius   in   eximio  suo  tractatu  De  Horologio   Oscillatorio  vim  gravi- 
tatis  cum  revolventium  viribus  centrifugis  contulit. 

C^)  Demonstrari  etiam  possunt  praecedentia  in  hunc  modum.  In  cir- 
culo  quovis  describi  intelligatur  polygonum  laterum  quotcunque.  Et  si 
corpus  in  polygoni  lateribus  data  cum  velocitate  movendo  ad  ejus  angulos 
singulos  a  circulo  reflectatur;  vis,  qua  singulis  reflexionibus  impingit  in 
circulum,  erit  ut  ejus  velocitas:  ideoque  summa  virium  in  dato  tempore 
erit  ut  velocitas  illa,  et  numerus  reflexionum  conjunctim :  hoc  est  (si  po- 
lygonum  detur  specie)  ut  longitudo  dato  illo  tempore  descripta,  et  aucta 
vel  diminuta  in  ratione  longitudinis  ejusdem  ad  circuli  praedicti  radium  ; 
id  est,  ut  quadratum  longitudinis  illius  applicatum  ad  radium:  ideoque,  si 
polygonum  lateribus  infinite  diminutis  coincidat  cum  circulo,  ut  quadratum 
arcus  dato  tempore  descripti  applicatiun  ad  radium.  Haec  est  vis  centri- 
fuga,  qua  corpus  urget  circulum ;  et  huic  aequalis  est  vis  contraria,  qua 
circulus  continuo  repellit  coi^pus  centrum  versus. 


(  d  )  205.  Duo  intelligantur  polygona  similia 
et  regularia  circulis  duobus  inscripta,  quorum 
latera  numero  crescant  et  longitudine  minuantur 
in  infinitum,  et  corpora  duo  in  polygonorum  la- 
teribus  squabili  velocitate  ferantur,  atque  ad  sin- 
gulos  angulos  a  circido  reflectantur.  Manifes- 
tum  est  corponun  in  polygonis  revolventium 
vires  centrifiigas  non  esse  mensurandas  ex  sola  ve- 
locitate  quA  in  singidis  angulis  incurrunt  in  circu- 
lum  et  qua  ab  illo  reflectuntur,  sed  insuper  haben- 
dam  esse  rationem  frequentiaB  impactuum  aut  re- 
flexionum,  itaut  si  eademfueritduorum  corporum 
revolventium  celeritas,  vires  centrifugaesintut  nu- 
meri  impactuum  aut  reflexionum  tempore  dato  per- 
actarum;  nam  quo  plures  sunt  tempore  dato 
impactus  et  reflexiones,  eo  magis  corpus  circu- 
lum  urget,  ut  a  centro  recedat  et  vice-versa  eo 
magis  ad  centrum  urgetur  per  circuli  reactionem 
aequalem  et  contrariam  acdonL  Quare  si  varia 
fuerit  corporum  in  polygonis  revolventium  cele- 
ritas  sequabilis,  vires  centrifugae  erunt  ut  velo- 
citates  et  niuneriimpactuum  seu  reflexionum  tem- 
pore  dato  peractarum  conjunctim.  Est  autem 
numerus  reflexionum  tempore  dato  ut  numerus 
laterum  polygoni  eo  tempore  descriptorum.  Por- 


ro  si  eadem  supponatur  in  utroque  polygono  ve- 
locitas,  nmneri  laterum  eodem  tempore  descrip- 
torum  erunt  reciproce  ut  latera  singula,  quo 
enim  majora  sunt  latera,  eo  minor  eorum  nu- 
merus  dato  tempore  dataque  velocitate  percurri- 
tur ;  quare  manente  eadem  in  utroque  polygono 
velocitate,  nimieri  reflexionum  sunt  inverse  ut 
latera,  sive  ob  polygonorum  similitudinem,  in- 
verse  ut  radii  circulorum.  Si  vero  ponatur  idem 
circulorum  radius,  et  varia  in  utroque  polygono 
velocitas  uniformis,  erunt  numeri  laterum  in  utro- 
que  polygonodato  temporepercursormn,  directe  ut 
velocitates  aequabiles,  seu,  ut  longitudines  dato 
tempore  deiicriptffi  (  5  ).  Quare  variantibus  poly- 
gonivelocitateetradio,  numerusreflexionum  estut 
velocitas,  seu  ut  longitudo  tempore  dato  descrip- 
ta  applicata  ad  radium.  Cum  igitur  supra  os- 
tensum  sit  vim  centrifugam  in  drculo,  aut  vim 
centripetam  ipsi  aequalem  et  contrariam,  esse  in 
radone  composita  velocitatis  et  numeri  reflexio- 
num  dato  tempore  peractarum,  liquet  eandem 
vim  centrifugam  esse  quoque  ut  quadratum  velo- 
citatis  radio  divisum,  et  etiam  ut  quadratum  lon- 
gitudinis  seu  arcus  dato  tempore  descripti  appli- 
catum  ad  radium. 
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PROPOSITIO   V.     PROBLEMA   L 

Data  quibtiscunque  in  locis  velocitaie,  qud  corpus  Jtguram  datam  viribus  ad 
commune  aliquod  centrum  tendentibus  describit,  centrum  illud  invevire, 

Figuram  descriplam  tangant  rectae  tres  P  T,  T  Q  V,  V  R  in  punctis 
totidem  P,  Q,  R,  concurrentes  in  T  et  V.  Ad  tangentes  erigantur  per- 
pendicula  P  A,  Q  B,  R  C  velocitatibus  corporis  in  punctis  illis  P,  Q,  R, 
a  quibus  eriguntur,  reciproce  proportionalia ;  id  est,  ^^b.  uc  sit  P  A  ad 
Q  B  ut  velocitas  in  Q  ad  velocitatem  in  P,  et  Q  B  ad  R  C  ut  velockas  n\ 
R  ad  velocitatem  in  Q.  Per  perpendiculorum  terminos  A,  B,  C  ad  angu- 
Ids  rectos  ducantur  A  D,  D  B  E,  E  C,  concurrentes  in  D  et  E :  Et  actae 
T  D,  V  E  concurrent  in  centro  quajsito  S. 

Nam  perpendicula  a  centro  S  in  tangentes  P  T,  Q  T  demissa(per  Co- 
rol.  1 .  Prop.  I.)  sunt  reciproce 
ut  velocitates  corporis  in  punc- 
tis  P  et  Q;  ideoque  per  con- 
structionem  ut  perpendicula 
AP,  B  Q  directe,  id  est  ut    per- 
pendicula  a  puncto  D  in  tan- 
gentes  demissa.     (^)  Unde  fa- 
gile  colligitur  quod  puncta   S, 
D,  T  sunt  in  una  recta.     Et 
simili  argumento  puncta  S,  E, 
V  sunt  etiam  in  ima  recta;  et 
propterea  centrum  S  in  concursu  rectarum  T  D,  V  E  versatur.     Q.  e.  d. 


(  e  )  206.  Puncta  S,  D,  T,  sunt  in  unatec- 
ta.  Demissis  enim  ex  centro  S,  in  tangentes 
T  V,  T  F,  perpendiculis  S  G,  S  F,  et  ex  punc- 
to  D,  perpendiculis  D  K,  D  H,  patet  angulos 
F  S  G,  H  D  K,  lineis  parallelis  contentos  esse 
jwjuales  ct  propter  laterum  S  F,  S  G,  D  H,  D  K, 
analogiam,  triangula  F  G  S,  H  K  D,  esse 
similiu,  adeoque  angulos  S  F  G,  D  H  K,  aBquari, 
ac  proinde  lineas  F  G,  H  K,  csse  parallelas,  et 
triangula  F  T  G,  H  T  K,  similia,  erit  crgo 
TH:TF=:HK:FG=DH:S  F,  et 
TK:TG=HK:F  G=  D  K :  S  G.  Quar^ 
iinea  T  D,  producta  transibil  pcr  centrum  S. 


Y 


s 
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PROPOSITIO  VI.     THEOREMA  V. 

Si  corpus  in  spatio  non  resistente  circa  centrum  immobile  in  orbe  quocu?ique 
revolvatur,  et  arcum  quemvis  jamjam  nascentem  tempore  quam  minimo  de- 
scribatf  et  sagitta  arcus  duci  intelligatury  qius  chordam  bisecet,  et  producta 
transeat  per  centrum  virium :  erit  vis  centripeta  in  medio  arcusj  ut  sagitta 
directe  et  tempus  bis  inverse, 

( ' )  Nam  sagitta  dato  tempore  est  ut  vis  (per  Corol.  4.  Prop.  I.)  et  au- 
gendo  tempus  in  ratione  quavis,  ob  auctum  arcum  in  eadem  ratione  sa- 
gitta  augetur  in  ratione  illa  duplicata  (per  Corol.  2.  et  3.  Lem.  XI.)ideoque 
est  ut  vis  semel  et  tempus  bis.  Subducatur  duplicata  ratio  temporis  utrin- 
que,  et  fiet  vis  ut  sagitta  directe  et  tempus  bis  inverse.     Q.  e.  d. 

(f  )  207.  Corpora  P  et  p,  circa  virium  cen- 
tra  S  et  s,  revolvendo,  curvas  A  P  Q,  a  p  q,  de- 
scribant,  sintque  chordse  minimse  D  H,  dh,  ra- 
diis  vectoribus  S  P,  s  p,  bifariam  divisa;,  et  chor- 
dis  illis  evanescentibus,  erit  C  H  =  P  H,  et 
D  C  =  D  P  (per  Corol.  2.  Lem.  VII.)  adeoque 
P  H  =  P  D  ;  unde  puncta  P  et  p,  sunt  in  me- 
dio  arcuum  evanescentium  D  P  H,  d  p  h,  posita. 
Praeterea  quoniam  punctis  C  et  P,  c  et  p,  coeunti- 
bus,  puncta  D  et  H,  d  et  h,  simul  cum  punctis 
P,  p,  coincidunt,  ultima  chordarum  evanescen- 
tium  D  H,  d  h,  positio  congruit  cum  tangenti- 
um  FL,  fl  positione,  ac  proinde  chordae  evan- 
escentes  D  H,  d  h,  tangentibus  F  L,  f  1,  aequi- 
distant,  adeoque  rectae  D  F,  d  f,  radiis  S  P,  s  p, 
parallelse  sagittis  P  C,  p  c,  evanescentibus  asqua- 
les  sint.  His,  ad  clariorem  eorum  quse  Newto- 
Nus  supponit,  intelligentiam  positis,  demonstran- 
dum  est  vires  centripetas  in  P  et  p,  esse  inter  se 
ut  sunt  sagittaeP  C,  p  c,  directe,  et  inverse  ut  qua- 
drata  temporum  quibus  describuntur  arcus  evan- 
escentes  H  P  D,  h  p  d,  aut  dimidii  P  D,  p  d. 
— Dem.  Si  arcus  P  D,  p  d,  aequalibus  tem- 
poribus  describerentur,  sagittae  P  C,  pc,  (per 
Corol.  1.  Prop.  I.)  essent  ut  vires  centripetae  in 
P  et  p.  Quod  si  vires  in  P  et  p,  ajquales  forent, 
tempora  vero  per  arcus  P  D,  p  d,  inaequalia, 
sint  V.  gr.  sicut  T  ad  t,  dico  sagittas  P  C,  p  c, 
fore  ut  horum  temporum  quadrata  directe  ;  sive 
ut  T  ^  ad  t  ^.  Sit  enim  arcus  P  Q,  descriptus 
eodem  tempore  t  quo  arcus  p  d,  positis  viribus  in 
P  et  p,  aequalibus,  spatia  Q  R,  f  d,  seu  P  K, 
p  c,  virium  illarum  actione  eodem  tempore  de- 
scripta  erunt  aequalia;  Verum  (per  Cor.  2. 
et  3.  Lem.  XL)  PD^:  PQ^  =  DF:  QR 
sive  f  d,  et  ob  motum  per  arcus  evanescentes  uni- 
formem,  sunt  arcus  P  D,  P  Q  ut  tempora  qui- 
bus  describuntur,  hoc  est  ut  T  ad  t,  ideoque 
PD»  :  P  Q*  =T^  :  t»=DF  :  QRsive 
fd,  etqwia  DF=PC  et  df=pc  ergo  T^: 
t*=:P  C  :  p  c,  itaque  si  vires  in  P  et  p  sint 
aequales,  erunt  sagittae  P  C,  p  c,  ut  quadrata 
temporum  quibus  arcus  P  D,  p  d,  describuntur. 


Quoniam  igitur  manentibus  temporibus  sa^tts 
sunt  ut  vires,  et  manentibus  viribus,  sagittae  sunt 
ut  temporum  quadrata,  necessimi  est  ut  varian- 
tibus  viribus  atque  temporibus  sagittae  sint  ut 
vires  et  quadrata  temporum  conjunctim.  Quam- 
obrem  si  vires  in  P  et  p,  dicantur  V,  v,  erit 
PC:pc=VXT2:  v  X  t  S  et  dividendo  an- 
tecedentes  per  T  %  et  consequentes  pt-r  i  ^,  erit 

V  v=l^:^Q.e.d. 
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(^)  Idem  facile  demonstratur  etiam  per  Corol.  4  Lem.  X. 

Corol.  1.  Si  corpus  P  re- 
volvendo  circa  centrum  S  de- 
scribat  lineam  curvam  A  P  Q ; 
tanffat  vero  recta  Z  P  R  cur- 
vam  illam  in  puncto  quovis  P, 
et  ad  tangentem  ab  alio  quo- 
vis  curvae  puncto  Q  agatur 
Q  R  distantiae  S  P  paralle- 
la,  ac  demittatur  Q  T  per-  'STy^ 
pendicularis    ad    distantiam 

illam  S  P:  vis  centripeta  erit  reciproce  ut  solidum  ^  Pq^ad.  X  g  Tquad. . 

Q  R 

si  modo  solidi  illius  ea  semper  sumatur  quantitas,  quae  ultimo  fit,  ubi  coe- 

unt  puncta  P  et  Q.     <^)  Nam  Q  R  aequalis  est  sagittae  dupli  arcus   Q  P, 

in  cujus  medio  est  P,  et  duplum  trianguli  S  Q  P  sive  S  P  X  Q  T,  tem- 

pori,  quo  arcus  iste  duplus  describitur,  proportionale  est;  ideoque  pro 

temporis  exponente  scribi  potest. 

Corol.   2.    Eodem  argumento  vis  centripeta  est  reciproce  ut  solidum 

SYqXQPq. 

cTr '  ^^  modo   S  Y  perpendiculum  sit  a  centro  virium  in  or- 

bis  tangentem  P  R  demissum,     (')  Nam  rectangula  SY  X  QPetSP 
X  Q  T  aequantur. 

Corol.  3.  Si  orbis  vel  circulus  est,  vel  circulum  concentrice  tangit, 
aut  concentrice  secat,  id  est  angulum  contactus  aut  sectionis  cum  circulo 
quam   minimum  continet;  eandem  habens  curvaturam  eundemque  ra- 


(  ^  )  208.    Idem  facile   demonstratur     etiam  basim  S  P;  cum  igitur  in  eadem  curva  A  P  Q, 

per  Corol.  4.   Lem.  X.  quo  statuitur  vires  esse  ut  areae  sint  proportionales  temporibus  quibus  de- 

spatia,  ipso  motus  initio,  descripta  directe  et  qua-  scribuntur,  ac  proinde  rectangulum  Q  T  X  S  P, 

drata  temporum  inverse :    Cum  enim  F  D,  f  d,  scribi  possit  loco  temporis  quo  duplus  arcus  Q  P, 

sou  sagittte  P  C,  p  c,  sint  spatia  ex  virium  cen-  seu  duplum  triangulum  S  Q  P,  describitur,  erit 

tripetarum  actione  descripta  iisdem  temporibus  .          ^-^-tij-.^^           ^i^              . 

quibus  percurruntur   axcus   evanescentes   P  D,  vis  centripeta  m  P,  du-ecte  ut  — ^-^^  et 

p  d,  patet  per  supra  dictum  CoroII.  vires  centri-  S  P  ^  X  Q  T  ^ 

petas  esse  inter  se  in  ratione  composita  ex  direc-    inverse  ut — -^^^         • 

taratione  sagittarum  P  C,  p  c,  et  reciprocil  qua-  q^  ^IO.    Rectangula  SYXQP.etSPX 

dratorum  temporum   quibus  descnbuntur  arcus  q  ^,  «quantur ;  nam  tangens  P  R    cum  arcu 

evanescentes  P  D,  p  c,   seu  H  D,  hd.  evanescente  Q  P,  congruit  (per  Lem.  VIL)  et 

(" )  209.  Nam  Q  R  a;qualis   est  sagitta  du-  propterea  tangens  illa  considerari  potest  tanquam 

pli  arcus  QP,  in  cujus  medio  est  P,  (207),  du-  trianguli  S  P  Q,  basis  P  Q,   producta,  et  S  Y, 

plum  vero  trianguli  evanescentis  S  Q  P,  (quod  tanquam  perpendicularis  ad  illam  basim  j)roduc- 

per  Lem.  VIII.,tanquamrectilineiunconsidera.ri  tam,  quare  area  dupli  trianguli  S  P  Q,  est  S  Y 

potest)  aequale  est  facto  ex  perpendiculo  Q  T,  in  X  Q  i"  =  S  P  X  Q  T. 
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dium  curvaturse  ad  punctum  P;  et  si  P  V  chorda  sit  circuli  hujus  a  cor- 
pore  per  centrum  virium  acta:  erit  vis  centripeta  reciproce  ut  solidum 

Q  R  q 

S  Y  q  X  P  V.     {^)  Nam  P  V  est  — -' 

Q  R 

Corol.  4).  lisdem  positis,  est  vis  centripeta  ut  velocitas  bis  directe,  et 
chorda  illa  inverse.  Nam  velocitas  est  reciproce  ut  perpendiculum  S  Y 
per  Corol.  1.  Prop.  I. 

Corol.  5.  Hinc  si  detur  figura  quaevis  curvilinea  A  P  Q,  et  in  ea  detur 
etiam  punctum  S,  ad  quod  vis  centripeta  perpetuo  dirigitur,  inveniri  po- 
test  lex  vis  centripetae,  qua  corpus  quodvis  P  a  cursu  rectiJineo  perpetuo 
retractum  in  figurae  illius  perimetro  detinebitur,   eamque  revolvendo  de- 

scribet.  Nimirum  computandum  est  vel  solidum TPR ^^^  ^°^^~ 

dum  S  Y  q  X  P  V  huic  vi  reciproce  proportionale.     Ejus  rei  dabimus 
exempla  in  problematis  sequentibus. 


(*)  211.  P  Vest 


QP- 


Sit  enim  circiilus 


osculator  P  Q  V  F,  et  ducta  chorda  Q,  M,  quam 
alia  chorda  P  V,  per  virium  centrum  S  acta,  bi- 


secat  in  K,  erit  (per  Prop.  S,J.  Lib,  3.  Elem. ) 
QK2  =  VK  X  PK;  sed  evanescente  P  K, 
V  K  =  V  P,  et  (207)  Q  R  =  P  K,  ac  (per 
CoTol.  1.  Lem.  VII  )  Q  K=QP,  ergo  QP^= 

QP  * 
PVX  QR,  etVP^"^. 

212.   lisdem  positis  sit  P  C,  radius  osculi  = 
R,  et  erit  vis  centripeta  in  P,  reciproce  ut  soli- 

S  Y^  y  R 
dum ^-1-  :  quomam  enim  rectas  S  Y,  et 

VoT,,  I.  I 


F  C  P,  ad  tangentem  P  Y,  perpendiculares 
Ecquidistant,  erit  angulus  V  P  F  ='  P  S  Y ;  cum  - 
que  sit  prseterea  angulus  F  V  P,  in  semicirculo 
a?qualis  recto  S  Y  P,  duo  triangula  P  V  F, 
S  Y  P,  similia  sunt  ac  proinde  S  P  :  S  Y  = 
P  F    scu    2   R    :     P    V,    adeoque    P    V    = 


S  Y  X  2  R 


etSY^^XPV 


_SY3X2R 


;  hoc 


SP  '^  SP 

est  dividendo  per  numerum  constantem  2,    ut 


SliX^.H^est 


SP 


expressio  vis  centripetae  quam 


Joannes  BemouUius,  Abrahamus  de  Moivre  et 
Guido  Grandus  invenerunt. 


SCHOLION. 

213.  Newtonus  generalem  virium  centralium 
theoriam  in  superioribus  propKKitionibus  aperuit, 
earumque  elegantes  formulas  in  Propositionis  viae 
CoroUariis  tradidit.  Plurimas  per  analysimme- 
thodumque  fluxionum  postea  exquisierunt  alii 
qui  primum  inter  Geometras  locum  tenebant. 
Hos  inter  eminet  Varignonius  qui  in  Commen- 
tariis  Parisiensibus  an.  1700,  1701,  1706,  viri- 
um  centralium  formulas  sua  varietate  et  univer-  ■ 
salitate  eximias  dedit ;  "praeclaras  quoque  addidit 
Joannes  BemouUius  in  iisdem  Commentariis  an. 
1710.  Duas  proposuit  Jacobus  Hermannus  in 
Scholio  ad  Propositionem  22*™  Lib.  1.  Phorono- 
mits,  quas  ut  pote  multum  expeditas,  nobisqiie 
in  posterum  profuturas,  et  ex  superioribus  Nhw- 
TONi  formuUs  facillime  deducendas,  hic  exscri- 
bemus  ac  demonstrabimus. 
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214.  Itaque  corpus  P,  circa  centrum  virium 
S  revolvendo  describat  curvam  B  p  P,  et  centro 
C  radio  C  P  descriptus  intelligatur  arcus  infini- 
tesimus  P  p  circuli  curvam  B  p  P  osculantis  in 
P,  ac  centro  S  radio  S  P,  arculus  P  m,  et  de- 
nique  S  Q,  S  q,  ad  tangentes  P  Q,  p  q,  per- 
pendiculares.  Duo  triangula  q  O  r,  n  C  p,  seu 
P  C  p  similia  sunt,  nam  aequales  sunt  anguli 
r  q  O,  C  p  n,  sunt  enlm  ambo  recti,  et  anguli 
r  O  q,  P  C  p,  qid  cum  angulo  P  O  p  duos  rec- 
tos  efficiunt  Similia  quoque  sunt  triangula 
p  m  P,  p  q  S,  seu  P  Q  S,  ob  angulos  ad  q  et  m 
rectos  et  angulum  m  p  P  communem,  dum  co- 
eunt  puncta  P,  p,  quare  pP:  rq=PC:  Oq, 
seu  pq,  seu  P  Q;  et  mp  :  Pp  =  P  Q  :  S  P 
unde  ex  aequo  mp:r  q=PC  ad  SP  etPC 
SPXmp 

Porro  (212)  vis  centripeta  in  P 


rq 


est  ut 


SP 


PCXSQ3 
ipsius  P  C,  raodo  mventus,  eris  vis  ut 


;  ergo  si  substituatur  valor 
1        , 


SQ3Xmp 

hoc  est,  si  vis  centripeta  sit  =  v,  S  P  =  z,  ac 

proindd  m  p=  d  z,    S  Q=  p,  adeoque  r  q  = 

dp 
d  p,  ent  v : — 


idz 


p3dz' 


et  radius  osculi  C  P  =  r 


=  -z — ,  quas  duas  formulas  tradunt  Keiliius, 


in  suade  LegibusVirium  Centripetarum  Epistol^ 
ad  Halleium  directa,  et  Herraannus  loco  supr^ 
citato. 

215.  Sit  Pp  =  d s,  et  P  ra=  d y,  et  ob  trian- 
gula  similia  p  P  m,  P  S  Q,  erit  d  s  :  d  y  =  z :  p. 


adeoque  p  = 


zdy 


,  et   sumptis  utrinque  flusio» 


nibus  nulla  constante  usurpata,  invenietur  (163) 
,     d  z  d  y  d  8+  z  d  s  d  d  y — z  d  y  d  d  s; 


ds^ 


quare    v  = 


dp  dpds^ 

p  3  d  z        z  3  d  y  3  d  z 


ob  p  = 


zdy         ,        X  3  d  y  3 
-^et  D  3  — ._ — 1 > 


-etp 


d  s  3 


adeoque   v  = 


dzdyds*-)-zds*ddy  —  zdydsdds, 

z  3  d  y  3  d  z 
qua;  fommla  nonnisi  nominibus  differt  a  formu- 
lis  quas  Varignonius  dedit  in  Commentariis  Pa- 
risiensibus,   1701.    1706. 

"216.  Hinc  radiorum  osculi   fonnula  admo- 
dum   generalis    et    expedita    facile     rcperitur. 

2  dz 
Nam    invenimus    (214)  r  =  — ^ —  =:    (215) 


dp 


z  d  z  d  s  ^ 


dzdyds-|-zdsddy  —  zdydd  s 
cum  in  liac  formul^  nulla  fluxio  constans  assump- 
ta  sit,  in  alias  infinitas  transformari  potest,  sump- 
tis  pro  arbitrio  constantibus.  Si  centrum  S,  in 
infinitum  abeat,  ut  recta;  S  P,  evadant  paralie- 
l£e,  erit  d  z  d  y  d  s,  quantitas  infinite  parva  re- 
spectu  zdsddyetzdydds;  nam  cum  z  finita 
est  dzdyds,  est  ejusdem  generis  cum  z  d  s  d  d  y ; 
ubi  igitur  z,  evadit  infinita  z  d  s  d  d  y,  fit  etiam  in- 
finita  respectu  d  z  d  y  d  s ;  unde  si  in  formula  radii 
osculatoris    modo    inventa  deleatur    membrum 

d2dyds,habebiturr=  j  ^  ^  d'y  -'d  y  d  d  s 
formula  generalis  radii  osculi  in  curvis  quaruro 
ordinatae  S  P  pai-allelae  axique  perpendiculares 
sunt,  et  in  quibus  d  z,  sunt  elementa  abscissa- 
rum. 
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PROPOSITIO  VII.    PROBLEMA  IL 

Gyrettir  corpus  in  circumferentid  circulii  requiritur  lex  vis  centripetcE  tenden- 
tis  ad  ptincttm  quodcunque  datum, 

Esto    circuli   circumferen- 
tia  V  Q  P  A ;  punctum  da- 
tum,  ad  quod  vis  ceu  ad  cen- 
triun  suum   tendit,   S;   cor- 
pus  in  circumferentia  latum 
P;  locus  proximus,  in  quem 
movebitur  Q;  et  circuli  tan- 
gens  adlocumpriorem  P  R  Z.L 
Perpunctum  S  ducaturcliorday 
P  V;  et  acta  circuli  diametro 


K^ 


V  A,  jungatur  AP;  et  ad  S  Pdemittatur  perpendiculum  Q  T,  quodprO" 
ductum  occurrat  tangenti  P  R  in  Z,  ac  deniqueper  punctumQ  agatur  L  R, 
quae  ipsi  S  P  parallela  sit,  et  occurrat  tmn  circulo  in  L,  tum  tanirenti  P  Z 
in  R.  Et  (1)  ob  similia  triangula  Z  Q  R,  Z  T  P,  V  P  A;  erit  R  P  quad. 
hoc  est  Q  R  L  ad    Q  T  quad.  ut  A  V  quad.  ad  P  V  quad.     Ideoque 

QRLxPVquad,  ^    n.         ^     t^  ,  .■      ■ 

• — = aequatur  Q     1    quad.    Ducantur   naec   aequalia    m 

A  V  quad. 

S  P  quad. 


fi€t 


QR 

S  P  quad 


et  punctis  P  et  Q  coeuntibus  scribatur  P  V  pro  R  L.     Sic 
X  P  V  cub.  ,        S  P  quad.    X  Q   T   quad. 


aequale 


A  V  quad.  '  Q  R 

Ergo   (per  Corol.    1.   et   5.  Prop.  VI.)  vis  centripeta  est  reciproce   ut 

S  P  q  X  P  V  cub. 


V  quad. 


id  est  (ob  datum  A  V  quad.)     reciproce  ut  qua- 


(  '  )  217.   Triangula  Z  Q  R,  Z  T  P,  similia  mensura dimidius arcus  VL   QP;  quar^  R  P: 

sunt  ob  il  R,  parallelam   T  P,  per  constructio-  Q  T  =  Z  P  :  Z    T  =  A  V  :  P  V.    EsJ  au- 

nem,  et  triangula  Z  T  P,    V  P  A,  sunt  etiam  tem  R  ?«=  Q  R  X  R  ^,  per  Prop.  56.  Lib. 

similia  ob   angulos    rectos  Z  T  P,  V  P  A,    et  3.  Elem. 
aequales  V  P  Z,  V  A  P,  quorum  communis  est 


F2 
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dratum   distantiae   seu   altitudinis  S  P  et  cubus  chordfE  P  V  conjunctim. 
Q.  e.  i. 


Idem  aliter. 


Ad  tangentem  P  R  pro- 
ductam  demittatur  perpendi- 
culum  S  Y  :  ob  similia  tri- 
angula  S  Y  P,  V  P  A  ;  erit 
A  VadP  VutSPadSY; 
SPX  P  V 


ideoque 


aequale. 


AV  '"     L 

SY  ^\^^  ^"^^'  ^  ^  ^  cub.y  [ 

A  V  quad.  K   A 

«quale  S  Y  quad.  X  P  V.     Et  propterea  (per  Corol.  3.  et  5.  Prop.  VI.) 

vis  centripeta  est  reciproce  ut 2 1 ,  hoc  est,  ob  datam  A  V 

A  V  q 

reciproce  ut  S  P  q  x  P  ^  cub.     Q.  e.  i. 

Corol.  1.  Hinc  si  punctum  datum  S,  ad  quod  vis  centripeta  semper 
tendit,  locetur  in  circumferentia  hujus  circuli,  puta  ad  V;  erit  vis  centripe- 
ta  reciproce  ut  quadrato-cubus  altitudinis  S  P. 

Corol.  2.     Vis,  qua  corpus  P  in  circulo  A  P  T  V  circum  virium  cen- 


S  Pv  P  V 

218.  Idemaliter,cum  sit f^ —  =  S  Y  ent 


SP3X  PV3 


SY3et 


A  V3 
SP^XPV^x  R 


A  V 

S  p  3  X  P  V  3  X  R 

A  V  3  X  S  P 
SY3X  R 


= ATH -=— s-F-/*  P'*°P- 

terea   (212)    vis    centripeta    est    reciproce    ut 

Sp^xP  V3X  R,  .   „         r   »  -.r 
V  TT^ — — — ^^seu  ob  R  =  i  A  V,  et  A  V, 

A  V3  * 

constantem  erit  reciproce  ut  S  P  ^  X  P  V  3. 

(™)  219.  Nam  per  constructionem  hujus  pro- 
pos.  vis  jrrior  est  ad  vim  posteriorem,  (hoc  est  vis 
circa  S,  ad  vim  circa  R)  ut  R  P^  X  P  T^  ad 
S  P'^  X  PV^-  Scilicet  in  demonstratione  hujus 
Propositionis  (vid.  fig.  Prop.)  inventum  erat 
O  T?  T,  V  P  V  2 

A  V»  =  Q-  T  S    et  punctis  P  et  Q 

coeuntibus  scribatur  P  V  pro  R  L,  et  uterque 
terminus  multiplicetur  per  S  P  ^  X  A  V  *,  erit 
CIRXPV3XS  P^=QT2x  SP^X 
A  V  ^,  est  vero  Q,  T  X  S  P  area  ciijus  arcus 
est  Q  P,  et  Q  R,  estejus  sagitta,  itaque  sagitta 
per  cubum  chordae,  et  quadratum  distantiae  mul- 


tiplicata,  aequalis  est  quadrato  areae  cui  respon- 
det.  multiplicato  per  quadratum  diametri. 
Quod  utique  verum  erit  sive  agatur  de  vi  ad  S, 
sive  de  vi  ad  R  tendente  (vid.  fig.  Cor.)  Quod 
si  sumi  intelligantur  arcus  aequali  tempore  de- 
scripti  circa  utramque  vim,  sagittse  eorum  ar- 
cuum  expriment  rationem  earum  virium  centri- 
petarum ;  et  areje  illis  teraporibus  aequalibus 
circa  utramque  vim  descriptee  aequales  erunt, 
nam  per  Prop.  1.  tempus  periodicum  est  ad  in- 
tegram  superficiem  descriptam,  ut  tempus  quod- 
vis  ad  aream  ipsi  respondentem,  ut  ergo  eodem 
tempore  periodico  idem  circulus  circa  utramquc 
vim  absolvitur,  quEcriturque  area  eidem  tempori 
correspondens,  illa  area  eadem  erit  utriusque  vis 
respectu,  ideoque  productum  quadrati  are»  per 
q\iadratum  diametri  idem  erit  tam  respectu  vis 
S,  quam  respectuvis  R,  ergo  sagitta  pertinens 
ad  vim  S  muItipUcata  per  cubum  ejus  chordae 
P  V,  et  quadratum  ejus  distantiJe  S  P  .-equalis 
erit  sagittsE  pertinenti  ad  vim  R,  multiph'cataB 
per  cubum  ejus  chordfE  P  T  et  per  quadratum 
ejus  distantiae  R  P,  ea  enim  facta,  quadrato 
areae  in  quadratum  diametri  ducto  aequalia  sunt, 
ideo  sagittse  illse,  sive  vires  in  S  et  R  crunt  reci- 
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trum  S  revolvitur,  est  ad  vim,  qua  cor- 
pus  idem  P  in  eodem  circulo  et  eodem 
tempore  periodico  circum  aliud  quodvis 
virium  centrmn  R  revolvi  potest,  ut 
R  P  quad.  X  S  P  ad  cubum  rectae  S  G, 
quae  a  primo  virium  centro  S  ad  orbis 
tangentem  P  G  ducitur,  et  distantiae 
corporis  a  secimdo  virium  centro  pa- 
rallela  est. 

(™)  Nam  per  constructionem  hujus  propositionis  vis  prior  est  ad  vim 
posteriorem  ut  R  P  q  X  P  T  cub.  ad  S  P  q  x  P  V  cub.   id  est,   ut  S  P 

S  P  cub.  X  P  V  cub.      . 
X   R  P  q  ad p  T  cub '  ^^^^  ^  ^""^  ^^   similia  triangula  P  S  G, 

T  P  V)  ad  S  G  cub. 

Corol.  3.  Vis,  qua  corpus  P  in  orbe  quocunque  circum  virium  cen- 
trum  S  revolvitur,  est  ad  vim,  qua  corpus  idem  P  in  eodem  orbe  eodemque 
tempore  periodico  circum  aliud  quodvis  virium  centrum  R  revolvi  potest, 
ut  S  P  X  R  P  q,  contentum  utique  sub  distantia  coi-poris  a  primo  virium 
centro  S  et  quadrato  distantiae  ejus  a  secundo  virium  centro  R,  ad  cubum 
rectse  S  G,  quae  a  primo  virium  centro  S  ad  orbis  tangentem  P  G  ducitur, 
et  corporis  a  secundo  virium  centro  distantiae  R  P  parallela  est.  (°)  Nam 
vires  in  hoc  orbe  ad  ejus  punctum  quodvis  P  esedem  sunt  ac  in  circulo 
ejusdem  curvaturae. 


proce  ut  illac  quantitates  quse  eas  muldplicant, 
hoc  est  sagitta  in  S  est  ad  sagittam  in  R  sicut 
HP^XPT3:SP»XPV3.  Q.  e.  d. 

C)  220.  Triangula  P  S  G,  T  P  V,  similia 
sunt,  ob  angulos  P  S  G,  S  P  T  aequales,  quia 
Bunt  alterni  inter  parallelas  S  G,  T  P,  et  angu- 
los  V  P  G,  V  T  P,  aquales  per  32.  lib.  3. 
Elem.  unde  TP:PV=SP:SG  = 


et  S  G  3  = 


SP3X   P  V3 


SPX  PV 

TP  ~  PT3 

(o)  221,  Nam  vircs  in  hoc  orbe  ad  qus  punc- 
tura  quodvis  P,  eaedem  sunt  ac  in  circulo  or- 
bitam  osculante  in  P,  vis  enim  illa  in  P,  ett 
semper  eadem  ac  si  corpus  in  arcu  evanescente 
circuli  osculatoris  moveretur,  cum  arcus  ille  cir- 
culi  pru  arcu  orbitae  evanescente  usurpari  possit. 
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PROPOSITIO  VIII.    PROBLEMA  III. 

Moveatur  corpus  in  semicirctdo  P  Q  A  :  ad  hunc  effect^m  requiritur  lex  vis 
centripetcB  tendentis  ad  punctum  adeo  longinquura  S,  ut  linece  cnnnes  P  S, 
R  S  arf  id  ductcBi  jpro  parallelis  haberi possint. 

A  semicirculi  centro  C  agatur 
semidiameter  C  A  parallelas  istas 
perpendiculariter  secans  in  Met  N, 
et  jungatur  C  P.  Ob  (p)  similia 
iriangula  C  P  M,  P  Z  T  et  R  Z  Q 
est  C  P  q  ad  P  M  q  ut  P  R  q  ad  A 
Q  T  q,  et  natura  circuli  P  R  q 
asquale    est     rectangulo    Q     R 

X    R  N  +Q  N,    sive    coeunti- 

bus  punctis  P  et  Q  rectangulo  Q  R  x  2  P  M.     Ergo  est    C  P  q  ad 

P  M  quad.  ut  Q  R  X  2  P  M  ad  Q  T  quad.   ideoque  QJ^^:    aequale 

Q  R 

2  P M  cub.  g^  Q  T  quad.  x  S  P  quad.   aequale  ^PMcub.xSP  quad. 

C  P  quad.  '  Q  R  ^  C  P  quad. 

Est  ergo  (per  Corollarium  1.  et  5.  PrOp.  VI.)  vis  centripeta  reciproce  ut 

2  P  M  cub.  X  S  P  quad.     hocest^neglectfi  rationedeterminat^!5?-^J^A 
C  P  quad  '  ^     8  Q  p  qua^j^ 

reciproce  ut  P  M  cub.     Q.  e.  i. 

(1)  Idem  facile  colligitur  etiam  ex  propositione  praecedente. 


Scholium. 


C)  Et  argumento  haud   multum  dissimili  corpus  invenietur 


moveri  in 


(P)  222.  Similia  sunt  triangula  C  P  M, 
P  Z  T,  anguli  enim  ad  M  et  T  recti  asquales 
sunt,  et  quoniam  anguli  Z  P  T  -j-  ^  P  C,  et 
anguli  M  P  C  -|-  M  C  P,  recto  aequantur,  erit 
etiam  M  C  P  =  Z  P  T  ;  et  P  R2=  Q,  R  X 
R  N  +  Q  N  (per  Prop.  36.  lib.  3.  Elem.)  Cum 
autem  C  P  sit  radius  circuli  et  S  P  sit  linea  in- 
finifa  adeoque  S  M  =  S  P,  erunt  C  P,  S  P, 
2SP» 
-■    p  a  ■    quantitates  constantes. 


(  n  )  223.  Idemjacili  coUigitur  ex  Propositione 
prCBcedente  qua  constat  vim  centripetam  esse 
reciproce  ut  S  P  ^  X  i*  V^-  Nam,  centre  virium 
S  in  infinitum  aBeunte,  omnes  S  P  sunt  sequales 
adeoque  constantes,  et  propterea  vis  reciprocd 
ut  P  V  3. 

(  '  )  224.  Ut  multa  de  sectionibus  conids 
mox  erunt  dicenda,  visum  est  eas  praemittere  ck 
conicis  propositioncs  quaj  SEepius  cccurrent,  ne 
memoriaj  vitio  aut  fastidio  ad  alios  Autores  re- 
currcndi  dciuonstrationum  vis  Lectorcs  fligiat. 
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ellipsi,  vel  etiam  in  hj^rbola  vel  parabola,  vi  centripeta,  quse  sit  reciproce 
ut  cubus  ordinatim  applicatae  ad  centrum  virium  maxime  longinquum  ten- 
dentis. 


Def.  1°.  Si  1  !anum  quodpiam  secet  conum, 
sed  per  cjus  Verticem  non  transeat,  intersectio 
Coni  et  istius  Plani  dicitur  Sectio  Conica. 

2".  Si  ducatur  planum  per  Verticem  Coni, 
parallelum  plano  secanti,  conum  ipsum  vel  se- 
cabit,  vel  tanget,  vel  totum  erit  extra  eum  ;  hinc 
distinguuntur  sectionum  Conicarum  species,  di- 
centur  primo  casu  Hyperbolse,  2°.  Parabola,  3°. 
Eiiipses. 

3^.  Si  sint  duo  Coni  similes  sibi  per  Verticem 
oppositi,  illud  planum  verticale  quod  unum  e 
Conis  secat,  alterum  etiam  secabit,  ideo,  pla- 
num  sectionis  ipsi  Parallelum  utrumque  etiam 
Conura  secabit,  et  ex  utriusque  Coni  sectione 
formabuntur  in  eo  Plano  duae  Hyperbolas  oppo- 
sita?. 

4\  Si  secundfjm  lineas  rectas  in  quibus  pla- 
num  per  Verticem  Coni  ductum  secat  Coni  su- 
perficiera,  applicentur  duo  plana  Conum  tan- 
gentia,  eorum  cirni  plano  Hyperbolarum  inter- 
sectiones,  dicuntuf  Hyperbolarum  Asymptoti; 
nam  ut  ea  plana  superficiem  Coni  jam  tetigerunt, 
nuliibi  eam  superficiem  iterum  attingent,  non 
ergo  attingent  Hyperbolam  quse  tenninatur  in 
superficie  Coni  et  quce  est  in  plano  lineis  quas 
tangunt  parallelo. 

Lemma  I.  Sit  linea  ab  una  Asymptoto  ad  al- 
teram  ducta,  quae  per  Hyperbolam  secetur,  par- 
tes  ejus  lineae  inter  Hyperbolam  et  Asymptotum 
utrinque  contentffi  sunt  a:quales. 

Et  si  line»,  inter  se  Parallelas,  ab  una  Asymp- 
toto  ad  alteram  ducantur,  jequalia  erunt  facta 
partium  utriusque  Parallel»  per  Hyperbolam 
sectse. 

Si  vero  linea  ab  una  Hyperbola  ad  oppositam 
ducta  per  Asymptotos  secetur,  partes  ejus  lineae 
inter  Hyperbolam  et  Asymptotura  utrinque  con 
tentse  sunt  aequales. 

Ex   si   lineae,    inter    se    Parallelae,    ab    una|*' 
Hyperbola    ad    oppositam    ducantur,    aequaliaC 
erunt  facta   partium    utriusque    Parallelae    per 
Asymptotum   sectas    (Apoll.    lib.    2.    Prop.    8. 
et  1 6. ) 

Demonst.  Primum  talis  sit  linea  A  B  ut  pla- 
num  per  eam  lineam  duci  possit  basi  coni  paralle- 
lum,  cujus  sectio  cum  cono  erit  cLrcuIus  C  E 
F  D,  ducatur  planum  V  C  D  per  verticem  Coni 
V  C  D  plano  Hyperbolarum  parallelum  et  se- 
cundum  lineas  V  C,  V  D  applicentur  plana 
Conum  tangentia,  in  quibus  erunt  Hyperbolee 
Asymptoti  et  Tangentes  circuli  C  E  F  D  in 
punctis  C  et  D  :  concurrant  illae  Tangcntes  in 
G ;  ex  G  per  centrum  circuli  ducatur  linea 
G  H  I  quae  erit  perpendicularis  in  chordara  C  D 
eamque  bifariam  secabit,  ut  etiam  ejus  Parallelam 
A  B,  et  chordam  E  F  (per  3.  3.  Elem. )  est  er- 
go  I  A  =  I  B,  et  I  E  =  I  F  unde  I  A  —  I  E 


sive  A  E  =  I  B  —  I  F  sive  B  F  et  (per  56.  5. 
Elem.)  C~A*  =  AFX  AE  — AFXBF. 

Sit  vero  linea  a  b  huic  Parallela,  sive  in  ea- 
dem  sive  in  opposita  sectione ;  simili  ratiocinio 
ostendetur  essea€  =  bf;  etca*  =  af  X  ae 
=  a  f  X  b  f-  Sed  figura  A  C  a  c  est  Pa- 
rallelogramma,  est  enim  tota  in  plano  Tan- 
gente  Conum,  et  terminatur  per  sectiones  pla- 
nonmi  Parallelorum,  nara  C  c  et  A  a  sunt  sec- 
tiones  plani  Verticalis  ct  plani  Hypcrbolarum 
ipsi  Paralleli,  et  C  A  et  c  a  sunt  sectiones  pla- 
n«rum  basi  coni  Parallelomm ;  est  ergo  C  A 
=  c  a  et  C  A^  =  c  a  *,  ac  per  consequens  A  F 
XBF  =  afXbf: 


Casus  2dus.  Quod  a  linea  A  B  utcumque 
3it  ducta  intcr  Asj-mptotos,  et  Hj-perbolam 
secet  in  E  ct  F '  erit  A  E  =  B  F  ;  nam  per 
E  et  F  ducantvu-  lineae  M  E  N,  m  F  n,  talcs  ut 
plana  per  eas  ducta  sint  basi  Coni  paraUela  Tri- 
angula  A  E  M  et  A  F  m,  B  F  n  et  B  E  N  erunt 
similia  propter  Parallelas,  est  ergo  A  E  :  A  F 
=  EM:Fm  etBE:BF  = 

N  E  :  n  F ;  est  ergo  per  compositionem  ra- 
twmis.  .  AEXBE:A  FxB  F=  E  M  X 
N£:FmXnFf    sedper  demonsti-ationem 
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primi  casus  est  E  M  X  N  E  =  F  m  X  »  F,  ergo 
AEXBE  =  AFXBF,  unde  (per  Prop. 
16.  6.  EJem.)  AF:AE  =  BE:BFetdi- 
videndo  A  F—  A  E  sive  EF:  AE=:BE  — 
B  F  sive  E  F  :  B  F,  cum  ergo  sit  E  F :  A  E 
=  EF:  BFest  AE=BF. 


Ducatur   vero  linea  quavis   a  b,  priori  A  B 

parallela,  et  per  punctum  o  ducatur  linea  P  e  R 

linejB  M  E  N  parallela,  similia  erunt  Triangula 

A  E  M  et  A  e  P,  B  E  N  et  b  e  R  ob  parallelas, 

est  ergo  AE:ae=EM:eP 

et  B  E  :  b  e  =  E  N  :  e  R,  est  ergo 
per  compositiouem  rationis . . .  A  E  X  B  E  : 
a  e  X  b  e  =  E  M  X  E  N  :  e  P  X  e  R,  sed  per 
casum  primum  estEMxEN  =  ePXeR, 
ergo  AExBE=aeXlJe. 

Casus  S''^  Si  lineae  de  quibus  agitur,  ab  una 


in   prima   demonstrationis   parte,     componendo 
concluderetur,   non  dividendo. 

Lernma  II.  Sint  duse  lineae  in  Hyperbolarum 
plano  ductas,  quae  in  quodam  puncto  sibi  occur- 
rant ;  facta  partium  singulas  lineaj  sumptarum 
a  puncto  concursus  usque  ad  punctum  Hyper- 
bolae,  sunt  inter  se  sicut  facta  partium  sumpta- 
rum  ab  Hyperbola  usque  ad  utramque  Asymp- 


Lineae  A  B,  D  C  sibi  mutuo  occurrant  in  H, 
estEHxFH:  GHXIH  =  AEXBE: 
C  G  X  B  G. 

Dtmomtr.  Ducatur  per  punctum  E  Hyper- 
bolse,  in  quo  secatur  per  lineam  A  B  productam 
si  necesse  sit,  linea  c  E  d,  alteri  linese  datce 
C  H  D  Parallela :  similia  erunt  Triangula 
A  H  C  et  A  E  c,  B  H  D  et  B  E  d  ;  unde  ha- 
bebuntur  hae  proportiones 

A  H  sive  A  E  +  E  H  :  A  E=  H  Csive 
CG  +  GH  :  cE 

etBHsive  BF+FH:BE  =  HD  sive 
D  I  -j-  I  H  :  d  E,  et  per  compositionem  ra- 
tionis  AEXBF  +  AEXFH4-EHX 
B  F  (sive  A  E  per  Lem.  I.)  +  E  H  X  F  H  : 
AEXJBK=CGXI>1  +  ^GXIH  + 
G  H  X  D  I  (sive  C  G  per  Lem.  I.)  +  G  H  X 


oc 


Hyperboia     ad     ejus    oppositam     ducerentur 

et  per   Asymptotas    seaarentur,    eadem    pror-     I H  :  c  E  X  ^  E  (si»e  C  G  X  D  G  per  Lem.  l. ) 

suB  foret  demonstratio  ac  in  2°.  casu,  nisi  quod    est  vero  BF  +  FH+  HE  =  BE,  etDI 
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4-1  H4-HG  =  D  Gergoest  AEX  BE4- 
EHXFH: AEXBE=DGXCG+ 
G  H  X  I  H  :  C  G  X  D  G.  et  dividendo  :  E  H 
XFH: AEXBE=GHXIH:CGX 
D  G  ergo  altemando  E  H  X 

F  H :  G  H  X  I  H=  AEXBE  :  CGX 
DG. 

Eadem  est  demonstratio  sive  linese  sint  in  eadem 
Hyperbola,  sive,  una  sit  in  una  Hyperbola  alte- 
ra  inter  oppositas,  sive  amboB  inter  oppositas  du- 
cantur.  Ergo  facta  partium,  etc. 

Lemma  III.  Sint  duae  Parallel»  in  sectione 
Conica  duct*  quae  secentur  per  lineani  quamvis, 
facta  partium  uniuscujustjue  Paralleloe  sumpta- 
rum  a  curva  ad  punctum  ejus  intersectionis,  sunt 
inter  se  ut  facta  partium  Uneae  secantis  sumpta- 
rum  a  curva  ad  punctum  intersectionis  cum 
Parallela. 

Sint  A  B,  C  D,  parallolse  sectffi  per  lineam 
E  F  in  punctis  G  et  H,  est  A  G  X  GB  :  C  H 
XHD=EGXGF:EHXHF. 

Sit  V,  vertex  coni,  ex  eo  ducantur  V  E,  V  F 
ad  extremitates  linese  E  F ;  ducatur  in  B  A, 
planum  V  A  B,  per  verticem  coni  transiens  et 
in  C  D  planum  Hyperbolarum  ipsi  Parallelmn, 
in  plano  V  B  A  ducatur  V  G,  et  in  H,  H  M 
ipsi  V  G  parallela  quas  jacebit  in  plano  Hyper- 


bolarum :  erunt  ergo  Triangula  V  G  E  et  M  H  E, 
VGF  et  I  H  F  similia  unde  habentur  hae  pro- 
portiones 

VG :  MH  =  EG :  E  H 
et  V  G  :  I  H=  F  G,    F  H,    et  per 
compositionem  rationis 


VG^:MHXIH=EGXGF:EHX 
FH. 

Linese  V  E,  V  F  ductse  per  verticem  coni  et 
punctum  in  ejus  superficie  sumptum  sunt  semper 
Ln  superficie  coni,  ergo  earum  intersectiones 
I  et  M  cum  linea.  H  M  in  plano  Hyperbolarum 
duct^  sunt  in  ipsa  curva  Hyperbolicu  cujus 
Asymptoti  sint  T  N,  T  P  parallelae  lineis  V  A, 

V  B  ;  per  punctum  I  in  quo  linea  H  M  occurrit 
Hyperbolae  ducatur  S  I  R  lineis  D  C  et  A  B 
parallela,  similia  erunt  Triangula  V  A  G  et 
LRI,  VBG  et  KSI  lineis  enim  parallelis 
terminantur,  erit  ergo 

VG:  A  G=L  I:  RI 
et  V  G  :  G  B  =  K  I  :  S  I  et  per  com- 
positionem  rationis 

V  G^  :AGXGB  =  LIXKI:  RlXST 
(  =  P  D  X  D  N  per  Lem.  I.)  Sed  per  Lenmia 
II.  est 

LIXKI:  PDxr>N=MHXlH:  CH 
X  D  H  est  ergo 

VG^  :  AGXGB  =  MHXIH:CHX 
D  H  et  altemando 

VG^  :MHXIH=AGXGB:  C^A"^ 
DH,  

Erat  autem  V  G^  :  M  H  X  I  H  =  E  G  X 
F  G  :  E  H  X  F  H,  ex  prima  demonstrationis 
paite,  est  ergo  AGXGB:  CHXDH  = 
E  G  X  F  G  :  E  H  X  F  H.     Q.  e.  d. 

Cas.  2.  Si  punctum  F  infinite  distaret  a  puncto 
E,  linea  F  G  sequalis  censenda  foret  lineae  F  H, 
ideoque  EGxFG:EHXFH=EG: 
EH=AGXGB:GHXDH,  hocest 
ipsae  partes  secantis  forent  inter  se  sicut  facta  par- 
tium  parallelarum  quas  secat. 

Cas-  3.  Si  punctum  F  non  foret  in  eadera 
sectione  in  qua  est  punctum  E,  sed  in  opposita, 
eadem  foret  demonstratio  nisi  quod  puncta  M  et 
I,  in  eadem  Hyperbola  forent. 

Cas.  4.  Eadem  etiam  fiet  demonstratio  sive 
puncta  G  et  H  sint  intra  extremitates  Paralle- 
larum  A  B,  C  D,  aut  intra  vertices  E  et  F 
lineae  secantis,  sive  sint  extra. 

Corol.  1.  Sumatur  medium  lineas  secan- 
tis  puncta  E  et  F  sitque  c,  si  intersectio  ejus 
lineEe  per  Parallelam  sit  intra  vertices,  erit 
factum  partium  ejus  aequale  quadrato  ejus 
dimidii  dempto  quadrato  ejus  portionis  a 
Centro  ad  intersectionem  sumpta,  v.  gr.  erit 
E  G  X  G  F  =  c"^  =*  —  c~G^  ut  liquet  per  5.  2. 
Elem.  Si  intersectio  ejus  linea;  sit  extra  verti- 
ces,  erit  factum  ejus  partium  aequale  quadrato 
portionis  ejus  a  Centro  ad  intersectionem  sumptas 
dempto  quadrato  dimidiEB  lineae,  v.  gr.  foret 
E  G  X  G  F  =  c~G*  —  cE^  ut  liquet  per  6.  2. 
Elem. 

Csrol.  2.  Ex  puncto  quovis  ductas  sint  duae 
Tangentes  ad  sectionem  Conicam,  et  ex  quodam 
puncto  unius  ex  illis  Tangentibus,  ducatur  linea 
trans  sectionem  Conicam  alteri  Tangenti  paral- 
lela.  Quadratum  prioris  Tangentis  est  ad  qua- 
dratum  alterius  Tangentis  ut  quadratum  partis  in 
prima  Tangente  assmnptae  ad  factum  lineae  Paral- 
lelae  alterl  tangenti  per  qusPartem  intcr  Tangen- 
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tem  et   curvam   comprehensam   (Apol.  lib.    3. 
Prop.  16.) 


'  Sint  A  C,  C  B  Tangentes  sectionis  Comcae 
ABF,  ex  D  ducatm-  D  E  F  parallela  C  B,  erit 

aF^  :  C^^  =  AD 2  :  D  F X  D  E. 

Ducatur  M  m  c  parallela  Tangenti  A  B,  et 
N  n  c  parallela  Tangenti  C  B,  et  M  m  c  lineam 
D  E  F  secet  in  d,  erit  per  Lem.  sup.  c  n  X 
c  N  :  d  F  X  d  E=  M  c  X  ni  c  :  M  d  X  m  d,  est 
enim  M  c  liaea  secans  parallelas  c  N,  d  F ;  evan- 
escant  arcus  M  m,  et  N  n,  coincident  lineae 
M  m  c  cum  A  C  et  N  n  c  cum  B  C,  eritque 
c  n  =  C  N  =  CB,  d  F  =  D  F,  d  E  =  D  E, 
Mc=mc=AC,  Md  =  md=AD,  ergo 

erit  "Fb  ^  :  D  F  X  r>  E  ^Tc  *  :  AP"^  et 
permutando  et  altemando  A  C  ^ :  C  B  *  = 
AD"^:    DFxDE.    Q.e.  d. 

Orrol.  3.  Si 
ex  variis  punctis 
Tangentis  du- 
canturlinea  Pa- 
rallelsE  trans  sec- 
tionem  Coni- 
cam,  Quadrata 
partiura  Tangen- 
tis  sunt  inter  se 
ut  facta  Paralle- 
larum  per  ea- 
rumpartem  inter 
Tangentem  et 
curvam  intercep- 
tani.  Sit  A  C 
Tangens  ex  ejus 
punctis  D  et  G 

ducantur  Parallelffi  D  E  F,    G  H  I,  erit  A  D*: 

AG^=  D  F  X  D  E  :  G I  X  GH,  nam  sup- 
ponatur  in  B  ea  Tangens  quoe  liis  lineis  sit  Pa- 
rallela  secetque  priorem  in  C  erit  per  Corolla- 

rium    superius  Tc  *  :Tc  ^  =  A  D  «  :  D  F 

X  D  E  =  A  G^:  G  I  X  G  H  ergo altemando, 

Td^:  A^^  =  DF  XDE:GIXGH. 
Q.  d.  e. 


Lemma  IV.  Dicatur  sectlonis  Conicae  Di». 
meter  ea  linea  quae  Parallelas  in  curva  termioa- 
tas  bifariam  dividit:  sit  ejus  Diametri  vertcx 
punctum  in  quo  cirrvse  occurrit ;  illae  Parallela;, 
quas  bisecat,  ipsi  ordinatim  applicatae  dicantur, 
et  earum  alterutra  pars  dicatur  ordinata  illius 
Diametri ;  portio  Diametri  ab  ejus  vertice  ad 
Ordinatam  usque,  dicetur  ejus  abscissa :  et  de- 
nique  ea  Diameter  quae  Parallelas  bisecando  si- 
mul  est  illis  perpendicularis,  dicatur  Axis. 

His  positis  1°.  Linea  quaj  duas  Parallelas 
bisecabit  erit  Diameter  curvae :  id  est  ca;teras 
omnes  lineas  hisce  Parallelas  etiam  bisecabit. 
(Apol.  Lib.  2.  Prop.  28.) 

2°.  Linea  in  Vertice  Diametri  ducta  et  Or- 
dinatis  Parallela,  erit  Tangens  curvae  in  eo  Ver- 
tice  (Apol.  Lib  1.  Prop.  17.)  etviceversaealinea 
erit  Diameter  quse  bisecabit  lineam  qua;  erit 
Parallela  Tangenti  per  ejus  vcrticem  ductse : 
(Apol.  Lib.  2.  Prop.  7.) 

Denique  ;  Quadrata  ordinatamm  erunt  inter 
se  ut  facta  partium  quas  secant  in  Diametro. 

Demonst.  In  extremitatibus  lineae  A  B  du- 
cantur  Tangentes  quae  concurrant  in  T,  per 
medium  M,  lineae  A  B  ducatur  T  M  ra  sitque 
linea  D  C  parallcla  lineae  B  A  hinc  inde  produc- 
ta  donec  Tangentibus  T  B,  T  A  productis  si 
necesse  sit  in  E  et  F  occurrat :  per  A  B  et 
Verticem  coni  V  ducatur  planum  V  A  B,  et 
per  E  F  planura  ipsi  Parallelum  quod  Hyper- 
bolam  in  Cono  forraabit,  erit  ergo  D  C  linea  ad 
Hyperbolam  pertinens,  et  propter  Tangentes 
BF,  AE,  puncta  F  et  E  ad  Asymptotos  per- 
tinebunt,  ergo  (per  Lem.  I. )  est  E  C  =  F  D, 
sed  ob  parallelas  A  B,  E  J?"  et  quia  bifariam 
dividitur  A  B  in  M  per  lineara  T  M  m  erit  m  E 
=  m  F,  itaque  m  E  —  E  C  (sive  m  C)  = 
m  F  —  F  D  (sive  m  D)  ergo  linea  T  M, 
lineam  C  D  linese  A  B  paralleiam  bifariam 
dividit,  idem  vero  de  quavis  linea  c  d  parellela 
lineiE  A  B  demonstrabitur  ergo  linea  M  m  per 
mediura  lineamm  A  B,  C  D,  transiens  omncs 
eamm  Parallelas  in  curva  terminatas  bifariam 
dividit.     Est  ergo  Diameter  curvac. 
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2®.  Linea  per  Verficem  Diametri  H  ducta, 
et  ordinatis  Parallela  est  tangens  curvae,  pone 
enim  illam  lineam  sectioni  itenim  occurrere  in 
h,  linea  T  M  quK  dividit  bifariam  omnes  Pa- 
rallelas  linese  A  B  in  curva  termi- 
natas,  deberet  bifariam  dividere  li- 
neam  H  h,  sed  illud  absurdum,  si- 
quidem  illam  attingit  in  ejus  extre- 
ino  H,  ergo  linea  per  verticem 
Diametri  ducta  ordinatis  parallela 
curvam  iterum  non  attingit,  est  ergo 
Tangens  in  puncto  H.  Vice  versa 
sit  Tangens  linese  A  B  parallela,  et 
ex  medio  M  lineae  A  B  per  H  punc- 
tum  contactus  ducatur  linea,  ea  erit 
Diameter ;  si  enim  Diameter  quae 
transit  per  M  ad  h  non  vero  ad  H 
pertingeret,  ducatur  per  h  hnea  Pa- 
rallela  linea;  A  B,  ea  erit  Tangens 
in  h ;  eritque  Parallela  Tangenti  in 
H,  sed  illud  est  absurdum,  ergo 
linea  M  H  est  Diameter. 

Denique  cum  Diameter  secet 
Parallelas  sunt  (juxta  Lem.  IH.) 
factapartium  Parallelarum,  ut  facta 
partium  quas  secant  in  Diametro, 
sed  partes  singidae  Parallelse  a  Di- 
ametro  sectaa  sunt  utrinque  aequales 
et  ordinatsB  dicuntur,  ergo  quadrata 
Ordinatarum  sunt  ut  facta  partium 
quas  secant  in  Diaraetro. 

Lemmii  V.  E  quovis  puncto  Sec- 
tionis  Conicse  ducatur  ordinata  ad 
Diametrum,  et  Tangens  qua3  illi 
Diamctro  occurrat  in  quodam  punc- 
to  :  distantio;  hujus  puncti  ab  utro- 
que  vertice  Diametri  erunt  inter  se 
sicut  abscissa»  ab  utroque  vertice 
Diametri  sumptae  (Apollon.  1.  1. 
Prop.   34.) 

E  puncto  P  curvse  ducatur  ordi- 
nata  P  O  ad  Diametrum  A  D,  et 
in  ea  sumatur  punctum  M  tale  ut 
sit  A  M  :  D  M  =  A  O  :  D  O,  du- 
caturque  linea  P  M,  illa  in  nullo 
alio  puncto  F  curvffl  occurret,  hoc  est,  erit 
Tangens  in  P. 

Demoiist.  Ex  eo  puncto  supposito  F  ducatur 
ordinata  F  H,  erit  M  O  :  M  H  =  P  O  :  F  H 
et  M~0  2  :  MH  ^  =  P  O  ^  :  F  H  ^,  sed  si  F 
pertineat  ad  curvam  est  (per  Lem.  IV.)  A  O 
XOD:AHxHD  =T^^  :  FH  '  ergo 
A0X0D:AHXH  D=M  O  ^  :  M  H  ^ 
et  alternando  A  OxOD:  MO^=AHX 
H  D  :  M  H  ^.  Ducantur  autem  per  A  et 
D  lincae  A  X,  D  K  parallelae  P  M  qua; 
secent  P  O  cju&que  productionem  in  E  et  K, 
ct  per  P  et  H  ducatur  linea  quse  parallelas 
A  X  et  D  K  in  I  et  S,  secet,  similia  erunt 
Trjanguk  A  O  E,  M  O  P,  D  O  K  ob  paralle- 
ias,  unde  habentur  ha;  proportiones  A  O  :  M  O 
=  A  E  :  M  P. 


et  O  D  :  M  O  =  D  K :  M  P  et  per  com- 

positionem  rationis  erit 

A  O  X  O  D  :  Ikro  ^  =  A  E  X  D  K  :  u¥\ 

Pariter  similia  sunt  Triangula  A  H  I,  M  H  P, 


0    H 


D  H  S,  unde  est:  AH:MH  =  AI:MP 
et  D  H:  M  H  =  D  S:  MP. 

ct  per  compositionem  rationis  erit 
A  HX  I>H:  Mn^=  A  IX  D  S :  M  P  *. 
Sed  si  F  pertinet  ad  curvam  invenitur  A  O  X 
O  D  :  RTO  ^  =  A  H  X  D  H  :  WB.  »,  foret 
ergo  AEXDK^MP^^^AIXDS:  MT^ 
sive  AExDK=AIXDSetAE:Al 
=  D  S  :  D  K,  quod  absurdum  esse  in  datS 
Hypothesi  sic  evincitur. 

Ex  P  ad  Diametri  extremitatem  D,  ducatur 
P  D,  quae  lineam  A  E  I  (productam  si  necesse 
fit)  secet  in  X ;  ob  parallelas  P  M,  X  A  est 
A  M  :  D  M  =  P  X  :  D  P 
etPX:DP=XE:DK, 
et  ob  Triangula  similia  A  O  E,  D  O  K  est 
AO:DO=AE:DK,  ct  quia  per  Hypo- 
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tliesim    est    A  M  :  D   M  =  A  O  :  D  O,    erit 

X  E  :  D  K  =  A  E  :   D  K  ideoque    in   data 
Hypothesi  X  E  =  A  E  et  cum  sit 
XI:XE  =  DS:  DKob  parallelas,  erit  X  I : 
AE=DS  :   DK   erat  vero   ex  suppositione 
quod  F  est  in  curva, 

A  E  :  AI  =  D  S  :  D  K,  foret  ergo 

XI  :  AE  =  AE  :  AI,  etAE^=XIX 
A  I.  Sed  A  E  ■^  quadratum  dimidii  lineae  A  X 
est  semper  majus  Rectangulo  ejus  partium  X I 
X  A  I  (per  5.  2.  EUm,),  absurdum  ergo  est  ea 
esse  squalia,  quod  tamen  sequitur  supposito 
punctum  F  ad  curvam  pertinere,  ideo(jue,  M  P 
curvam  tangit  in  P.  Sed  ad  idem  cujusvis  cur- 
vae  punctum  duas  Tangentes  rectas  duci  non 
posse  ex  natura  curvarum  liquet,  ergo  Tangeri* 
in  P,  ita  occurrit  Diametro  ut  sit 

A  M  :  D  M  =  A  O :  D  O.   Q.  e.  d. 

Cor.  1.  Si  Diameter  A  D  sit  infinita,  hoc  est 
punctum  D  ad  infinitum  rcanoveatur,  D  M  et 
D  O  aequalia  censenda  sunt,  cum  ergo  sit 
DM:AM=DO:AOeritAM=AO; 
sive  distantia  puncti  concursus  Tangentis  cum 
Diametro,  ab  ejus  vertice,  aequah^s  erit  abscisss 
ab  eodem  vertice  sumptse  (Ap.  Lib.  1.  35.) 

Cor.  2.  Si  Diameter  A  D  sit  tenniiiata,  ejus- 
que  medium  sit  C  sitque  P  O  ordinata  fiatque 
C  M  :  C  A=  CA  :  C  O,  erit  P  M  tangens  m 
puncto  O ;  Etenim  sumendo  summam  et  dif- 
fereniiam  terminorum  harum  rationum  est, 
CM+  CA:  CA4.CO=CM  — CA: 
C  A  —  C  O 

sive  in  prima  ratione  ponendo  D  C  pro  C  A 
est  D  M :  D  O  =  A  M  :  A  O  aut  altemando 
D  M  :  A  M=  D  O  :  A  O,  ergo  (per  Lemma) 
M  P  erit  Tangens  in  P,  est  ergo  semidiameter 
rnedja  proportionalis  inter  abscissam  a  centro 
sumptam,  et  partem  Diametri  a  centro  ad  con- 
cursum  Taagentis  coroprehensam  (Apol.  Lib. 
1,  37.) 

Cor.  3.  In  Puncto  P  Sectiorus  Conicas  du- 
catur  Tangens,  qu£e  secet  Diametrum  in  M, 
et  ducatur  ordinata  P  O  quae  secet  Diametrum 
in  O  factum  partium  Diametri  A  O  X  D  O  est 
aquale  facto  C  O  X  O  M   ex  paitibus  lineae  s 

Centro  ad  Tangentem  sumptae  et  per 

ordinatam  in  O  sectae.     Cum  enim 

sit  C  M  :  C  A  =  C  A  :  C  O   tol- 

lendo   terminos   secundae   rationis  a 

terminis  primae  erit  M  A  :  A  O  = 

C  A  (sive  D  C)  :  C  O,  unde  com- 

ponendo  erit  M  O  :  A  O  =  D  O  : 

C  O,  ideoque  AOXDO=CO 

X  M  O  :  et  (per5.  vei  6.  II.  Elem.) 

prout  O  est  inter  A  et  D  vel  ultra, 

erit  COxIMO=AC^  —  CO^ 

vel  C  O  »  —  A  C  2,  unde  deduci- 

.      ,,  „         AC^— CO»      , 
tur  M  O  =  .,— ^ vel 

C  O^—  A  C» 
CO 


Be  Hyperbola. 

Thcor.  I,  Linene  omnes  ab  Intersectione 
Asymptotorum  in  eorum  Angulo  ductae  et 
utrinque  productae,  sunt  Hyperbolae  utriusque 
Diameiri,  et  earum  portio  inter  utramque  Hy- 
perbolam  comprehensa,  dicitur  Diameter  trans< 
versa,  et  bifariam  dividitur  in  Intersectione  A-. 
symptotorum  qu»  ideo  centrum  Hyperbolarum 
vocatur.  Tangentes  vero  in  utroque  vertice 
ejusdem  Diametri  ductae  et  inter  Asym.ptotos 
comprehens£B  sunt  inter  se  Parallelae  et  aqua- 
les,  et  bifariam  dividuntur  ab  ea  Diametro 
dicunturque  ejus  Diametri  conjugatse.  (ApoL 
Lib.  1.  Prop.  30.  Lib.  2.  Prop.  3.  et  19.) 

Demonst.  Ductaenim  quomodocumquelinea 
S  C  T  in  Angulo  Asymptotorum  Z  C  Y  per 
earum  intersectionem  C,  si  crura  C  Z  et  C  Y 
sumantur  reciproce  proportionalia  sinubus  An- 
gulorum  adjacentium,  ducaturque  linea  Z  Y 
illa  per  lineam  S  C  T  bifariam  dividetur ;  nam 
in  Triangulo  C  Z  Y  est  C  Z  :  C  Y=  Sin.  Y  : 
Sin.  Z=  Sin.  Y  Co  :  Sin.  Z  Co  (per  const.) 
et  altemando,  Sin.  Y  :  Sin.  Y  C  o  =  Sin.  Z  : 
Sin.  Z  C  o.    Sed  in  Triangulo  C  o  Y  est 

Sin.  Y :  Sin.  Y  C  o=  C  o  :  Yo, 
et  in  Triangulo  C  o    Z  est 

Sin.  Z  Sin.  Z  C  o  =  C  o  :  Z  o, 
ergo  cum  dua;  priores  rationes  sint  aequales, 
est  Co  :  Yo=Co  :  Zo,  ideoque  Y  o  =  Z  o. 

Omnis  autem  linea  H  N  line^  Z  Y  parallela 
similiter  bifariam  dividetur  in  O  per  lineam 
S  T,  partes  autem  ejus  inter  Hyperbolam  et 
Asymptotum  utrinque  contentas  sunt  aquales, 
per  Lem.  I.  ciim  ergo  sit  semper  H  O  =0  N, 
et  HP  =  GN  est  HO— HP=NO  — 
N  G  sive  O  F  =  O  G.  Ergo  linea  S  T,  lineas 
omnes  lineEc  Z  Y  parallelas,  in  Hjperbola  con- 
tentas  bifariam  secat,  est  ergo  ejus  Diameter 
per  Lemma  V. 

Sint  vero  A  et  D  puncta  in  quibus  linea  S  T 
occurrit  Hyperbolis,  per  ea  ducantur  B  A  K, 
F  D  R  parallelae  line£e  Z  Y  inter  Asymptotos 
contentae,  ergo  bisecantur  in  A  et  D,  ciim  vero 
sint  parallela;  ordinatis  Diametro  S  T  sunt  Tau- 
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gentes  in  verticibus  A  et  D  (per  Lemma  IV.) 
et  inter  se  Paralleiae. 

Dico  praeterea  eas  esse  aeqnales,  ducantur 
enim  Parallelae  ipsis  proximae  b  i  K,  f  qr  :  erit 
fqXqr=t>i><  ki  (per  Lem.  I.)  accedenti- 
busque  ordinatis  ad  Tangentes  fit  tandem  f  q 
=  FD,  qr=RD;bi  =  BA,  etki  = 
K  A  est  ergo  FDXRD  =  BAXKA,  sed 
estFD=DRetBA=KA  ergo  F  D  ^  = 
BA^etFD  =  BA=KA.  Unde  tandem 
cum  Triangula  C  A  K  et  C  D  F  sint  similia,  et 
sit  C  A  :  C  D  =  K  A  :  F  D  est  etiam  C  A  = 
CD. 

Tlteor.  II.  Tertia  proportionalis  Diametro 
transversae  et  Diametro  conjugatae  dicatur  Latus 
Rectum  ;  est  Diameter  transversa  ad  Latus  Rec- 
tum  ut  factum  Abscissarum  ab  utroque  vertice 
sumptarum,  ad  quadratum  Ordinatae  ;  hinc 
ista  curva  uTsj/Sa?.»  sive  eseedens  dicitur, 
quia  quadratum  ordinatae  majus  est  facto 
lateris  recti  per  abscissam  a  proximo  ver- 
tice(Apol.  Lib.  L  Prop.  XXI.)  Coincidit 
vero  haec  Propositio  cum  ista,  est  quadratuni 
Diametri  Transversas  ad  quad.  Diametri 
eonjugatae  ut  factum  abscissarum  ad  qua- 
dratum  ordinat^. 

Demonst.  Sit  ut  prius  Diameter  trans- 
versa  D  A  T,  conjugata  B  A  K  et  ordinata 
inter  Asymptotas  contenta  H  P  O  G  N : 
sunt  (per  Lem.  II.)  facta  partium  sumpta- 
rum  in  lineis  D  O,  H  N  a  puncto  Hyper- 
bolae  ad  utramque  Asyraptotum,  s:cut  facta 
partium  earundem  linearum  a  puncto  con- 
cursus  O,  usque  ad  Hyperbolam  sumpta- 
rum  ;  hoc  est  A  C  X  A  C  :  G  N  X  G  H 
=  AOXDO:POxGO.  Sed 
G  N  X  G  H  aequalis  est  quadrato  semi- 
tangentis  B  A,  sive  semi-diametri  conjugatae ; 
nam  (per  Lem.  I.)  est  G  N  X  G  H  =  b  i  X  ki 
(et  per  praeced.  Dem.  b  i  X  K  i  =  B  A  ^)  et  est 
P  O  =:  G  O  ideo  proportio  superior  huc  redit, 
AC^tBA^i^AOXDO^PO^.  Sit 
vero  L  latus  rectum,  est  per  ejus  definitionem 
2AC:2BA  =  2BA:L,  ergo  est  2  A  C  : 
L=4AC^:4BA*=AC^:BA» 
ideoque  2AC:L=  AOXDO^PO^. 

Hinc  deducitur  quod  P  O  ^=  ^^^  ?^°  ^ 
DO       ,        .  2AC 

=    ■        X  L  X  A  O  ;  ut  ergo  D  O  est  semper 

major  quam  A  D,  est  etiam  P  O  *  semper  major 
quam  L  X  A  O.      Q.  e.  d. 

TheoT.  II r.  Diameterilla  quae  Asymptotorum 
Angulum  bifariam  dividit  est  perpendicularis 
suis  ordinatis  (ut  liquet  ex  Elem. ),  ideoque  est 
Axis  Hyperbolae  et  ejus  Diameter  conjugata 
_Axis  conjugatus :  si  a  centro  feratur  utrinque 
>n  Axem  longitudo  Asymptoti  a  centro  ad  ex- 
tremum  Axis  conjugati  sumpt£e,  puncta  notata 
in  Axi  dicuntur  foci  Hyperbolae,  et  si  a  focis  ad 
quodvis  Hyperbolae  punctum  ducantur  lineae, 
earum  differentia  est  semper  Axi  transverso 
aequalis.     Latus  Rectum  axis  dicitur  latus  rec 


tum  Principale,  et  tota  linea  ordinatim  Ari  ap- 
ph'cata  in  foco  est  jequalis  illi  lateri  recto  Princi- 
pali,  quod  erit  majus  quadruplo  distantis  ver- 
ticis  a  foco,  si  dem'que  bifariam  dividatur  An- 
gulus  quem  faciunt  lineae  ab  utroque  foco  ad 
idem  curvae  punctum  ductse,  linea  eum  angu- 
lum  bisecans,  erit  Tangens  curvae  in  eo  puncto. 
(ApoL  lib.  3.  51.) 

Devtonst.  Ducatur  quaevis  linea  ex  foco  H, 
sumatur  H  I  =  D  A,  et  ducta  I  S  ad  alterum 
focum  S,  fiat  I  S  P  =  P  I  S  erit  P  I  =  P  S, 
ideoque  differentia  linearum  H  P,  S  P  erit  H  I 
s=  D  A  seu  asi  transverso,  d&o  boc  positp,  P 
ad  Hyperbolam  pertinere.  Centro  P,  radio  P  S, 
describatur  circulus  I  S  G  N  habebitur  hEec 
proportio,  HI:HS=HG:HN  suraatur 
dimidium   harum  linearum   manebit   proportio. 


sit  autem  iHI  =  HR,iHS=CS,|HG 
=  ^HS-f-§SGet  demissa  P  O  perpendi- 
culari  in  S  G  est  i  S  G  =  S  O,  ergo  i  H  G  = 
CS-fSO=CO.  Denique  f  H  N  =  i  H  I 
4.iIN=RI  +  IP=RPest  ergo  H  R  : 
C  S  =  C  O  :  R  P  :  componendo  priraum  habe- 
turHR:CS-f.HR=CO:RP-fCO 
et  prioris  rationis  terminos  terminis  secundae 
jungendo  habetur  HR:CS-fHR=CO 
.fHR:HR-f-R  P-fC  S-fCO,  sive 
quia  HR=AC=DC,  etCS=Cl^Iest 
AC:  CS-fAC=DO:HP-fHO. 
At  operationibus  contrariis  in  eandem  propor- 
tionem,  H  R  :  C  S=  C  O  :  R  P  factis,  hoc  est, 
dividendo  et  posteaprioris  rationis  terminos  e  ter- 
minis  secundae  detrahendo,  substitulionibus  factis 
erit 

AC^^CS— A  C=AO:HP— HO, 
multiijlicalis  ergo  terminis  utriusque  proportionis 
erit 

AC^:  CS^— AC^=AOX  DO: 
H  P  *  —  H  O  ^  sit  autem  perpendicularis  A  B 
erecta  ab  A  usque  ad  Asymptotam  C  B,  est  C  B 
=  C  S,  et  C  S  2  ^  A  C  2  =  A  B  2 ;  est  etiam 
H  P  *  —  H  O  ^  =  P  O  ^,  est  ergo 
A  C^:AB^=A  OXDO:POSsed 
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estAC*:AB2=:DOXAOad  quadratum 
ordinatae  in  O,  (per  Theor.  II.)  ergo  P  O  est 
ipsa  illa  ordinuta  et  punctum  P  ad  Hyperbolam 
pertinet. 


Sit  autem  P  S  ordinata  in  foco,  erit  A  C  ^  : 
ABi=ASxDS:PS*  est  vero  D  S 
r=CS+ACet  AS  =  CS—  AC,  ergo 
DSXAS=:CS2  —  AC2=AB2, 
ergo  AC^:  AB*=AB^:  PS^,  et 
AC:AB=AB:PS,  et  duplicando  omnes 
terminos  2A  C:2AB  =  2AB:2PS 
sive  P  G.  Sed  est  per  naturam  lateris  recti 
2AC:2AB  =  2AB:L,  ergo  L  =  P  G  : 
et  ^  L  =  P  S,   sed  cum   per  Theor  II.    fit 

P  O  2  =  H_^  X  L  X  A  O  erit  ergo  P  S  * 
XLXA   SetiL  = 


A  B 
L  2  = 


D  S 


A  B 


^— rr  X  A  S,  ut  itaque  D  S  est  major  A  B^  erifr 
J  L>  major  A  S. 


Denique.  Ducantur  a  focis  linese  H  P,  S  P, 
linea  P  M  bifariam  dividat  angulum  P,  dico 
eam  esse  Tangentem  Hyperbolae  in  P  j  hoc  est 


illam  non  occurrere  Hyperbolae  in  alio  quovis 
puncto  p;  ex  H  P  tollatur  H  I  =  D  A,  erit 
P  I  =  P  S  (per  hoc  Tbeor.)  et  ducta  I  S  erit 
P  M  perpendicularis  in  medium  N  lineiB  I  S, 
ex.  alio  qaovis  puncto  p  ducantur  rectfe 
p  I,  p  S  erunt  inter  se  asquales,  ob  cpqualia 
Triangula  p  N  I,  p  N  S  (per  4. 1.  Elem.) 
sed  si  p  esset  in  Hyperbola,  esset  H  p  = 
H  I  -{-  p  S  sive  quia  p  I  =  p  S  esset  H  p 
=  H  I  -{-  I  p,  quod  absurdum  (per  20. 1. 
Elem.) 

Theor.  IV.  Si  suraantur  pro  abscissis 
portiones  quaevis  Asymptoti  ab  Hyperbolaa 
centro,  et  Ordinatae  sint  Parallela  alteri 
Asymptoto,  Ordinatae  erunt  suis  Abscissis 
reciproce  proportionales ;  et  area  inter 
Asymptotum,  Hyperbolam,  ordinatam 
Veitici  axis  occurrentem  et  ordinatam 
quamvis  comprehensa  erit  abscissae  hujus 
ordinatse  Logarithmus. 

Demonst.  Sit  C  centrum  Hyperbolae, 
e  E,  C  F  abscissse,  E  G,  F  H  ordiuatse 
Asymptoto  C  N  paralielae,  dico  quod  est 
CE:  CF  =  FH,  EG:  Ductis  enim  per  G 
et  H  h'neia  G  g,  H  h  parallelis  Asymptoto  C  F, 
et  I  G  K,  M  H  N  inter  se  parallelis  trans  Hy- 
perbolam,   erunt  similia  Triangula  I  G  E  et 


MHF,   GKgetHNh  propter  Parallelas, 
ideoque  est 

IG:MH^GE:HF 
et  G  K  :  H  N  =  G  g  (sive  C  E)  :  H  h  (sive 
F  C)  compositis  rationibus  est 
IGXGK:MHXHN=GEXCE: 
H  F  X  F  C.  Sed,  (per  Lem.  I.)  est  I  G  X 
GK  =  MHXHN,  ergoGExCE  = 
H  F  X  C  F  est  ergo  C  E  :  C  F  =  H  F  :  G  E, 
cum  autem  Parallelogrammata  C  G,  C  H,  sint 
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jequiangula  et  ea  lateiibus  reciprocis  contineri 
sit  deraoiistratum,  sunt  aequalia. 

Dico  denique  areas  Hj^perbolae  esse  abscis- 
sarum  Logarithmos ;  ex  centro  C  ducatur  axis 
C  A,  et  ex  vertice  A  ducantur  lineae  A  R,  A  r 
Asymptotis  Parallela;,  ob  Angulum  C  bifariam 
divisum  et  parallelas,  erit  C  R  =  A  R  sit 
AR=  l;etfingantur  duffi  ordinatae  quse  ita 
moveantur  ut  abscissse  unius  sint  semper  poten- 
tia  eadem  n  alterius  ;  coincident  quidem  in  R, 
nam  quaevis  potentia  unitatis  est  semper  I,  sed 


c      R    Ee     rf 

procedendo  sit  C  E  ±a  x  debebit  esse  C  F  = 
1  1 

X  ",  erunt  erao  G  E et  H  F est  enim 

X  x" 

CE:  CR=AR:  GEsivex  :    1=1:  — 

X 

etCF:  CR=AR:  FHsivex":  1=  1: — j, 

X 

fluxio   autem   line»  C  E   erit   d  x  =  E  e,    et 
lineae  C  F  erit  n  x  °  '  d  x  =  F  f,    ideo 

1  dx 

areas  R  G  fluxio  erit  d  x  X —  =  —  ^* 


area? 


RH,nx  ° 
n  d  X 


1  ndx 

'dxx— ==— — sed 


dx 


=  1  :    n,  sunt   ergo  fluxiones   eanim 

arearum  in  Ratione  constanti  1  ad  n,  ideoque 
ct  areae  integrae  R  G,  R  H  quae  sunt  earum 
summjB,  sunt  in  eadem  ratione  1  ad  n,  sunt 
^autem  1  et  n  Exponentes  potentiarum  abscissa- 
rum  C  E,  C  F  ;  sunt  ergo  area»  sicut  illi  ex- 
ponentes,  sed  Logarithmi  sunt  semper  ut  Ex- 
ponentes  potentiarum  quantitatum  quarum  sunt 
Logarithmi,  ergo  illae  areae  R  G,  R  H,  sunt 
Logarithmi  abscissarum  C  E,    C  F. 

In  puncto  R  ubi  abscissa  est  unitas,  area  est 
o,  ut  Logarithmis  convenit,  fitque  negativa  re- 
trocedendo  ab  R  versus  C,  simulque  cum  sint 
abscissae  minores  unitate  C  R  fiunt  fractiones. 

Theor.  V.  Si  Angulus  Asymptotorum  sit 
Rectus,  Hj'perbola  dicitur  aequilatera,  a;qualesque 
sunt  Axes  conjugati,  ideoque  latus  Rectum  Axi 
transverso  est  aequale  :  ac  (per  Theor.  II.)  facta 


abscissarum  quadrato  ordinatarum  a-qualia  sunt, 
sicut  in  circulo  :  Diversjs  Hj-perbolae  eodem  A- 
symptotorum  angulo  descriptae  sunt  similes  :  si 
vero  idem  sit  Hyperbolarum  axis,  sed  diversus  An- 
gulus,  erunt  ordinatae  ad  idem  aseos  punctum  si- 
cut  Radices  quadrats  Laterum  Rectorum  Prin- 
cipalium,  et  in  ea  erunt  ratione  portiones  earura 
Hyperbolarum  per  Ordinatas  terminatarum  qua- 
nun  aequales  sunt  abscissae. 

DemonsU  Axis  transversus  est  perpendicu- 
laris  conjugato,  dividitque  bifariam'  angulum 
Asymptotorum ;  si  ergois  angulussit  90°.  ejus- 
que  dimidium  45°.  Trianguium  C  A  H  erit 
Isosceles  et  C  A  =  A  H,  catera  ex  his  fadle 
deducuntur. 


Si  in  duabis  Hyperbolis  anguli  Asymptoto- 
rum  sint  aequales,  ut  bifariam  dividuntur  per 
axem,  similia  erunt  Triangula  C  A  H,  c  a  h  : 
ideoque  C  A^:  A  H^^Ca^^ah^  sumantur 
abscissae  A  M,  a  m  in  ratione  A  D  ad  a  d  erit 
etigm  D  M  :  d  m  in  eadem  ratione  cum  sit  ergo 
A  M:  am=  A  D:  ad 

etDM:dm=AD:  ad. 
est  AMX  DM:  a  mXdm=  A  D^^a  d» 
sedestCA*:A  H^^ca^rah^^AM 
XD  M:MP2=amXdm:mp^  et 
altem.  A  M  X  D  M :  a  m  X  «J  m  =  M  P  »  : 
m  p  2  est  ergo  AD^:ad2  =  MP^:mp» 
unde  est  M  P :  m  p  =  A  D :  a  d,  omncs  ergo 
ordinatffi  ac  omnia  puncta  Hyperbolae  determi- 
nantur  per  rationem  A  ^D  ad  a  d. 
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Sint  denique  in  duabus  Hyperbolis  lequales 
axes  transversi,  sed  diversi  Asymptotorum  An- 
guli ;  diversa  erunt  Latera  Recta,  sumantur  ergo 
aequales  abscissie,  et  quoniam  Axis  est  ad  latus 
Rectum  sicut  factum  partium  abscissse  ad  qua- 
di-atum  ordinatae,  Axis  vero  et  factum  partium 
abscissae  sequalia  sunt  utrinque,  eadem  erit  utrin- 
que  ratio  Lateris  recti  principalis  ad  quadratum 
ordinatae,  erunt  ergo  ordinatse  quae  ad  aequales 
abscissas  pertinebunt,  ut  Radices  quadratae  La- 
terum  rectorum  principalium,  quae  ratio  est 
constans,  sit  ergo  utraque  abscissa  in  portiones 
iufinite  parvas  et  utrinque  aequales  divisa  singula 
Parallelogrammata  quam  minima  super  aequales 
abscissae  portiones  formata  erunt  in  eadem  ra- 
tione  ac  ordinatse,  ergo  areae  Hyperbolamm, 
quae  sunt  eorum  Paralielogrammorum  summae, 
in  eadem  erunt  ratione,  nempe  ut  Radices  qua- 
dratse  laterum  Prlncipaliiuu. 

JQe  Ellipsi. 

Theor.  I.  Omnes  EUipsis  Diametri  sese  bi- 
fariam  secant  in  eodera  puncto  quoddicitur  cen- 
trum  Ellipsis,  eaque  Diametri  ordinata  quse  per 
centrum  transit  est  ipsa  Diameter,  quse  respectu 
Diametri,  cujus  est  ordinata,  conjugata  dicitur : 
(Apol.  1.  ].  Prop.  30.) 


AGXGB=AC^  —  CG«    elAHX 

H  B  =  A  C  ^  —  C  H^,  est  ergo 

A  C  ^  —  C  G ^  :  A  C  ^  —  C  H  ^  =  C  G^  : 

C  H  ^.  et  jungendo  terminos  secundae  rationis 
terminis  prjoris,  estAC^:  AC^=CG^: 
C  H  ^,  ideo  C  G  =  C  H,  ac  per  consequens 
B  C  =:  C  K.  Omnes  ergo  lineae  per  punctum 
C  transeuntes  illic  bifariam  secantur.  Sunt  au- 
tem  singulEB  Diametri  Ellipsis,  nam  in  vertice 
B  ducatur  Tangens,  et  per  Centrum  C  linea 
illi  parallela,  ea  dividetur  bifariam,  cum  itaque 
B  K  bisecet  lineam  Parallelam  Tangenti  per 
ejus  verticem  ducta;,  est  Diameter,  per  Lemma  V. 

Denique  solae  lineae  per  Centrum  transeun- 
tes  sunt  Diametri  ;  fingatur  enim  Diameter 
per  centrum  non  transiens,  ducatur  Tangens  in 
ejus  Vertice,  et  illi  Tangenti  ducatur  Parallela 
per  Centrum  C,  bifariam  dividetur  in  centro, 
ergo  bifariam  non  dlvidetur  a  Diametro  suppo- 
ata  quae  per  centrum  non  transit,  ergo  male  sup- 
ponitur  eam  esse  Diametrum  :  Omnes  ergo 
Diametri  Ellipsis  per  centrum  transeunt,  illic- 
que  bisecantur. 

Tlieor.  II.  Tertia  proportionalis  Diametro 
transversae  ejusque  conjugatae  dicatur  Latus 
Rectum,  erit  Diameter  transversa  ad  Latus 
Rectum,  vel  quod  idem  est  quadratum  diametri 
transversae  ad  quadratum  ejus  conjugatae,  ut 
factum  abscissarum  sumptarum  ab  utroque  Ver.. 
tice  Diametri  ad  quadratum  ordinata;,  inde  qua- 
dratum  Ordinatae  semper  minus  deprehencQtur 
facto  Lateris  recti  per  utramlibet  abscissam,  unde 
haeccurvadioiturElbpsis;  (Apol.  lib.  1.  Prop.  21.) 


Demonst.  Si  per  medium  C,  Diametrl  El- 
lipsis  A  D,  ducatur  linea  quaevis  B  K,  et  per 
puncta  B  et  K  ducantur  B  H,  K  G  ordinatae 
Diametro  A  B,  erit  per  Lemma  V. 
A  G  X  G  D  :  A  H  X  H  D  =  G  K  »  : 
B  H  *  et  propter  triangula  similia  G  K  C,  C  B  H 
e8tGK:BH=CG:CH  =  BC: 
C  K,  est  ergo  A  G  X  G  D  :  A  H  X  H  D  = 
C  G  *:   C  H  ^,  est  autem  (per  5.  II.  Elem.) 


Demonst.  Sit  Ellipsis  Diameter  A  C  D,  ejus 
coniugata  B  C  K  est  per  Lemma  IV.  A  C  X 
C  D  sive  AC^:AOXDO=BC«: 
p  O  *  et  alternando  AC^:  BC^  =  AOX 
D  O  •  P  O  2,  sed  est  2  A  C  I  2  C  B  =  2  C  B: 
L.  ergo4AC-:  4  C  B*=  AC:  CB« 
=  2  A  C:  L  =  A  O  X  D  O  :  P  O  S  ergo 
.n^.        L  XAOXD_0_  D_0^ 

est  P  O  *  = 2~A~C 2  A  C  ^ 

L  X  A  O  sed  ut  4  D  O  est  semper  minus  quaia 
2  A  C,  est  P  O  *  semper  minus  facto  Lateri» 
recti  per  alterutram  abscissam. 
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Theor.  III.  Sit  A  D  asis  major,  a  centro 
feratur  utrinque  C  H,  C  S,  sequales  et  tales  ut 
quadratum  C  H  ^  sive  C  S  ^  cum  quadrato  semi- 
axis  conjugati  C  B  *  sit  aequale  quadrato  semi- 
axis  majoris  C  A  *,  dicanturque  puncta  H  et 
S,  Foci,  summa  linearum  ab  utroque  foco  ad 
quodvis  punctum  Ellipseos  ductarum  erit  semper; 
aqualis  Axi  majori,  (Apol.  Lib.  TII.  Prop. 
LII.)  ;  et  tota  linea  ordinatim  applicata  in  foco 


e  terminis  secundae  detrahendo  substitutionibus- 
que  factis  erit  ^ 

AC:AC  —  CH=AO:  SP— ?0 
'multiplicatis  autem  terminis  utriusque  propor- 
tionis  est 

A  C  ^  :  A  C  2  —  C  H  ^'  (sive  B  C  »)  =  A  O 
XDOtSP^-  SO^, 
est  autem   (per  47.   I.   Elem.)  S  P  *  —  S  O  * 
=  O  P  ^,  sed  est  A  C  2  :  B  C  ^  =  A  O  X  D  O 


crit  aequalis  Lateri  Recto  Principali,  quod  ergo     ad  quadratum  ordinatae  in  O,  est  ergo  P  O  ipsa 


minus  erit  quadruplo  distantiae  foci  a  proximo 
Vertice. 


D 


illa  ordinata,  et  punctum  P  ad  Ellipsim  pertinet. 

Sit  autem  S  p  ordinata  in  foco  erit  A  C  ^  : 
BC»=ASXSD:Sp^,  est  autem  (per 
5.  IL  Elem.)  ASXSD=AC*  —  CS» 
=  B  C  ',  est  ergo  AC^^BC^^BC^: 
S  p  2  sive,  A  C  :  B  C=  B  C  :  Sp,  etduplicando 
omnes  terminos  :  2AC:2BC  =  2  B  C: 
2Sp,  sedest2A  C:  2BC=2BC:L 
ergo  L  =  2  S  p,  et  i  L  =  S  p. 

Est  autem  (per  Theorema  II. )  S  p  ^,  sive  J  L  * 

=  2^X^X^SetXL=AixDS 

ut  ergo  est  A  S  minor  2  A  C  erit  J  L  minor 
D  S,  hoc  est  latus  rectum  minus  est  quadruplo 
distantise  foci  a  proximo  Vertice. 

Theor.  IV.   Tangens  Eilipsis  bifariam  dividit 
Angulum  qui  fit  inter  unam  e  lineis  a  foco  duc 
A    tam   et   productionem    alterius :     et    linete    ab 
■^  Utroque   foco   ductte,    aeguales  faciunt   angulos 
cum  Tangente,   et  si  bifariam  dividatur  angulus 
quem  faciunt  lineae  a  foco  ducta?,   linea  bisecans 
erit  curvae  perpendicularis.  (ApoL  48.  b.  3.  48.) 
Demonst.    Ducantur  a  focis  liueae  S  P,  H  P 
productaque  S  P  in  I,  dividatur  bifariam  angulus 
S  P  H,    dico   lineam    Z  P   N   non   occurrere 
Ellipsi  iii  ullo  alio  punc  to  p,  sit  P  I  =  P  H  et 


Demonst.  Ducatur  quaevis  linea  ex  foco 
S,  in  ea  sumatur  S  I  =  D  A  et  ducta 
I  H  ad  alterum  focum,  fiat  I  H  P  = 
I  erit  I  P  =  P  H,  ideoque  S  P+  P  H 
=  SP.fPI=SI  =  DA  sive  axi 
majori :  quo  posito  dico  punctum  P  ad 
Ellipsim  pertinere.  Centro  P  radio  P  H 
describatur  circulus  I  H  G  N  habebitur 
hac  Proportio  SI:SH=SG:SN, 
sumendo  dimidium  harum  lincaruir.  ma- 
nebit  proportio ;  sit  autem  i  S  I  =  S  R ; 
iSH=CH;  iSG  =  iSH  — 
■§  G  H  et  demissa  P  O  perpendiculari 
in  G  H  est  i  G  H  =  H  O  ergo  i  S  G 
=  CH  —  HO=CO.  Denique 
iSN  =  iSI  — iNI  =  RI  — 
P  I  =  R  P  est  ergo 

SR:CH=CO:RPet  componendo 
habetur  SR:SR-|-CH=CO:CO  + 
R  P,  tum  prioris  rationis  terminos  jungendo  ter- 
minis  secundae,  est:  SR:  SR-|-CH  =  CO 
-HSR:CO-^-RP4-SR4-CHsive  quia 
SR=AC=DCetCH=CS,  est 
AC:  AC-1-  CH=DO:SP4.SO. 
At  operationibus  contrariis  factis  in  eamdem 
proportionera  SR:CH=CO:RP,  hoc 
est,   dividendo  et  postea  prioris  rationis  terminos 

VoL.  L  G 


ducta  I  H,  erit  P  N  perpendicularis  in  ejusme- 
dium,  ex  alio  quovis  puncto  p,  ducantur  p  I, 
p  H,  quae  erunt  aequales  ob  aequalia  Triangula 
p  N  I,  p  N  H  (per4.  I.  EIem.)sed  si  p  foretin 
Ellipsi,  esset  S  p  -)-  p  H.  sive  Sp-f-pI=SI 
quod  absurdum  (per  20.  I.  Elem.) 

Est  autem  Z  P  S  =  I  P  N  (per  15.  I.  Elem.) 
est  I  P  N  =  N  P  H,  per  const  ergo  Z  P  S  = 
N  P  H.  Si  ergo  FPS=FPHestZPS 
-f  F  P  S  =   N  P  H  +  F  P   H,    £unt 
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autem  omnes  simul  aequales  duobus  rectjs 
ergo  Z  P  S  -J-  F  P  S  est  Recto  aequalis  et  P  F 
angulum  S  P  H  bisecans  est  iii  Tangentem,  ideo- 
que  in  curvam  perpendicularis. 


B  C^ 


ergoCE*  =  CA*— .CO^^AOxpO: 
Pari  modo  addendo  terminos  primae  rationis  ter- 
minis  secundae  erit  CO*:CA*—  CE*  = 
C  A  «  :  C  A  *  :  orgo  CO*  =  CA»  —  CE» 
=  A  E  X  D  E.     Quod  erat  primum. 

Junctis  ergo  quadratis  abscissarum  C  O  *, 
C  E  *  suinma  est  aequalis  C  A  * ;  nam  est  C  E  ' 
=  C  A  2  —  C  O  *  ergo  CE2J|-CO»  =  CA» 
—  CO^  +  CO*  =  CA2.     . 

Sit  B  C  diameter  conjugata  diametri  A  C,  es' 

PO*=?-^XC  A»--CO*etKE*  = 


A  C' 


XAC* 


B  C 


4.  C  O  *)  = 
B  C' 


CE^=J-g-,X(AC*. 
B  C 


A  C 


C  O  »,  ergo  P  O  » 


Theor.  V.  Sit  Diameter  quaevis  A  D,  et 
ducantur  utlibet  duae  aliae  Diametri  inter  se  con- 
jugatae  C  P,  C  K,  ex  utriusque  vertice  ducantur 
ordinatae  K  E,  P  O  in  priorem  A  D,  factuni 
abscissarum  a  curva  sumptarum,  unius  vertici 
respondentium  erit  aequale  quadrato  abscissae  a 
centro  sumptae  respondenti  Vertici  alterius  Dia- 
metri :  unde  quadrata  arabarum  abscissarum  a 
Centro  sumptarum  erunt  simul  aequalia  quadrato 
\  Diametri  in  quam  sumuntur,  et  quadrata  or- 
dinatarum  erunt  aequalia  quadrato  ejus  \  Dia- 
metri  conjugatse.  Hinc  deducitur  summam 
quadratorum  duarura  Diametrorum  conjugata- 
rum  quarumvis  esse  semper  eamdem  :  eas  vero 
Diametros  conjugatas  esse  inter  se  aequales  qua- 
rum  vertices  determinantur  per  ordinatam  erec- 
tam  in  Axem  majorem  eujus  abscissa  a  centro 
sumpta  sit  aequalis  radici  dimidii  quadrati  semi- 
axis  majoris. 
Dem0n.1t.  Sint  C  P  C  K  Diametri  con- 
jugatae,  P  O,  K  E  ordinatae  ex  earum  vertici- 
bus  in  Diametrum  A  D  ductae  ;  P  M  Tangens 
Parallela  Diametro  C  K  :  Triangula  P  O  M, 
K  E  C  erunt  similia  et  P  O  :  K  E  =  M  O  : 
CE,  velPO*:KE^=MO*:CE2 
sive  quia  (pcr  Cor.  S.  Lem.  V.)  est  M  O 
^^_A^__C_02  est    P   O   *  :   K  E  * 


C  A*  — C  O 
C    O  »     "~ 


C  E  *,  sed  per  Lem- 

ma  IV.  est  P  O  *  :  K  E  *  =  A  O  X 
D  O  :  A  E  X  D  E  sive  (per  5.  2. 
Elem.)=  CA»— CO*  :  CA*— CE^est 
ergo,  CA»  —  C  O»  :    C   A»  —  C  E*  = 

CA  »  —  C  O  2 
COT»  '• 


tertium  terminum  per 


C  E  *,  dividendo  primum    et 
CA*  — CO- 


-estCO*: 


C  O 
CA*  —  CE»=CA*  —  CO*:CE»   et 

addendo  terniinos  secundae  rationis  terminis  pri- 
mseestC  A^;  CA^=CA*  — CO*:CE», 


+  K  E  =  =  J-^,  X  A  C  ^-C  O  » -t- C  O  ' 

=-  B  C  *. 

Sit  autem  Diameter  A  C  axis,  ordinatae  erunt 
perpendiculares,  ergo  PO^.f.CO^  =  PC*, 
et  CE^-|-KE^=CK*  (per  47.  I.  El.) 
ergo  P  0»+C  O^-fC  E*-f-KE*=: 
PC»-l-CKSsedPO*+KE^=BC^, 
CO*-|-CE2  =  AC^,  ergo  P  C  ^  -f  C  K  » 
=  AC*-j-BC^.  Quarumvis  Diametrorum 
conjugatarum  quadrata  aiqualem  summam  facient 
ac  quadrata  axium. 

Denique  si  punctum  0  in  axi  ita  sit  sumptum 
ut  sit  i  C  A  *  =  C  O  ^  et  sit  ducta  in  O  ejus 
ordinata  et  per  ejus  verticem  P  ducatur  Diame- 
ter  ejusque  conjugata,  quadratum  abscissje  quae 
respondebit  vertici  Diametri  conjugata  erit 
ffiquale  A  O  X  D  O  sive  A  C  ^  —  C  O  »  sed 
CO^=^CA*'  per  hypothesim,  ergo  hoc 
quadratum  erit  etiam  aequale  |;  A  C  *,  eadem 
ergo  abscissa  ac  proinde  aequales  ordinatae  ver- 
ticibus  utriusque  Diametri  respondebunt,  sequales 
ergo  erunt  illsB  Diametri  conjugatae  siquidem 
Bunt  Hypotlienusae  aequalium  aliadssarum  et 
ordinatarum. 

Car.  1.  Si  a  vertice  Diametri  P  C,  produ- 
catur  Tangens  terminata  utrinque  in  M  et  Z, 
ad  Diametros  conjugatas  C  A,  C  B  productas, 
erit  semi- Diameter  C  K  priori  conjugata  media 
proportionalis  inter  partes  Tangentis  P  M,  P  Z  : 
ductisenim  crdinatis  P  F,  PO,  obsimilia  Trian- 
gula  C  K  E,  Z  F  P,  P  O  M,  est  C  K  :  C  E 
=  Z  P  :  F  P  (sive  C  O)  et  C  K  :  C  E  = 
P  M  :  M  O  unde  compositis  rationibus  est 
CKa:CE*  =  ZPXPM:CO 
XMO,  sedCOxMO  =  AOXDO 
(per  Cor.  3.  Lem.  V.)  et  A  O  X  D  O  = 
C  E  *  per  praesens  Theorema,  ergo  C  K  *  : 
CE*=ZPXPM:CE«et  CK«=. 
Z  P  X  P  M  sive  ZP:CK  =  CK:PM. 
Q.  e.  d. 

Et  conversa  pcr  se  Hquet,  nempe  quod  si  duas 
Diametri  occurrant  Tangenti  ducta;  in  Vertice 
alterius  Diametri,  ita  ut  hujus  ^  Diameter  con- 
jugata  sit  media  proportionalis  inter  partes  tan. 
gentis,  duae  iliae  priores  Diamftri  erunt  inter  se 
conjugat». 

Problejfia.    Datis  tam  positione  quam  magni 
tudine  £llipseos  alicujus  Don  deseriptx  duabus 
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Diametris  conjugatis  invenirfc  positionem  et 
magnitudinem  duanim  aliarum  Diametrorum 
conjugatanim,  quas  faciant  inter  se  angulum 
quemvis  datum. 


Primus  Casus.  Angulus  qui  datur  sit  rectus, 
h.  c.  Diametriquaesitffisint  Ascsconjugati.  Sint 
vero  semi-Diametri  datae  C  P,  C  K,  per  verti- 
cem  P  unius  ducatur  linea  alteri  C  K  parallela, 
quffi  ideo  erit  EUipsis  Tangens  in  eo  puncto. 
(per  Lem.  IV.)  producatur  C  P  in  V  ita  ut  sit 
C  P  :  C  K  :^  C  K  :  P  V,  in  medium  R  linesB 
C  V  erigatiu-  perpendicularis  tangentem  secans 
in  L,  et  ex  L  velut  Centro  radio  L  C  qui  se- 
qualis  est  L  V;  describatur  circulus  transiens 
per  puncta  C  et  V,  et  Tangentem  secans  in 
punctis  Z  et  M,  dico  lineas  Z  C,  M  C,  esse  in 
axium  positione. 

Demonst.  Angulus  enim  Z  C  M  est 
rectus  quiaest  in  semi-circulo  per  constructionem, 
prasterea  quia  chordte  C  V,  Z  M  sese  sccant  in 
PestCPX  PV=ZPXP^I  (per  55.  3. 
Elem.)  sed  C  P  X  P  V  =  C  K^  per  con- 
structionem,  ergo  ClC2=ZPX  PM  ideo- 
que,  per  CoroUarii  pra;cedentis  conversam,  lineas 
C  Z,  C  M,  cadunt  secundura  Diametro»  con- 
iugatas. 


Sec.  Casus.  Si  angulus  datus  D  rectus  non 
sit,  centrum  circuli  describendi  non  erit  in  L  sed 
in  alio  puncto  1  ejusdem  lineaj  R  L  in  medio 
Rlineae  C  V  perpendicularis :  sic  vcro  invenitur  ; 
ducatur  ex  R  perpendicularis  in  Tangentem 
fiatque  cum  ea  angnlus  a;:jualis  dato,  et  linco 
eum  formans  secet  Tangentem  in  m,  ducatur 
L  C,  et  per  R  lineaR  N  ipsi  Parallela,  ex  C  ut 
centro,  radioque  aaquali  R  m  secctur  R  N  in  N, 
ductaque  C  N  quae  secet    L  R   in  1  erit  1  cen- 


trum  circuli  ex  quo  a  radio  1  C  circulus  descri- 
batur  is  transibit  per  C  et  etiam  per  V  (per 
const.  et  1.  3.  Elem.)  secabit  vero  Tangentem 
in  punctis  Z  et  M,  e  quibus  ductis  C  Z,  C  M 
habetur  Diametrorum  qutesitarum  positio. 

Demonst.  Evidens  est,  sicut  in  priore  hujus 
demonstrationis  parte,  Hneas  C  Z,  C  M,  cadere 
secundum  Diametros  conjugatas,  quaestio  est 
utrum  faciant  in  C  angulum  datum,  ex  centro 
1  ducatur  linea  parallek  lineee  R  m,  dico  illam 
occurrere  Tangenti  in  puncto  M,  hoc  est  illam 
fore  aqualem  radio  1  M  sive  1  C,  occurrat  enim 
Tangenti  in  X  erit  ob  Parallelas  L  R  :  R  m  = 
L  1  :  1  X ;  sed  propter  Parallelas  R  N  et  L  C 
triangula  N  1  R,  C  1  L,  sunt  similia,  estque 
1  R  :  1  N  =  L  l  :  1  C,  et  sumptis  vel  difteren- 
tiis  vel  summis  terminorum  utriusque  rationis 
cst  L  R  :  C  N  =  L  1,  1  C  est  verd  per  con- 
structionem  C  N  =  R  m  ergo  L  R  :  R  m  = 
L  1  :  1  C  ergo  L  1 :  1  X  =  L  1  :  L  C,  scilicet 
est  1  X  =  1  C,  hoc  est  X  cadit  in  M  ;  radius 
^go  1  M  cum  sit  Parallelus  lineae  R  m,  faciet 
cum  perpendiculari  quje  in  lineam  Z  M  ducere- 
tur  eumdem  angulum  quem  format  linea  R  m 
cum  perpendiciilari  in  eamdem  lineam  durto 
angulum  nempe  quaesitum  :  et  angulus  Z  1  M 
ejus  erit  duplum  ;  sed  angulus  Z  C  M  est  an- 
guli  Z  1  M  dimidium,  ergo  est  aequalis  angulo 
qusesito. 

Determinatur  autem  Diametrorum  magni- 
tudo,  ductis  ex  P  in  utramq.  Diametrum  ordi- 
natis  P  O,  P  F  Hneis  C  Z,  C  M,  Parallelis  ;  i 
Diam.etri  enim  erunt  medijE  proportionales  inter 
abscissas  a  centro,  et  lineas  a  centro  ad  Tangen- 
tem  sumptas,  hoc  est,  erit  C  O  :  C  A  =  C  A  : 
CM,  etCF:CB=C  B:CZ;  undd 
cum  cognoscantur  C  O  et  C  M,  C  F  et  C  Z 
determinantur  C  A  et  C  B. 

Cor.  I.  Datis  axibus,  foci  inveniuntur  si  ex 
vertice  axis  minoris,  ut  centro,  cum  radio  oequa.- 
li  semi  axi  majori  ipse  major  axis  secetur, 
et  datis  focis  et  axi  majori  puncta  quot- 
libet  ad  EUipsim  pertinentia  inveniri  possunt,  si 
ab  uno  foco  ducatur  ut  libet  linea  asfiualis  axi 
majori  et  ab  ejus  extremitate  ducatur  linea  ad 
alterum  focum,  fiat  jn  hoc  foco  super  hanc  li- 
neam  angulus  aequaUs  angulo,  qui  sit  inter 
lineas  a  focis  ductas,  secabitur  prima  Unea  in 
puncto  ad  Eilipsim  pertinente. 
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Cor.  II.  Si  EUipsis  sit  data,  sic  inveniuntur 
centrum  et  Axes :  ducantur  ut  lubet  duae  Pa- 
rallelaj  P  p,  ¥  f,  per  earum  medium  O,  o, 
ducatur  linea,  erit  Diameter,  ejus  medium  C 
erit  Centrum  ex  quo  describatur  circulus  qui 
secet  curvam  in  duobus  punctis  R,  r  ducatur  per 
centrum  linea  perpendicularis  in  lineam  R  r  qua 
cam  bifariam  cUvidet  (perS.  3.  Elem.)  erit  ergo 
Axis,  alter  axis  habetur  erigendo  lineam  huic 
perpendicularem  in  Centro  ad  currara  usque. 

IX.  De  Parabola. 

Theor.  I.  Omnes  Diametri  Parabolas  sunt 
infinitae  et  inter  se  Parallelse :  quadrata  ordina- 
tarum  sunt  inter  se  ut  Abscissae  Diametrorum, 
et  cum  tertia  proportionalis  abscissae  et  ordinatJE 
dicatur  Latus  Rectum,  factum  lateris  Recti  per 
abscissam  est  aequalequadrato  ordinatae,  hincque 
derivatur  nomen  hujus  curvse.  (ApoL  Lib.  1. 
Prop.  20.) 

Dem.  Ducatur  in  basi  coni  chorda  parallela 
plano  Parabolae,  et  infinite  parva,  per  verticem 
coni  et  eam  chordam  ducatur  Planum  et 
aliud  illi  parallelum  per  unam  e  lineis  Para- 
bolae  in  hoc  plano  fonnabitur  Hyperbola,  sed 
quam  proxima  Parabolae,  et  cujus  centrum 
tanto  magis  a  Vertice  coni  removetur  quo  minor 
est  chorda  per  quam  transit  planum  per  Verti- 
cem  coni  ductum,  evanescat  haec  chorda,  cen- 
trum  ejus  Hyperbolae  in  infinitum  abibit,  et  ut 
Planum  verticale  fiet  tangens  cono,  coincidet  haec 
Hyperbola  cum  Parabola,  sed  omnes  ejus  Diame- 
tri  a  puncto  infinite  remoto  divergentes  erunt  Pa- 
rallelae  et  infinitse,  tales  ergo  etiam  erunt  Diame- 
tri  Parabolaj.  Praeterea  ex  casu  2<'°'  Lem.  III. 
constat,  quod  si  secans  infinita  plures  lineas  Paral- 
lelas  in  Sectione  Conica  secet,  abscissae  erunt 
inter  se  ut  facta  partium  linearum  Parallelarum, 
sed  hae  bifariam  dividuntur  a  Diametro,  sunt  er- 
go  Diametri  abscissae  sicut  quadrata  ordinatarum. 


hjEC   perpendicularis  aequalis  ordinatce   ad   eam 
abscissam  pertinenti. 

Cor,  II.  Si  in  Diametro  quavis  sumatur  a 
vertice  quarta  pars  ejus  Lateris  recti,  ordinatirri 
applicata  illi  puncto  erit  a;qualis  lateri  recto. 
Sit  enim  Ao  =  -|Lest^LL  =  op2  :  ergo 
L  L  =  4op2etL=:2op.  sivetoti  ordinatim 
applicatae  in  p 


Fiat  AO:OP=OP:Lerit  0P»  = 
A  O  X  L ;  esto  vero  quaevis  alia  abscissa  A  o 
et  ordinala  o  p  erit  A  O  :  A  o  =  O  P  2 :  o  p  ^, 
et  multiplicando  primam  rationera  per  L  erit  L 
X  A  O  :  L  X  A  o  =  O  P  *  :  o  p  2,  sed  per 
Hypothesim  A  O  X  L  =  O  P  ^  ergo  etiam 
LX  Ao  =  op*  hoc  est  factum  Lateris  recti 
per  quatBvis  abscissam  sequale  est  quadrato  or- 
dinatae  ipsi  respondenti. 

Cor.  I.  Si  in  Diametrum  productam  sumatur 
a  Vertice  longitudo  aequalis  lateri  Recto,  et  ab 
cjus  extremo  ad  extremum  abscissa;  describatur 
semi-circulus,  et  in  vertice  diametri  Parabolae 
erigatur  Perpeudicularis  ad  circulum  usque,  erit 


Cor.  III.  Latus  Rectum  Diattietri  cujusvis 
est  aequale  Lateri  recto  axis  et  quadruplo  abscis- 
sae  axis  determinatae  per  ordinatam  e  vertice  Dia- 
metri  in  axem  ductam.  Ducatur  ex  vertice  a 
Diametri  tangens  a  M  qua;  axi  occurrat  in  M  et 
a  O  ordinata  axi,  per  CoroUarium  Lemmatis  V.  ; 
distantia  verticis  axis  A  ad  M  est  aequalis  dis- 
tantiae  ejusdem  verticis  ab  O,  ergo  M  O  =  2  A  O, 
et  (per  47.  I.  Elem.)  est  a  M  ^  =  M  O  * 
(sive  4A0  2)-j-aO^  (sive  L  X  A  O)  = 
4AO-j-LXAO;a  vertice  A  axis  ducatu^ 
ordinata  A  o  ad  Diametrum  propositam,  evidens 
est  ob  parallelas  a  o,  A  O,  et  Tangentem  or- 
dinatae  parallelam,  esse  a  o  =  A  M  sive  A  O 
et  o  A  =  a  M  ;  sit  vero  1  latus  Rectum  Diri- 
metri  a  o,  erit  o  A  ^,  sive  a  M  ^  =  1  X  'i  o  = 
1  X  A  O  sed  erat  a  M  ^  =  4  A  O  -f  L  X 
A  O  ergo  IX  AO  =  4AO-fLXAO, 
unde  1  =  T,  -<-  4  A  O.      Q.  e.  d. 

Theor.  II.  Si  in  axe  sumatur  a  vertice  quarta 
pars  ejus  lateris  recti,  id  punctum  vocatur  Pa- 
rabolae  focus,  si  vero  ultra  verticem  eadcm  feratur 
longitudo  et  per  punctum  in  quo  cadit  ducatur  li- 
nea  axi  pei-pendicularis,  diceturDirectrixParabo- 
la^ :  Si  autem  producatur  quaevis  Diameterad  Di- 
rectricem,  portio  ejus  inter  verticem  et  Diree- 
tricem  comprehensa  est  quarta  pars  lateris  Recti 
ejus  Diametri,  et  est  aequalis  distantiae  ejus  ver- 
ticis  a  foco. 

Demonst.  Ut  enim  Diameter  et  axis  sunt  pa- 
ralleli,  ducta  perpendiculari  a  T  a  vertice  dia- 
metri  ad  dircctricem  erit  aT  =  OD=DA 
-{-  A  O,  est  vero  D  A,  quarta  pars  lateris  recti 
principalis  et  A  O  abscissa  axis  quae  respondet 
ordinatac  a  O  a  vertice  Diainctri  ductae,  est  vero 
(per  Corol.  2.  Theor.  prasced.)  latus  rcctum 
diametri  aeqiuvle  quadruplo  lateris  recti  et  qua- 
di-uplo  A  O,  hoc  est  =  4  D  A  +  4  A  O 
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ergo  aT  =  DA  +  AOest  quarta  pars    ob  Parallelas  T  P,  M  S,  et  per  const.  T  P  N 
bteris  Recti  Diametri  a  o.  =  N  P  S,   ergo  N  M  S  =  N  P  S,  est  ergo 

jM 


Secundb,  E  foco  Parabolae  S,  ad  verticem 
Diametri  ducatur  S  a,  sitque  ducta  a  O  ordi- 
nata  axi,  (per  47.  1 .  Elem. )  est  S  a  2  =  S  O^  -J- 
a02etaO*=4DAxAO:  ergo  Sa2  = 
S02^.  4  DA  X  AO,  sedestD02 
{per  8,  2.  El.)=  S0*+4DAXA0,  ersro 
D02=Sa'^etSa=D0  =  aT. 

Tlieor.  III.  Si  a  puncto  Parabolae  ducatur 
perpendicularis  ad  Directricem,  et  linea  ad  fo- 
cum,  bifariamque  dividatur  Angulus  quem  fa- 
ciunt,  linea  eum  dividens  crit  Tangens  in  eo 
puncto,  quae  si  producatur  donec  secet  axem, 
portio  axis  a  foeo  ad  occursiun  Tangentis  con- 
tenta  erit  aequalis  lineas  a  foco  ad  punctum  Pa- 
rabolae  ductae :  Angulus  Diametri  cum  Tangente 
erit  squalis  angulo  lineae  a  foco  ductae  cum  ea 
Tangente,  ideo  ea  quae  secundum  Diametros  ad 
Parabolam  adpellunt  ad  focum  reflectentur,  et 
Angulus  Diametri  cum  line4  a  foco  duct^  bifa- 
riam  dividitur  per  perpendicularem  ad  curvam  : 
si  ea  perpendicularis  secet  axem,  pars  axis  inter 
e^xm  et  ordinatam  axi  ex  Vertice  Diametri  duc- 
tam,  est  arqualis  dimidio  lateris  recti  principalis, 
et  pars  axis  inter  eam  et  Tangentem  comprehen- 
sa,  est  dimidium  lateris  Recti  Diametri,  ipsa 
yero  perpendicularis  est  media  proportionalis 
inter  ea  semilatera  recta. 

Demomt.  Sit  T  D  directrix,  a  puncto  P 
linea  P  T  perpendicularis  in  Dircctricem  duca- 
tur,  ducatur  etiam  ad  focum  linea  P  S  et  deni- 
que  ducatur  linea  P  N  bifariam  dividens  angu- 
lum  S  P  T  ;  illa  linea  perpendiculariter  et  bi- 
fariam  dividet  lineam  S  T  a  foco  ad  punctum  T 
diictam.  Ex  quovis  puncto  X  linese  P  N  du- 
cantur  lineaj  X  T.  X  S,  erunt  inter  se  ^equales 
(per  4. 1.  Elem.),  erit  vero  X  T  directrici  obli- 
qua  ideoque  perpendicularis  ab  X  in  Dlrectricem 
demussa  erit  brevior  quam  X  T  ac  per  conse- 
quens  brevior  quam  X  S,  ergo  id  punctum  X 
vicuuus  erit  Directrici  quam  foco,eritergo  extra 
Parabolam,  ideoque  linea  P  N  erit  Tangens, 
cum  m  unico  puncto  P  Parabolje  occurrat, 

AnguU  autem  T  P  N,  N  M  S  sunt  eequales 


Triangulum  M  S  P  Isosceles,  et  M  S  =  S  P 
AnguU  autem  X  P  o,  T  P  N,  per  verticem 
sunt  oppositi,  ergo  sunt  aequales,  sed  T  PN  = 
N  P  S  per  constr.  ergo  X  P  o  =  N  P  S. 

Dividatur  bifariam  angulus  S  P  o  per  lineam 
P  E  ita  ut  sit  o  P  E  =  E  P  S  ;  erit  X  P  o  + 
oPE  =  NPS  +  E  P  Shi  quatuor  valent 


M 
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duos  rectos,  ergo  X  P  o  +  o  P  E  valent  rectum 
tt  est  P  E  perpendicularis  in  Tangentem. 

Est  ergo  in    Triangufo  Rectangulo  M  PE 
(ducta  perpendiculari    P  O)  M  O  :   P  O  = 

P  O  :  O  E  =  £^.  est  vero  P  O 2  =  L  X 


M   O 


AOetMO: 
L 


:2  AOergoOE  = 


LXAO 
2AO 


G  3 


Ergo  etiam  E  M  est  aequalis  dimidio  lateris 
Recti  Diametri  P  o,  est  enim  ejus  Latus  Rec- 
tum  aiquale  lateri  Recto  principali  et  quadruplo 
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abscissae  A  O,  est  vero  O  E  dimidium  lateris 
Recti  Principalis  et  M  O  =  2  A  O,  sive  dimi- 
dium  quadrupli  A  O,  ergo  E  M  =  ^  1. 

Est  etiam  ob  Triangulum  Rectangulum 
MPE,  EM:PE.=.PE:OE;  ergo  est  P  E 
hoc  est  perpendicularis  in  curvam,  media  propor- 
tionalis  inter  semilatus  rectum  Diametri  et  semi- 
latus  rectum  Axis. 

Theor.  IV.  Superficies  Parabolica  inter  cur- 
vam,  abscissam  'axis  et  ejus  ordinatam  compre- 
hensa,  est  ad  factum  abscissae  per  Ordinatam  ut 
duo  ad  tres,  segmentum  verd  Parabolicum  inter 
curvam  et  chordam  a  Vertice  ductam  termina- 
tum,  est  ejusdem  facti  sexta  pars. 

Demonst.  Ex  foco  S  ducatur  S  P  ad  quod- 
vis  Parabolse  punctum  P  et  ex  P  ducatur  P  T 
ad  directricem  perpendicularis,  ducatur  Tangens 
in  puncto  P,  et  in  ea  sumantur  puncta  p,  p 
puncto  P  proxima  et  utrinque  a  puncto  P  aequa- 
liter  dissita,  ab  iis  ducantur  ad  fooum  lineae  S  p 
S  p,  et  p  q,  p  q,  h'neaB  P  T  parallelas  et  aequales ; 
ducaturque  q  T  q,  habebitur  Parallelogram- 
mum  p  q  q  p,  cujus  basis  p  p  est  eadem  cum  ba- 
si  Trianguli  S  p  p  ;  si  vero  ducatur  S  T,  quam 
Tangens  P  N,  bifariam  et  perpendiculariter 
dividit  in  N,  erit  S  N  altitudo  Trianguli  S  p  p, 
et  N  T  =  S  N,  dtitudo  Parallelogrammi  p  q  q  p, 
cum  ergo  bases  et  altitudines  sint  aequales,  (per 
41.  1.  Elem.)  erit  Paralldogramma  p  q  q  p 
duplum  Trianguli  S  p  p,  sed  est  p  q  q  p  aequale 
Trapezio  t  p  p  t,  cum  ergo  tota  superficies  D  A  X 
P  T  talibus  Trapeziis  t  p  p  t  constet,  et  super- 
ficies  A  S  P  X,  talibus  Triangulis   S  p  p,  erit 


superficies  D  A  X  P  T  dupla  superficiei  A  S 
P  X. 

Si  vero  ducatur  A  V  Tangens  in  A  et  chorda 
A  P,  erit  Parallelogrammum  D  A  V  T,  duplum 
Trianguli  A  S  P,  bases  enim  A  D,  A  S  sunt 
aequales,  altitudo  vero  Trianguli  est  P  O,  pa- 
rallelogrammi  A  VetPO=AV:  si 
ergo  DAVTexDAXPT  detraha- 
tur,  et  A  S  P  ex  A  S  P  X,  residuum  pri- 
mae  figurae  A  X  P  V  erit  duplum  sqgmen- 
ti  A  P  X  iu  altera  residui,  haec  vero  simul 
sumpta    faciunt     Triangulum    A    V    P,    vel 


A  O  P,  quod  est  ergo  triplum  segmenti  A  P  X, 
et  tota  figura  A  O  P  V  ejus  sextuplum,  et  area 
Parabolica  A  O  P  X,  ejus  quadruplum,  est 
ergo  area  Parabolica  ad  Parallelogrammura 
A  O  P  V  ut  4.  ad  6.  sive  ut  2.  ad  3.    Q.  e.  d.* 


HIS  vero  circa  Conicas  Sectiones  ad 
mentem  revocatis,  sine  quibus  sequentia  intel- 
ligi  nequeunt,  probabitur,  vim  centripetam 
qna  corjms  tendens  ad  punclum  rem^tissimum 
Sectionem  Conicam  describit,  esse  reciproce 
ut  cubus  ordinatim  applicateB  ad  centrum  viri- 
um  tendentis  ;  Corpus  P  moveatur  in  Sectione 
conica  P  A  F,  et  vis  centripeta  agat  juxta  di-  l 
rectionem  parallelarum  P  S,  R  S,  axi  A  bB 
apphcatarum.  Linea  P  H,  Sectionem  tan- 
gat  in  P,  sintque  Z  T,  X  B,  axi  parallelje, 
et  X  A  ipsa  Tangens  in  A,  et  ob  simih'a 
triangula  X  P  B,  Z  T  P,  Z  Q,  R,  erit 
P  X  :  B  X  (seu  A  M)  =  P  R  :  Q.  T  et 
PX2:AM^=P  R2:QT2,  et  (per 
Prop.  16.  Lib.  3.  Conic.  AppolL  quae  est  Cor. 
2.  Lem.  III.  de  Conicis)  PR»:  QRXFB 

=  P    X  2    :    A    X  %  adeoque  P  R  »  = 

PX*  X  QRXFR 


AX» 

AM»  =  QRXFR' 

A  M  '^  X  F  R_ 
*=  AX»        •*" 


Q  T 


et  A  X  *  : 
Q  T 


Q  T  *  ,  und^      ^  ^ 
A  M^X  2  PM 


puncta  P,  Q,  coeunt,  et 
A  M«  X  2  PMX  SP' 


Q  T  «  X    S  P' 

0"R  "~ 

t 

-.   Est  er      (per  Co- 


A  X» 


ubi 


AX» 

roll.    I.    et    V.    Prop.    VI.)  in    omnibus  scc- 

tionibus    conicis    vis    centripcta    reciproce    ut 

AM^XPMX^SP^    , 

.   -y  j ,  hoc  est,  delcto 

A  M  *  X  P  M 

2  S  P  *,  conslante,  rociprocc  ut .   ^  , 

A  X  ^ 
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Porro  ob  similitudinem  triangulorum  H  A  X, 
H  M  P,  est  H  M  :  P  M  =  H  A  :  A  X  = 

P^XHA.e,AX^=^iI4^4A:et 
H  M,-  HM* 


igi- 


A  MJXJPM  _  A  M  ^  X  H  BI  ^ 

TT^        ~"     P  M  X  HA J*    ' 

tur  est  etiam  in  omni  sectione  conica  reciproce 

A  M  ^  X  H  M  ^ 
"*     P  M  X  H  A  ^ 

In  Parabola  (per  Prop.  35.  Lib.  1.  Conic. 
Appoll.  sive  Cor.  1.  Lem.  V.  de  Conicis)  H  A 
=  A  M,  et  H  M  =  2  A  M,  et  (per  Prop.  20. 
Lib.  1.  Conic.  Appoll.  quje  est  Theor.  I.  de 
Parabola)  A  M,  adeoque  et  H  M  est  semper  ut 
PM^.     Ergo  vis   centripeta  in  parabola   erit 

4AM4         .  AM». 

,ec,proce  ut  p^f^-^  s.ve  ut  -^-^,  hoc 

P  M  4  .V 

est,  ut    ^  ,,   =  P  M  3,  hoc  est,  reciproce  ut 

'         P  M 
cubus  ordinatffi  P  M. 

In  Ellipsi  et  Hyperbola,  si  latus  rectirai  aas 
A  B,  dicatur  L,  erit  (ex  Prop.  21.  Lib.  1.  Co- 
nic  AppoU.  sive  Theor.  II.  de  EUip.)  P  M  ^  : 
AMXMB  =  L:  ABac  proinde  A  M  = 

L^IilAl    etAM^-^^^^Al.^et 
LXMB    '  *=*^^^^    —  L^X  MB»' 


A  M  ^»  X  H  M  ^  __P  M  3  X  A  B  »  X  H  M* 
PMXHA*    ~  L*XMB*xHA«* 

:.v    :.  ,    .       .  ,     .  A  B*        .      . 

unde  deleta  ratione  constanti  — =— j — ,  ent  vis 

,      PM3XHM2 
ceqtnpeta  reaproce  ut  .  ^  „  ^       H  A  ^ '    ^^"'™ 

({jet  Prop.  37.  Lib.  1.  Conlc.  AppoU.  sup.  Cor. 
2.  Lem.  V. )  posito  centro  sectionis  C,  est  C  M  : 
C  A  =  C  A  :  C  H,  adeoque  dividendo  vel 
componendo  C  M  :  A  M  =  C  A  :  H  A,  ac 
proinde  addendo  vel  detrahendo  terrainossecun- 
dae  rationis  e  terminis  prioris  M  B  :  H  M  = 

^  .      Tt   »  H    M  I 

C  A  :  H  A   et    ^^   „ ____=_ — _  ct 

M   B    X    H   A        C    A 
H  M  »  I 

quse  est  quantitas 


MB^XHA^— CA 

oonstans.  Erit  igitur  etiam  in  hyperbola  et 
EUipsi  adeoque  in  omni  sectione  conica  vis  cen- 
tripeta  reciproce  ut  P  M  3,  seu  reciprocd 
ut  cubus  ordinatse  P  M;  deleta  nimirum,  in  ex- 
pressione  vis  centripetae  supra  inventa,  quantitate 
HM^ 

,,  ^^ =v  .  ^>   constante. 

M  B  *  X  H  A  » 


G4 
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PROPOSITIO  IX.   PROBLEMAIV. 

Gyretur  corpus  in  spirali  P  Q  S  secante  radios  omnes  S  P,  S  Q,  Src  in  an- 

gulo  dato  :  requiritur  lex  vis  centripetce  tendentis  ad  centrum  spiralis. 

(')  Detur  angulus  indefinite  parvus  P  S  Q,  et  ot  datos  omnes  angulos 


QT 

dabitur  specie  figura  S  P  R  Q  T.      Ergo   datur  ratio  ,   estque 

K^ quac^  ^j.  Qrp^  j^^^  gg^  ^^^  datam  specie  figuram  illam)  ut  S  P.     Mu- 

Q  R 
tetur  jam  utcunque  angulus  P  S  Q,  et  recta  Q  R  angulum  contactus  Q  P  R 
subtendens  mutabitur  (per  Lemma  XI.)  in  duplicata  ratione  ipsius  P  R 

vel  Q  T.     Ergo  manebit  __r 21^ — .*    eadem  quae  prius,  hoc  est  ut  S  P. 

Q  R 

Quare    Q  T  q  X  S  P  q  ^^^^^  g  p  ^^^^  ideoque  (per  Corol.  1.  et  5.  Prop. 

Q  R 
VI.)  vis  centripeta  est  reciproce  ut  cubus  distantiae  S  P.     Q.  e.  i. 


Idem  aliter. 
(*)  Perpendiculum  S  Y  in  tangentem  demissum,  et  circuli  spiralem  con- 


(  ' )  225.  Ob  omnes  anguios  datos,    dabitur  et  erit  per  Lem  XI.  a  :  x  =  b  *  :  y  *,  adeoque 

specie  iigura  S  P  Q  R  T,  et  iusius  lateraomnia  b'y*,  v*  QT* 

^-  ^         •    j  i^v  /    X-     1-  ^  — =—  hoc  est  —  seu  —^ — =r—    eadem     manet 

erunt  mter  se  in  data  seu  constanti  ratione,  ergo  a       x  x  Q,  R 

j^  ^.    QT  •jvQ-T^^_„  fluae  ■Drius,  nimirum  ut  S  P.     Quoniam  autem 

datur  ratio— — -,  estque  promde-:— 7  X  Q  T,  l       f '"  >  ,     x.   o   t.       •  ••     .•■ 

Q  R        ^      '^  Q  R  evanescente  angulo  P   S  R,    sive     coeunubus 

iit  Q  T  hoc  est,  ob   datam  rationem  Q  T,  ad  punctis  Q,  P,   recta   S    R,  rectae  S    P  paral- 

„   „       .    QT   2        „  „  .  lela  evadit,    erit  per   Coroll.    1.  et   V.    Prop. 

'  *"*  TPtT  •  "t  'S  I^»  mutetur  jam  utcum-  ^        QT^XSP» 

^  ^  r»  T  2  ^^*  ^'^  centripeta  reciproce  ut a~Ti » 

que  angulus  P  S  Q,  et  maneblt  ,  ut  S  P.  Q  T  »       . 

..       ^-^     ,.         , "  ,.  ac  proinde  substituendo  S  P,  loco— — — rr— ,   vis 

Nam  Q  R,  ubi  angulus  P  S  R  constans  est,  dicatur         '  Q  R 

ji.et  QTdicaturb;  ubiveroangulus  PS  Rutcum-  centripeta  erit  reciproce  ut  S  P  ^. 
que  mutatur,  Q  R  dicatur  x,  et  Q  T  dicatur  y,         (  *)  226.  Sit  circuli  spiralem  osculantis  in  P 
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centrice  secantis  chorda  P  V  sunt  ad  altitudinem  S  P  in  datis  rationibus ; 
ideoque  S  P  cub.  est  ut  S  Y  q  X  P  V,  hoc  est  (per  Corol.  3.  et  5.  Prop, 
VI.)  reciproce  ut  vis  centripeta. 


LEMMA  XII. 

Parallelogramma  omnia  circa  datce  ellipseos  "vel  hjperbolce  diametros  quastis 
conjugatas  descripta  esse  inter  se  dequalia. 


Constat  ex  conicis.  (^) 


PROPOSITIO   X.     PROBLEMA  V. 

Gyretur  corpus  in  ellipsi :  requiritur  lex  vis  centripetce  tendentis  ad  cenirum 

ellipseos.  (^) 

Sunto  C  A,  C  B  semiaxes  ellipseos ;  G  P,  D  K  diametri  alias  conjuga- 
tae ;  P  F,  Q  T  perpendicula  ad  diametros ;  Q  v  ordinatim  applicata  ad 
diametrum  G  P ;  et  si  compleatur  parallelogrammum  Q  v  P  R,  erit  ([  *]  ex 
conicis)  rectangulum  P  v  G  ad  Q  v  quad.  ut  P  C  quad.  ad  C  D  quad.  et 


chorda  per  centrum  virium  S  ducta  P  V,  de- 
missvraique  in  tangentem  perpendiculum  S  Y, 
et  ob  angulum  S  Y  P,  rectum,  et  S  P  Y,  da- 
tum,  dabitur  specie  triangulum  S  P  Y.  Erg» 
datur  ratio  S  Y  ad  S  P,  et  in  virium  centripeta- 
rum  formulis  S  P  scribi  potest  pro  S  Y.  Pras- 
terea  datur  ratio  P  V  ad  S  P,  nam  (210)  S  Y 

XQP=  SPX  QT,ade6queQP=?^^  ^^ 


S  P 


S  Y 


unde  ob  rationem  datam,  Q  P  scribi  potest 

O    X 

pro  Q  T.     Verum  (211)  P  V  =-^— !,   ergo 

Q  T  2 

P  X,  est  ut  .   Cilm  igitur  ex  demonstra- 

t<,  K. 

Q  T2 
tisin  Prop.  IX.  ,  sit  ut  S  P,  erit  etiam 

Q  K. 

P  V,  ut  S  P,  et   propterea  S  P,    loco  P  V, 

substitui  potest  in  formulis. 

227.  Scholion.  Propositio  IX.  facUe   demon- 

stratur  etiam   per  formulam    Hermanni  (214), 

v=dp:p  3dz;  est  enim  in  hoc  casu  S  P 

S  Y 
=  z,  SY:=p;  etsi  ratio  data    dicatur 

o  P 


—,  erit  — = —  ergo  a  z : 
b  b        2      " 


bp,  et  (160)  a  d  z 


=  bdp,  et-j— =--;  unde  v  =  ; -;  hoc 

d  z         b  b  p  J 

est,  ob  datam  —  vis  centripeta  v,  est  directe  ut 
— ^,  hoc  est  reciproc^  ut  p   ^  aut  quia  p  = 

—,  V  erit  ut  —  directe,  reciproce  autem  ut  z  3 
b  z3  *• 

deletis  nimirum  constantibus. 

('')  Demonstratio  hujus  Lemmatis  irferius 
tradetur  ubi  nempe  Newtonus  eo  Lem  ate  ad 
solutionem  proximi  Problematis  utetur. 

(^)  228.  Gyretur  corpus  in  Hyperbola,  in- 
vcnietur  Lex  vis  centralis  spectantis  centrum 
Hyperbolffi  simili  modo,  nisi  quod  vis  illa  ejus 
centri  respectu  sit  centrifuga,  quoniam  centrum 
Hyperbolae  non  est  intra  Hyperbolam  constitu- 
tum,  sed  Hyperbola  versus  illud  convexitatem 
obvertit ;  Legatur,  si  lubet,  utraque  «solutio 
hujus  Problematis  etad  figuram  infra  positam  in 
qua  Hyperbola  descripta  est  referatur,  liquebit 
vere  dici  de  Hyperbola  ea  quae  Newtonus  de 
Ellipsi  statuit, 

(»  )  Ex  Conicis,  per21.  1.  lib.  Apoll.  Vide 
sup.  Lemma  IV.  de  Conicis. 


106 


PHILOSOPHI^  NATURALIS        [Mot,  Corpor. 


(ob  sinlilia  triangula 
Q  V  T,  P  C  F)  Q  V 
quad.  est  ad  Q  T  quad. 
ut  P  C  quad.  ad  P  F 
quad.  et  conjunctis  ra- 
tionibus,  rectangulum 
PvGad  QTquad. 
ut  P  C  quad.  ad  C  D 
quad.  etPCquad.  ad 
PFquad.idest,  vG  ad 
Q  T   quad. 

— P";;^      ut  P  c 

CDqX  PFq. 
quad.  ad      P  C  q. 


Scribe  QR  pro  P.v,et  (per  Lemma  XIL  [**])  BCxCAproCD  XPF 


nec  non  (punctis  P  et  Q  coeuntibus)  2  P  C  pro  v  G,   et  ductis  extremis 

.        V   '               .       n  .  QTquad.  X  PCq                 SBCqXCAq 
et  mediis  m  se  mutuo  fiet ttti ■   ?equale 


QR 


P  C 


Est  ergo  (per  Corol.5.  Prop.  VI.)  vis  centripeta  reciproce  ut p-p -> 

ia  est  (ob  datum  2B  CqXCAq)  reciproce  ut    p  q     ,  hoc  est,  directe 
ut  distantia  P  C      Q.  e.  i. 


(  ft  )  229.  Parallelogramtna  omnia  circa  datte  ^yugatas  descripta  sunt  inter  se  ccqualia. 
ElH]}aeos  vcl  Hi/i>erboleB  Diamctros  quatvia  cmi' 
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Idem  aliter. 

In  recta  P  G  ab  altera  parte  puncti  T  sumatur  punctum  u  ut  T  u  sit 
aequalis  ipsi  T  v  j  deinde  cape  u  V,  quae  sit  ad  v  G  ut  est  D  C  quad. 
ad  P  C  quad.  Et  quoniam  ex  conicis  est  Q  v  quad.  ad  P  v  G 
ut  D  C  quad.  ad  P  C  quad.  erit  Q  v  quad.  aequale  P  v  X  u  V. 
Adde  rectangulmn  u  P  v  utrinque,  et  prodibit  quadratum  chordae  arcus  (") 


Dem.  Sunto  Ellipseos  et  hyperbclae  axea 
E  D,  A  B,  et  G  F,  H  I,  diametri  conjugataB, 
ductisque  per  axium  et  diametrorum  extrejna 
tangentibus,  describantur  rectangulum  L  K  Z  T, 
et  parallelogrammum  X  R  Y  O  ;  jungatur  D  H, 


et  D  N  ordinatim  applicetur  ad  diametrum  G  F, 
erit  fper  Prop.  37.  lib.  1.  Conic.  AppolL  sup. 
Cor,  2.  Lem.  V.  de  Conicis)  P  C  ad  C  F,  (hoc 
est,  parallelogranunum  P  C  V  e,  ad  parallelo- 
grammum  aeque  altum  C  H  O  F)  sicut  C  F, 
ad  C  N,  hoc  est,  sicut  idem  parallelogrammura 
C  H  O  F,  ad  parallelogrammum  C  H  Q  N ; 
et  similiter  V  C.  erit  ad  C  A,  (hoc  est,  paral- 
lelogrammum  P  C  V  e,  ad  aeque  altum,  C  A 
T  D)  sicut  C  A  ad  C  M,  hoc  est,  sicut  idem 
C  A  T  D,  ad  rectangulum  C  M  S  D,  seu  ad 
praedictum  parallelogrammum  C  H  Q  N ;  nam 
rectangulum  C  M  S  D,  duplum  est  trianguH 
C  H  D,  ejusdem  basis  C  D  ejusdemque 
altitudinis  M  C,  et  parallelogrammum 
C  H  Q  N  est  etiam  ejusdem  trianguli  du- 
plura,  cum  sit  ulriusque  basb  communls  H  C 


et  eadem  altitudo  ob  parallelas  H  C,  Q  N; 
ac  proinde  CMSD=CHQN.  Cuni 
igitur  sit  PCVe:  CHOF=CHOF: 
CHQN,etPCVe:CATD=CATD:CH 
Q  N,  necesse  est  utsit  CATD=CHOF, 
quare  rectangulum  L  K  Z  T,  quadruplum  rec- 
tanguli  C  A  T  D,  aquale  est  parallelogrammo 


X  R  Y  O,  etiara  quadruplo  parallelogrammi. 
C  H  O  F-     Q.  e.  d. 

C)  Adde  rectangulum  u  P  v  utrinque,  etpro- 
dibit  quadratum  chordte  arcus  P  Q,  cequale  rec- 
tajigulo  V  P  X  P  ▼•  Nam  (per  construct.)  est 
quadratum  chorda;  arcus  P  Q  =  Q  T  ^  J- 
PT>,EedestQT*=  Qv^—  T  v^  sive  quia 
T  T  =  T  u  est  Q  T *  =  Q  V  2  —  T u^,  ideo 
quadratum  chordas  arcus  PQ=Qv*  —  Tu* 
4-  P  T  2,  est  vero  PT*—  Tu2=(PT-f. 
T  u)  X  (P  T  —  T  u)  sive  P  T^—  Tt*=  P  u  X 
P  V,  ergo  quadratum  chorcUe  arcus  P  Q  r= 
(^iv^-^-  PvX  Pu.  Quod  si  rectangulo  P  v 
X  u  V  addas  idem  rectangulum  P  v  X  P  "> 
estPvX  Vu-|-PvXuP  =  PvXVP, 
erat  vero  Qv*=PvXuV,  ergo  Q  v  *  -^ 
P  V  X  P  u  *'*'^  quadratum  chord<e  arcus  P  Q 
erit  cequak  RectangrUo  P  v  X  V  P,  sive  V  P  t 


lod 
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P  Q  aequale  rectan- 
gulo  VP  v;  C^^ideo- 
que  circulus,  qui  tan- 
git  sectionem  conicam 
in  P  et  transit  per 
punctum  Q,  transit 
etiam  per  punctum  V. 
Coeant  puncta  P  et 
Q,  et  ratio  u  V  ad 
V  G,  quae  eadem  est 
cum  ratione  D  C  q 
ad  P  C  q,  fiet 
ratio  P  V  ad  P  G 
seu  P  V  ad  2PC; 
ideoque  P  V  aequalis 
2  D  Cq 


B 


vK 


^^ 

*-— ■ — 

^/\ 

r> 

\ 

\ 

c\ 

a^ 

(v 

^ 

erit 


PC 


Pro- 


C)  Ideoque  circulus  qui  tangit  sectionem  in  P, 
et  transit  per  punctum  Q,  transibit  etiam  per 
punctum  V;  nam  ductis  circuli  illius  chorclis 
Q,  P,  Q  Y,  angulus  P  Q  v  =  Q  P  R,  (ob 
parallelas  Qv,  P  R)  =  Q  Y  P  (per  32.  3. 
Elem. )  ac  proinde  duo  triangula  P  Q  v,  P  Y  Q, 
qua;  communem  habent  angulum,  Q  P  Y,  et 
oequales  P  Q  v,   P  Y  Q,  simjlia  sunt,  et  P  v  : 

Q  P  =  Q  P  :   P  Y.     Und^  P  Y  =?,^\ 

P  V     ' 

quare  cum  sit  Pv  X  P  "V>=  Q  P?,  ideoaue  P  V  = 
Q  P* 
.^^^ erit  P  V=PY. 


230,  Coroll.  1.  Ducantur  circuli  sectio- 
nem  conicam  osculantis  diameter  P  O,  et  chorda 
V  O,  et  ob  similitudinem  triangulorum  P  F  C 
P  V  O,  erit  PF:PC=PVPO  — 
PCXPV  ,  ^  ^  ~ 
p-p; »  sed  per  secundaip  demonstratio- 

2  D   C  * 
nem  Newtonianam  P  V  = ,  ergd  P  O 

2  D  C» 
■= — p"f~'  ac  promde  radius  osculi  Pr  = 


^P0  = 


D  Cg 
P  F 


etPF:DC=DC:P 
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.    ,       .  A  r.  •      n-    •  1  •.  .         .         X  2  D  C  q 

mde   vis,    qua  corpus  f  in  ellipsi  revolvitur,    erit  reciproce  ut   — p  .,    ■ 

in  P  F  q  (per  Corol.  3.  Prop.  VI.)  hoc  est  (ob  datum  2DCqinPFq) 
directe  ut  P  C.    Q.  e.  i. 

Corol.  1.  Est  igitur  vis  ut  distantia  corporis  a  centro  ellipseos  :  («)  et 
vicissim,  si  vis  sit  ut  distantia,  movebitur  corpus  in  ellipsi  centrum  habente 
in  centro  virium,  aut  forte  in  circulo,  in  quem  utique  ellipsis  migrare 
potest 


Quare  datis  diametris  coajugatis  eorumque  an- 
gulo  P  C  D,  facile  invenitur  radius  circuli  sec- 
tionem  conicam  osculantis  in  diametri  cujusvis 
extremo. 

251.  Coroll.  2.  Datis  radio  osculi  P  r,  se- 
midiametro  sectionis  conicae  P  C,  et  positione 
tar^entis  P  R,  seu  angulo  P  C  D,  iametro- 
rum  conjugatarum,  datur  altera  semidiameter 
conjugata  D  C,  et  describi  potest  sectio.  His 
enim  quae  diximus  datis,  datur  quoque  perpen- 
dicularis  P  F,  ac  proinde  D  C,  media  propor- 
tionalis  inter  P  r,  et  P  F,  (230)  datas.  Datig 
autem  diametris  conjugatis  earumque  angulo, 
sectio  conica  describi  potest;  ut  notum  est  ex 
Sectionum  Conicarum  elementis. 


(^)  Ht  ficisstm  si  vis  sit  ut  distantia,  movebi- 
tur  corpus  in  Ellipsi  centrum  habente  in  Centro 
Virium,  etc,  ut  hac  conversa  demonstretur  se- 
quentia  sunt  praemittenda. 

235.  Lemma  I.  Ducatur  in  puncto  contactus 
perpendicularis  in  Tangentero,  ad  axem  termi- 
natam,  et  a  Centro  ducatur  ipsi  Parallela  ad 
Tangentem  usque,  harum  linearum  factum  erit 
aqiiale  quadrato  semi- Axis. 

Ex  P  ducatur  perpendicularis  in  Tangentem 
P  K,  ducatur  ordinata  P  O  perpendicularis  in 
aseni,  et  in  C,  ducatur  C  Q*  Parallela,  PK.et 
C  V,  parallela  P  O,  triangula  P  O  K,  CQ  V, 
«runt  similia,  ergo  erit  P  O  :  P  K  =  C  Q  : 
C  V,  ergo  PKXCQ=POxCV  similia 
etiam  sunt  Triangula  C  IVF  V,  O  M  P,  erit 
ergo   C  M  :   M  O  =  C  V  :    P  O  ;  sed   (pcr 

Cor.  2.  Lem.  V.  de  Conicis)  est  C  M=  ^  ^^ 

et  (per    Cor. 
A  O  X  D  O 


C  O 

o  = 


3.    ejusdem    Lem.)    M 
et  (per  Theor.  II.  tam  de  Hj-p, 


C  O 
quam  de  Ellip.)  estCA^:   AOXl>0  = 

C  B  2  :  p  O  2  ergo  est  C  M  :  M  O  =.  ^  ^  "^ 


c  o  ■ 

A  O  X  D  0  = 


232.    Coron. 
aliter  solvitur. 

. CP 

ut . 

Pr  X  PF3 


3.     Hinc  etiam  pfoblema   V. 
Cum  enim  sit  vis  centralis  (21 2) 

.^       -3^       BCXCA 

,  sitque  P  F  = 


C  D 

(per  Lem.  XIL)  et  P  r  =   ^  ^J  (230). 


CP 


Hi« 


'-,  substitutis,  ca 


valoribus  in  formula  -     -, 

PrX  PF3 
«  c  P 

B  r^  V  r  A  2  ^*°*^  ***♦  °^  constantem  quan- 

titatem  B  C  *  x  C  A  %  vis  est  directe  ut  P  C 


^AOXDO 

C  O  —  "-  ^ 

CB2  :  P02=CV:  PO,  ideoque  C  B  » 
XPO=P02xCV  utrumque  vero  divi- 
dendo  per  P  O  est  C  B  ^  =  P  O  X  C  V,  erat 
vero  P  K  X  C  Q=  P  O  X  C  V.  Ergo  P  K 
X  C  Q  =  C  B  2.     Q.  e.  d. 

254.  Lemma  II.  Sit  P  M,  Sectionis  Coni- 
cae  Tangens,  C  A  axis,  C  B  ejus  conjugatus,  in 
utroque  axeos  primae  Vertice  erigantur  perpen- 
diculares  A  E,  D  G,  ad  Tangentem  usque, 
factum  earum  A  E  X  D  G,  erit  aquale  qua- 
drato  semi-Axis. 

Demonst.  Ducta  P  O  ordinata  ad  axem 
et  C  V  ad  Tangentem  usque  ipsi  Parallela,  erit 
(per  Cor.  2.  Lemma  V.  De  Conicis)  C  O  : 
C  A  =  C  A  :  C  M.  Dividendo  vero,  est  C  A 
—  C  O  vel  C  O  —  C  A,  sive  A  O  ad  C  A 
sive  C  D,  sicut  C  M  —  C  A  vel  C  A  —  C  M, 
sive  M  A  ad  C  ]\L  hoc  est  A  O  :  C  D  = 
M  A  :  M  C,  jungendo  terminos  prima  rationis 
terminii?  secundae  nasc  non  mutatur,  estque 
M  A  :  M  C   =  M  A  -J-  A  O  (sive  M  O)  • 
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C  B  2,  et  per  naturam  focorum  (et  per 
5.  vel  6.  II.  Elem.)  est  A  S  X  S  D 
=  C  B  ^  ergo  est  E  A  X  D  G  = 
A  S  X  S  D  ideoque  E  A  : 
A  S  ==  S  D  :  D  G;  Eadem  ratiors 
probatur  Triangula  G  D  H,  H  A  E 
e»se  similia,  ob  latera  proportionalia 
G  D  et  T  H,  H  A  et  A  E  circa  an- 
gulos  rectos  A  et  D  posita,  est  enira 
ut  prius  EAXr>G=CB2=: 
D  H  X  H  A  ideoque  D  G  :  D  H  = 
H  A  :  E  A. 

Securdo,  Triangula  S  D  G,  E  G  H 
sunt  similia,  latera  enim  G  H  et 
H  E,  G  D  et  D  S  circii  angulos  S  D  G 
ct  E  H  G  posita  sunt  proportionalia, 
ii&m   ob    triangula   similia    C    D   H, 


M  C  4-  D  C,  (sive  M  D)  hoc  est  al- 
ternando  M  A  :  M  O  =  M  C  •  M  D 
sed  ob  parallelas  cst  M  A  :  M  O  = 
A  E  :  P  O  et  M  C  :  M  D  =  C  V  t 
D  G  ergo  est  A  E  :  P  O  =  C  V  : 

D  G  et  est  A  E  X  D  G  =  P  O  X 

C  V  sed  per  Lemma  praecedens  tst 
POxCV=CB%  ergo  est 
A  E  X  D  G  =  G  B  2.     Q.  e.  d. 

235.  Lemma  III.  Ducantur  a  focis 
perpendiculares  in  tangentem  Sectionis 
Conicffi,  earum  factum  erit  aequale 
quadrato  semi-Axis. 

Demonst.  Sint  illae  perpendiculares 
S  Y,  H  y,  ducantur  in  utroque  veriice 
axeos  transversse  lineaj  A  E,  D  G, 
perpendiculares  axi  usque  ad  tangen- 
tem,  et  ducantur  a  focis  S  et  H,  ad 
earum  extremitates  lineae  S  E,  S  G  tt 
Tj  p     TT  P 

Triangula  E  A  S,  S  D  G,  E  H  G, 
G  H  y  similia  inter  se,  ut  et  Triangu- 
la  G  D  H,  H  A  E,  G  S  E,  E  S  Y : 
primo,  similia  sunt  Triangula  E  A  S,  S  D  G 
quia  latera  E  A  et  A  S,  S  D  et  D  G  circa  an- 
gulos  rectos  A  et  D  posita  proportionalia  sunt, 
nam  (per  Lemma  prajccd.)  est  E  A  X  D  G  = 


H  A  E,  est  G  H  :  H  E  =  G  D  :  H  A,  sed 
H  A  =  D  S,  ergo  est  G  H  :  H  E  =  G  D  : 
D  S ;  Praterea  anguli  S  D  G  et  E  H  G  sunt 
ambo  recti,   S  D  G  quidem  per  constructicnem, 
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angulus  vero  E  H  G  est  in  Ellipsi  complemen- 
tuia  ad  duos  rectos  angulorumG  H  D  et  E  H  A, 
in  Hyperbola  eorum  summa,  cumautem  ilU.duo 
anguli  G  H  D  et  E  H  A  pertineant  ad  Trian. 
gular  Rectangula  similia,  simul  sumpti 
faciunt  Rectum,  eorumque  comple- 
mentum  ad  duos  rectos  est  recto 
requale,  ergo  Angulus  E  H  G  est 
rectus ;  eodem  modo  probatur  Trian- 
gula  H  A  E,  G  S  E  esse  similia,  ob 
latera  proportionalia  S  E  et  G  S,  A  E 
et  H  A,  circa  angulos  H  A  E  et 
G  S  E  rectos  posita ;  nam  ob  Trian- 
gula  similia  EAS,  SDGestES: 
G  S  =  A  E  :  D  S  sive  H  A ;  et 
H  A  E  est  rectus  per  constructionera 
et  G  S  E  in  EUipsi  est  complemen- 
tum  ad  duos  rectos  angulorum  G  S  D 
et  E  A  S,  et  in  Hyperbola  eorum 
summa,  illi  rero  Anguli  pertinent  ad 
Triangula  Rectangula  similia,  etc. 

Teriio,  E  G  H  est  simile  G  H  y 
(per  8.  VI.  El.)  et  e;idem  ratione  est 
G  S  E  simile  E  S  Y. 

Ex  quibus  liquet  Triangula  E  A  S,  G  H  y 
esse  similia  ut  et  Triangula  G  S  E,  E  S  Y;  ex 
similitudine  Triangulorum  E  A  S,  G  H  y  est 
E  S  :  G  H  =  E  A  :.H  y,  et  ex  similitudine 
Triangulorum  GDHetESYestES:GH 
=  S  Y  :  G  D  ergo  est  E  A  :  H  y  =  S  Y  : 
GDetEAX  GD=HyXSYsedEA 
X  G  D  =  C  B  ^  (per  Lemraa  praecedens,)  ergo 
etiam  H  y  X  S  Y  =  C  B  ^.     Q.  e.  d. 

236«  Lem.  IV.  Ducatur  a  foco  S  linea  S  P 
ad  punctum  contactus  et  ex  puncto  P  contactus 
ducatur  perpendicularis  in  Tangentcm  qua;  secet 
axem  in  K,  et  ex  puncto  K  ducatur  in  lineam  S  P 
perpendicularis  K  E,  pars  P  £  Kne»  P  S  erit 
scqualis  semilateri  recto. 


similia  sunt  Triangula  P  S  Y,  P  K  E,  ergo 
est  P  S  :  P  K  =  S  Y  :  P  E,  est  ideo  S  1  : 
_2  Hy  X  SY 
Sl 


2  Hy=SY,PEetPE 


sed  H  y  X  S  Y  =  CB^etSI  =  2AC, 
ergo  P  E  =  %^^  et  2  P  E  =  1^^  sed 


2  A  C 


2  A  C 


4  C  B  * 
LatuB  Rectum  L  est  ■,  ergo  2  P  E  = 

L,  sive  P  E  est  dimidium  lateris  recti. 

237.  1 .  Ccrriil.  Ex  eo  quod  est  P  S  :  P  K  = 

S  Y  :  P  E  sive  f  L,  est  S  Y  =  -^^p^^  et 

^^  2SY    • 

238.  2.  Coril.  Hoc  Lemma  cum  suo  Corol- 
lario  de  Parabola  etiam  verum  est,  sed  aliter  de- 
monstratur,    ducta    ordinata    P  O    Triangula 


Ai 


237.  Producatur  vel  secetur  S  P  in  I  ut  sit 
S  I  =  A  D  sive  Axi  ducaturque  ex  altero 
foco  linea  H  I  quae  dividitur  bifariam  et  per- 
pendiculariter  per  Tangentem  in  y  (per  Theor. 
Iir.  de  Hyp,  et  IV.  de  Ellip.)  ergo  H  I  = 
2  H  y  et  est  H  I  parallela  P  K,  ergo  Trian- 
gula  P  S  K,  I  S  H  sunt  similia,  estque  P  S  : 
P  K  =  S  I  :  I  H  sive  2  H  y,  sed  ob  Pa- 
rallelas  S  Y,  P  K,  et  angulos  rectos  Y  et  E 


P  K  O,  P  K  E  sunt  8?qua1ia,  propter  Angulos 
rectos  in  O  et  E ;  latus  P  K  commune,  ct  an- 
gulum  P  K  O  angulo  K  P  E  sEqualem,  ducto 
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enim  Diametro  P  o,  erit  o  P  K  aequalis  P  K  O  ob 
Parallelas  A  K  et  P  o  sed  o  P  K  est  etiain  aeqiialis 
angulo  K  PE  quiaperpendicularis  dividit  bifari- 
am  angulum  S  P  o  (per  Theor.  III.  de  Parab.) 
ergo  augulus  P  K  O  =K  P  E,  et  (per  26.  1. 
Elem. )  Triangulum  PK  O  est  asquale  Triangulo 
P  K  E  ideoque  P  E  =  K  O,  sed  K  O  est  asqua- 
lis  semilateri  recto  fper  Theor.  III.  de  Parab.) 
ergo  et  P  E. 

239.  Lemma  V.  In  omni  sectione  conica 
cujus  focus  S,  P  Y,  tangens  in  P,  S  Y  et  P  K, 
tangenti  perpendiculares..  L,   latus  rectum,  est 

,.  ,.^         4PK<5      LXSP3 

-adius  osculi  P  r  =  — v  '■,    =  -  „  o't/^ — • 
L  z  o  I  •* 


Idem  eodem   prorsus   modo   demonstratur  in 
hyperbola.     Q.  e.  2""". 

In  Ellipsi  crescente  focorum  distantia  manet 
4  P  K  3        L  X  S  P  3     ,  , 

—  -,  adeoque  idem 


Pr  = 


Dem.  Sit  A  P  B  ellipsis  cujus  semiaxcs 
A  C,  B  C,  semidiametri  ronjugatse  P  C,  D  C, 
ac  jiroinde  D  F,  tangenti  P  Y  parallela,  atque 
adeo  P  F,  Q  C,  tangenti  perpendiculares  a-qua- 
Ics  sunt.  E£t  (per  Lem.  XII.  Newt.)  C  D  : 
BC=A  C:   PF,  etCD'^:  BC^^^ 

C  =»:  P  F  S  ideoque  est  C  D  ^  _BC^X  A  C^^ 

P  F  ^- 
EtquiaBC^=  C  QX  PKsive  PFX  PK 

(233.)  est  C  D  -  =  ^  ^ ^^^  ^  X  A  C-  = 

PKXAC*       ^       „  CD2 

p-p ;  sed  est  P  r  =  -^  (230. )  ergo 

P  K  V  A  C  2 
est  P  r=         ppa         ?  estautom  A  C  :  B  C 

=  B  C  :  i  L,    ergo  B  C  2  =  I  L  X  A  C, 

idccque  PFxPK=iLxAC,  ergo  P  F 

L  X  A  C      „  ^,  ,      L^X  AC»., 

=  — ^ et  P  P  *= idqupsub- 

2  P  K     '''■  ^  ^  4  P  K  *    ^ 

stituatur  in  valore  P  r  mox  reperto  erit  P  r  = 


L*  2S Y3 

etiam  verum  est  cum  focorum  disfantia  infinita 
evadit,  seu  cum  Ellipsis  in  Parabolam  mu- 
tatur.    Q.  e.   3""". 

240.  Corol,  1.  Ex  his  facillima  oritur  con- 
structiopro  determinandoradio  ciirvaturaa  in  qua- 
vis  sectione  conica.  Ex  K,  enim  super  P  K, 
erigatur  pcrpendicularis  K  H,  cum  P  S  con- 
currens  in  H,  ex  H  erigatur  super  P  H  per- 
pendicularis  H  r,  erit  P  r,  radius  curvaturje. 
Nam  ob  angulos  rectos  P  K  H,  P  H  r,  et  li- 
neas  P  K,  S  Y,  parallelas  est  S  P  :  S  Y  = 
P  r  :  P  H  =  P  H  :  P  K,  atque  indc  S  Y  ^  : 
SP2_.pK:Pr;  adeoque  P  r  = 
PKXSP^.__,.       Ii^^4i^(237),er. 

,  ac  proinde  P  r  est  radius 

osculi  (239). 

241.  Corol.  2.  Quoniam  in  verticibus  sec- 
tionum  conicarum  principalibus   S  P  =:  S  Y, 

.   .^.  „         L  X  S  P  3       L  ,. 

ent  ibi  P  r  = 7r--if-:r  = — >  seu  ramus  os- 

2  S  Y  3         2 

culi  aequalis  dimidio  lateris  recti  principalis. 

242.  Tlieor.  Datis  in  puncto  P,  vis  centripe- 
tae  qua  corpus  curvam  P  p  B  describit  ijuanti- 
tate  absoluta,  vis  illius  directione  P  S,  veloci- 
tate  corporis,  et  positione  tangentis  P  Q,  datur 
curvae  P  p  B  curvatura  in  P,  seu  radius  oscuU 
Pr. 

Dem.  Sit  curvae  P  p  B,  et  circuli  oscula- 
toris  arcus  infinitesimus  P  p,  et  qumiiam  veloci- 
tas  corporis  P  revolventis  finita  supponitur,  vii 
centripeta  constans  est,  et  illius  directio  sibijia- 
irallela  per  arcum  P  p,  adeoque  arcus  ille  est 


4  P  K3 


-,  et  quia 


4  P  K  3        T,  X  S  P3 


PK  =  il^g^(237.)erit 


C  S  Y3 


=  P  r,     Q.  e.  P 


portlo  parabola;  cujus  tangens  P  Q,  ct  diamtter 
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P  S  (ex  nota  40*. )  Quoniam  autem  vis  centri-  cribit  osculetur  in  P,  quaeque   proinde  candem 

petse  quantitas  absoluta  in  P,  data  est,  datum-  habet  tangtntem  P  Q,  ut  pote  radio  osculi  P    r, 

que  proinde  spatium  quod  corpus    vi  illa  con-  perpendicularem,  impossibile  est  ut  datis  iis  quso 

stante,  dato    tempore    percurreret,  et   praeterea  numero  244.  posuimus,  corpus  P,  hanc  novam 

corporis    P  velocitas,  ac  tangentis  P  Q,  positio  curvam  a  priori  diversam  describat,  hoc  est,  ver- 

data  sunt,  data  est  ratio   q  p   sive  P  v  ad  P  q  ba  Newtoki  fere  usurpando,  orbes  duo  se  mutuo 

sive  p  V,  data  ergo  est  parabola  quam  corpus  P  osculantes   eadem   vi    centripeta    describi    non 

describeret,  si  vis  centripeta  eadem  maneret  et  possunt. 


directionem  haberet  linea;  P  S  perpetuo  paralle- 
lom.  Ciim  igitur  datus  sit  radius  circuli  para- 
bolam  datam  in  dato  puncto  osculantis  (239.) 
datur  P  r,  radius  osculi  in  puncto  P.  Q.  e.  d. 
243.  Corol.  Hinc  datis  in  puncto  P,  curva- 
tura  seu  radio  osculi  P  r,  positione  tangentis 
P  Q>  velocitate  corporis,  et  vis  centripetse  di- 
rectione  P  S,  datur  vis  illius  quantitas  absoluta 
in  P  ;  nam  propter  datas  positionem  Tangentis, 
et  vis  directionem,  datur  ratio  S  P  ad  S  Y  et 
S  P^ 


245.  Hisce  positis  tandem  probabimus  quod 
si  vis  centripeta  sit  ut  distantia  a  centro,  movebi- 
tur  corpus  in  Ellipsi  cerrtrum  habente  in  centro 
virium,  aut  forte  in  circulo  in  quem  Ellipsis  mi- 
grat  focis  coeuntibus. 


S  P  3  ad  S  Y  3,  sive 
LX  SP3 


S  Y 
L 


-  et  propter  datum 


P  r  =  "" /^  "  ^ —  datur  —  sive  li  latus  rectum  D^ 

principaie  Parabolae  cujus  arcus  P  p  est  portio, 
P  S  Diameter  et  P  Q  Tangens  unde  datur  tota 
Parabola  et  Latus  rectum  Diametri  P  S  ;  de- 
nique  lum  data"sit  velocitas  corporis  in  P  datur 
iineola  P  q,  vel  p  v  dato  tempore  descripta,  da- 
tur  ergo  abscissa  P  v  sive  q  p  quae  est  vis  cen- 
tripeta  quantitas  absoluta. 

Datis  vero  in  P,  vis  centripetae  quantitate  ab- 
soluta,  vis  illius  directione  P  S,  positione  tan- 
gentis  P  Q,  radio  osculi  P  r,  sive  data  curva- 
tura,  datur  velocitas  corporis  in  P ;  et  genera- 
tim  si  ex  his  quinque,  nimirum,  vis  centripeta; 
quantitate  absoluta,  illius  directione,  velocitate 
corporis,  positione  tangentis  et  curvatura,  quatuor 
data  fuerint,   quintum  deterrainatvun  est. 

244.  T/ieor.  Corpus  P,  circa  centrum  virium  , 
S  datum  revolvendo,  curvam  P  p  B  describat,  quanftas  absoluta,  data  a  centro  distantia  C  P, 
sintque  data,  vis  centripetJE  quantitas  absoluta  ^}  corpus  data  cum  velocitate  secundiim  direc- 
in  puncto  P,  data  lex  secundum  quam  in  variis  tionem  datam  rectae  P  Q  projiciatur,  erit  P  Q 
a  centro  S  distantiis  vis  centripeta  agit,  positio  tangens  cui-vae  describendae.  Si  fuerit  C  P  ad 
tangentis  P  Q,  et  curvatura  in  P,  determinata  tangentem  P  Q  normalis,  et  velocitas  qua  cor- 
ac  unica  est  curva  P  p  B,  quam  corpus  P,  circa     P"^  P>  projicitur  aequalis  velocitati  quam  idem 


Data  sjnt  centrum  virium  C,  et  vis  ccntripetoe 


centrum  virium  S,  potest  describere. — Dem 
Quoniam  datur  centrum  virium  S  et  punctum 
P,  datur  quoque  positio  rectjc  P  S,  hoc  est,  di- 
rectio  vis  centripetae,  ac  proinde  ex  cseteris  edam 
datis  (243.)  datur  velocitas  qua  corpus  in  puncto 
P  movetur ;  sed  datis  in  puncto  P,  vis  centri- 
petae  quantitate  absoluta,  positione  tangentis  seu 
rectaa  secundiim  quam  projicitur  corpus,  veloci- 
tate  projectionis  determinaturproximumpunctum 
p,  tangentis  in  eo  puncto  p  positio,  corporis  P  in 
eo   velocitas,  ut  et  nova  distantia  a  centro  p  S, 


corpus  sola  vi  centripeta,  ut  est  in  P,  constante 
sollicitatum  acquireret,  cadendo  per  dimidium  ra- 
dium  P  C,  curva  describenda  erit  circulus  cujus 
cenirum  C,  et  radius  C  P  (201.)  si  vero  talis 
non  fuerit  velocitas  projecdonis,  corpus  P,  aliam 
curvani  describet,  in  qua  tangens  P  Q,  non 
semper  erit  ad  radium  vectorem  C  P  perpendi- 
cularis,  cijm  haec  sit  solius  circuli  proprietas,  ut 
notum  est.  Sit  ergo  P  Q  ad  radium  vectorem 
C  P  obliqua,  per  centnira  C  ducatur  recta  C  K, 
ipsi  P  Q  parallela,  et  radio  osculi  P  r  dato  (242. ) 


sed  data  lege  vis  centripet»  in  variis  a  Centro  dis-     «lescribatur  circulus  rectam  P  C  intersecans  iii 
tantiis,  daturiterum  in  puncto  novo  p,  vis  cen-     V;    tiim    sumatur  C  K,  media   proportionalis 


tripeta,  unde  proximum  punctum  edam  deter- 
minabitur,  ex  his  ergo  datis  omnia  puncta  cur- 
va:  P  p  B,  successive  determinantur  ;  ergo  data 
ac  unica  est  curva  quam  corpus  P,  his  datis 
describere   potest.      Q.  e.  d. 

Corol.  lisdem  manendbus,  si  describatur  no- 
va  curva  quse  curvam  P  p  B  quam  corpus  P  des- 

VoL.  I-  H 


inter  C  P,  et  ^  P  V,  et  semidiametris  conjuga- 
tis,  C  P,  C  K,  describatur  ellipsis  P  D  G  A, 
ea  erit  orbitaquam  corpus  P,  describet. — Dem. 
Ellipsis  P  D  G  A,  describi  potest  per  cor- 
pus  aliquod  A  soUicitatum  vi  aliqua  centripeta 
ad  centrum  C  tendente,  quaeque  sit  semper  ut 
distanda  ab  illo  centro  C  P,  (Prop.  X.)  ponaimu 
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Corol.  2.  (^)  Et  aequalia  erunt  revolutionum  in  ellipsibus  universis  cir- 
cum  centrum  idem  factarum  periodica  tempora.  Nam  tempora  illa  in  el- 
lipsibus  similibus  aequalia  sunt  (per  Corol.  3.  et  8  Prop.  iv.)  in  ellipsibus 
autera  communem  habentibus  axem  majorem  sunt  ad  invicem  ut  ellipseon 
areas  totae  directe,  et  arearum  particulse  simul  descriptae  inverse ;  id  est, 
ut  axes  minores  directe,  et  corporum  velocitates  in  verticibus  principalibus 
inverse ;  hoc  est,  ut  axes  iili  minores  directe,  et  ordinatim  applicatae  ad 
idem  punctum  axis  communis  inverse ;  et  propterea  (ob  aequalitatem  ratio- 
num  directarum  et  inversaruiii)  in  ratione  aequalitatis. 


Scholium. 

Si  ellipsis  centro  in  infinitum  abeunte  vertatur  in  parabolam,  corpus  mo- 
vebitur  in   hac  parabola;  et  vis  ad  centrum  infinite  distans  jam  tendens 


velocitatem  corporis  A,  eandem  esse  ac  veloci- 
tatem  projaclionis  corporis  P,   et  ex  dat4  velo- 
citate  corporis  illius  A,  directione  tangentis  P  Q 
directione  vis  C  P,  et  ctirvatura  Ellipsis  in  P, 
datur  vis  centripetaj  quantitas  absoluta  (242.) 
(jua  corpus   A,   in   EUipsi  motum  retinetur  in 
puncto  P,  sed  eadem  est  ellipsis  illius,  et  orbitae 
quam  corpus  P  describit,   curvatura; 
nam   P  r   est   radius  circuli   ellipsim 
P  D  G  A  osculantis  in  P,  (per  const. 
et  secun.  demonst.   Newt.   Prop.  X.) 
est  quoque  radius  circuli  curvamquam 
corpus  P  describit  osculantis  in  eodem 
puncto  P,    (per  constr.)   adeoque  el- 
lipsis  P  D  G  A,  et  orbita  quam  cor- 
pus  P  describit  eandem  habent  curva- 
turam   in   puncto    P,    praeterea   recta 
P  Q,  orbitae  tangens  cum  sit  diametro 
C  K  parallela  eilipsim  tangit  in   P, 
idem  est  orbitse  et  ellipsis  centrum  C, 
idem  punctum  P,  eadem  vclocitas  pro- 
jectionis,  eadem  lex  vis  centripetae  ac 
proinde  eadem  vis  illius  quantitas  ab- 
soluta  in  puncto  P,  tam  in  ellipsi  quam 
in    orbita  a  corpore    P   describenda; 
cum  igittu-  iis  datis  corpus  P  unicam 
curvam    describere    possit    et    revera    ellipsini 
P  D  G  A,   possit  describere,   si  vis   centripeta 
Bit  ut  distantia  acentro  (ntccirculusdescribatur) 
corpus  movebitur  in  Ellipsi  centrum  habente  in 
centro  viriura.     Q.  e.  d. 

246.   Si  vis  centrifuga  sit  ut  distantiaacentro, 
eodem   modo  demonsirattir   corpus   mpveri    in 
byperbola  centrum  habente  in  centro  virium. 
(*•)  247.    Ut  d.monstretur  cequulia  esse  rcvo- 


lulionum  circa  idem  centrum  factamm  periodica 
tempora  iii  EUipsibus  univerds  ista  ex  conicis  sunt 
repetenda. 

Lcmma.  Area  circuli  A  F  B,  cujus 
radius  F  C  a;quatur  semiaxi  A  C  ellipsis  A  E  B, 
est  ad  hujus  Ellipseos  aream  ut  semiaxis  A  C, 
seu  F  C,   ad  alterum  semiaxem   E  C.—Dem. 


Axis  A  B,  divisus  intelligatur  in  particulas  in- 
nuineras  a;quales  hncolae  M  N,  et  per  singula 
divisionum  puncta  erigantur  rectaj  P  M,  Q  N, 
axi  perpendiculares.  Quoniam  ex  circuli  et 
Ellipsis  natura,  FC^:  QN^=ACXCB: 
ANXNli  =  EC^:TN2,  eritFC:QN 
=  EC:TN,  etFC:  EC=QN:TN; 
verum  tjjsdem  basis  rectangula  N  L,  N  O,  sunt 
ut  altituiliues  N  Q,  N  T,  ac  proiude  N  L :  N  O 
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=  F  C  :   E  C ;   CTgo  ultima  summa   rectan-  p  q  b,    ut  area  P  Q  B  P,  ad  aream  p  q  b  p, 

gulorum   evanescentium   ut  N  L,  ad  summani  directe  et  sectores  P  C  Q,  p  c  q,  simul  descripti 

reetangulorum,  evanescantium  ut  N  O,  lioc  est,  inverse. — Dem.      Ob  aequabilem  arearum  circa 

area  circiili  ad  aream  Ellipsis   (per  Lera.  IV.)  ccntra  C,  c,  descriptionem  (Prop.  I.)  tempus  pe- 

rationem  habet  semiaxis  F  C,  ad  alterum  semi-  riodicum  T,  in  orbe  P  Q  B,  est  ad  tempus  t, 

axem  E  C.     Q.  e.  d.  quo  describitur  sector  P  C  Q,  ut  area  P  Q  B  P, 

248.   Cyrol.    1.     Idem  eodem   prorsiis   modo  '^^  sectorem  P  C  Q.  et  similiter  tempus  t,  quo 

demonstratur,    si    A   F  B  fuerit  Ellipsis  com-  descnbitur   sector   p  q  c,    est   ad  tempus   pe- 

munem  axem  A  B,  habens  cum  Ellipsi  A  E  B.  riod.cum  6,   m  orbe  p  q  b,   ut  sector  p  c  q.  ad 

Et   generatim    duaj   qusvis    figurse    A    F    B,  ^'"^^"^  P  5  ^  ?'   hoc  est   T  :  t  =  P  Q  B  P 

A  E  B.  quarum  semiordinata  Q  N,  T  N,  sunt  ^''^-    P  C  Q,  et  t  :  (>  =  p  c  q :  p  q  b  p  area. 

in  data  ratione  et  quarum  est  communis  diameter  ""'^  per  compc.sitionem  rationum  et  ex  .^quo 

A  B.  sunt  inter  se  in  ratione  data  ordipatarum  T:i;  =  PQBPXpcq:pqbpXPCQ. 

Q  N,  T  N.                                                ,  ^"  ^* 

240.    Corol.  2.    Area   circuli   cujus   diameter  253.  Si  corpora  duo  EUipses  A  E  B,  A  F  B, 

est   medius   proportionalis   inter   duos    Ellipsis  quarum  est  axis  communis  A  B,  describant,  ^ri- 

axes  a;qualis  est  areae  Ellipsis.      Nam  sit  E  C  r  bus    ad    centrum     Ellipsium     C    tendentibus, 

K  =  R  :  F  C,  et  radio  R,  describatur  circulus,     tempora  periodica  erunt  aqualia Dcm.      Sint 

iilius  circuli  area,  erit  ad  aream  circuli  A  F  B,  arcus  A  R,    A  G,   infinitesimi  eodem  tempore 

ut  'R  ^  ad  F  C  ^,  adeoque  ut  E   C  ad  F  C ;  descripti,   A  Q  tangens  ad  verticem   A,   Q  R, 

Quare  cum  Ellipsis  A  E  B,  eandem 

babeat  rationera   ad  circulum  A  F  B 

(247),    manifestum   est  aream  circuli 

radio  R,  descripti  sequalem  esse  areae 

EUipsis  A  E  B. 

250.  Corol.  3.  Quoniam  R  ^  = 
F  C  X  E  C,  et  areae  circulorum  sunt 
ut  radiorum  quadrata,  erunt  areae  El- 
lipsium  ut  axium  rectangula. 

251.  Corol.  4.  Patet  etiam  in  El- 
lipsibus  vel  ellipsi  et  circulo  aut  etiam 
in  quibuslibet  curvis  quarum  ordinatJE 
Q  N,  T  N,  datam  habent  rationem,  et 
quarum  est  diameter  communis  A  B, 
aream  M  R  B,  esse  ad  aream  correspon- 
dentem  M  P  B,  ut  est  E  C,  ad  F  C, 
seu  ut  R  M  ad  P  M ;  sed  ductis  ex 

quocumque  diametri  puncto  S,  rectis  S  P,  S  R,     D  G,  axi   A  B,    parallelae,    ct  quoniam  vires 
est  etiam  triangulum   S  M  R,  ad  triangulum    centrales  sunt  ut  Q  R,  D  G  (Prop.  VI.)  et  ob 


S  M  P,  ut  M  R  ad  M  P,  ob  communem 
utriusfiue  trianguli  altitudinem  M  S  ;  ergo  scctor 
S  B  R,  est  ad  sectorem  S  B  P,  in  rationa  data 
E  C,  ad  F  C. 


Gommunem  distantiam  a  centro  A  C,  aeqtiales 
sunt  vires,  seu  eadem  vis  (Prop.  X.)  erit  Q  R 
=  D  G,  sectores  vero  A  C  G,  A  C  R,  sunt 
ut  G  M,  R  M.  seu  E  C,  F  C,  (251),  et  areae 
Ellipsium  A  E  B,  A  F  B,  sunt  etiam  ut  E  C, 
F  C,  >(247.  248.)  quare  cum  tempora  periodica 
in  illis  Ellipsibus  sint  ut  arese  A  E  B,  A  F  B 
directe  et  sectores  A  C  G,  A  C  R.  inverse 
(25i.)  erunt  eredem  ut  E  C  ad  F  C  dirccfe,  et 
E  C  ad  F  C  inverse,  hoc  est,  ut  E  C  X  F  C  ad 
F  C  X  E  C,  ac  proinde  in  ratione  aequalitatis. 
Q.  e.  d. 

254.    His  positis  facile  demonstratur  tequalia 

essa  revolutionum  in  EUipsihus  universis  circum 

centrum     idem    fnclaruin    periodica    tempora. 

Nam  duae  quacvis  ellipses  circa  idem  centrum 

descriptae  dicantur  A.  et  B,  describatur  tertia 

Ellipsis   C,  similis   Ellipsi   A,   et  axem  unum 

communwTi    habens   cum    EUipsi    B,    tempora 

252.  Theor.    Corpora  duo  P,  p,  circa  virium     periodica  in  Ellipsibus  similibus  A  et  C.  sunt 

centra  C,  c,  revolvendo,  orbitas  P  Q  B,  p  q  b,     asqualia  (per  Corol.  3.  et  8.  Prop.  IV.  Newt.) 

describant ;  tempus  periodicum  in  orbita  P  Q  B,     Gt  tempora  periodica  in  ellipsibus  C,  et  B,  axem 

est    ad    tempus    periodicum    in    altera    orbita    alterum  communem  babeutibus  sunt  etiam  a;qua- 

H2 
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evadet  aequabilis.  Hoc  est  tlieorema  Galilcei.  {^)  Et  si  coni  sectio  para- 
bolica  (inclinatione  plani  ad  conum  sectum  mutata)  vertatur  in  liyperbolam, 
movebitur  corpus  in  hujus  perimetro  vi  centripeta  in  centrifugam  versa. 
Et  quemadmodum  in  circulo  vel  ellipsi  si  vires  tendunt  ad  centrum  figurae 
in  abscissa  positum,  hae  vires  augendo  vel  diminuendo  ordinatas  in  ratione 
quacunque  data,  vel  etiam  mutando  angulmn  incUnationis  ordinatarum 
ad  abscissam,  semper  augentur  vel  diminuuntur  in  ratione  distantiarum  a 
centro,  si  modo  tempora  periodica  maneant  aequalia ;  (*)  sic  etiam  in  figu- 
ris  universis  si  ordinatae  augeantur  vel  diminuantur  in  ratione  quacunque 


ira  (253.)  tempora  igitur  periodica  in  Ellipsibus 
quibusvis  A  et  B  sunt  tequalia.      Q,.  e.  d. 

(*)  255.  Et  si  coni  seclio  parabolica  (inclina- 
tioneplani  ad  conura  seclum  mutataj,  vertatur  in 
hyperbolam  movebilur  corpus  in  hujus  perimetro 


vi  centripela  in  centrifugam  versd.  Ciim  enim 
Ellipsis  centrum  C,  a  vertice  A,  in  plagam  F 
abit,  vis  centripeta  directio  est  per  lineas  P  C, 
P  F,  a  puncto  P,  ad  centrum,  et  ubi  infinita 
cvadit  distantia  P  C,  atque  P  S,  ad  centrum 
ducta  axi  parallela  fit,  EUipsi  in  parabolam 
mutata,  directio  est  a  puncto  P,  ad  S,  secundum 
lineam  P  S;  mutata  in  Hyperbolam  parabola, 
et  centro  ad  alteram  verticis  A  partem  translato 
in  c,  vis  centralis  directio  est  secundum  lineam 
P  B,  a  P  ad  B,  boc  est,  a  centro  c  ad  P,  adeo- 
que  in  centrifugam  versa  (228.). 

25(5.  Ex  quibus  sequitur  haec  generalis  lex  ; 
Si  corpus  rerolvatur  in  sectione  conica,  et  vis 
centralis  tendat  ad  sectionis  centrum,  aut  a  cen- 
tro,  vis  illa  erit  directe  ut  distantia  a  ccntro,  et 
conlra  si  vis  fuerit  ut  distantia  a  centro,  corpus 
movetur  iii  sectione  conica.     (245,  246.) 

(  )  257.  In  figuris  universis,  si  ordinalts 
augeantur  vel  diminuanturHn  ralinne  datu.  vel 
angulus  ordinationis  mutelur,  manente  tempore 
periodico,  vires  augentur  vel  minuunlur  in  ra- 


twne  distantiarum  a  centro.     Hujus  veritat  se- 
quentium  Lemmatum  ope  patebit. 

Lemma.     In   figura  quavis  A    Q,  D,   cujus 

diameter  A  D,    ad  lianc  diametrum   ordinatae 

Q,  E,  n  G,  augeantur  vel  minuantur  in  ratione 

data  Q,  E,  ad  P  E,  vel  ad   angulum 

quemvis  'datum   P  E  D,  inclinentur, 

novaque  describatur  curva  A  P  D,  pcr 

novarum  ordinatarum   extrema   tran- 

siens,  sitque  centrum  virium  C,  in  dia- 

metro  positurn  utrique  curvascoromune, 

rectas  P  H,  Q  h,  quje  curvas  in  punctis 

correspondentibus  Q,  P,  tangunt,  ad 

idem   diametri    punctum    H    conver- 

gunt. — Bem.    Ductis  rectis  P  t,  Q  v, 

diametro  A  D  parallelis,  erit  Q  v  = 

G  E  =  P  t,  et  (per  hypothesim)  n  v : 

m  t  =  E  Q  :  E  P,  unde  et  alteman- 

do  n  v  :  Q  E  =  m  t  :  E  P,  et  coeun- 

tibus  punctis  n  et    Q,  m  et  P,   erit 

propter    similitudinem     triangulorum 

nvQet   QEh,  mtPetPEH 

nv  :  E  Q=  Qv  (GE):  Eh 

mt:  E  P  =  P  t  (GE):  EH 

Cum  ergo  sit  n  v  :  E  Q  =  m  t  : 

E  P,  erit  G  E  :  E  h  =  G  E  :  E  H, 

ideoque  E  H  =  E  h,  ac  proinde  tan- 

gentes  ad  idem  diametri  punctum  H  convergunt 

Q.  e.  d. 

258.  Lemma.  lisdem  manentibus  sector  evan- 
escens,  C  Q  n,  est  ad  sectorem  C  P  m,  in  altera 
curva  correspondentem  ut  area  A  Q  D,  ad 
aream  A  P  D. — Dem.  ob  parallelas  G  m  et  E  P, 
G  n,  et  E  Q.  est  G  y  :  C  G  =  E  P  :  C  E  et 
CG:GL  =  CE:EQ  unde  ex  aquo  G  y  : 
GL=EP:EQ=Gm:  Gn  (per  const.) 
et  hinc  Gm  —  Gy:Gn  —  GL  =  ym:  Ln 
=  Gm:Gn=EP:QE.  Ex  puncto  C, 
demittantur  in  G  m,  et  G  n,  perpendiculares 
C  z,  C  x ;  et  ex  punctis  P  et  Q,  in  diametrum 
A  D,  perpendiculares  P  V,  Q  K,  et  erit  trian- 
gulum  C  y  m  :  triang.  CLn  =  ymX  Cz: 
LnXCx  =  GmXCz:  GnXCx.  Verum 
ob  similia  triangula  C  z  G,  et  P  V  E,  C  x  G  et 
Q  K  E,  est  C  z  :  C  G=  P  V  :  P  E,  et  C  G  : 
C  X  =  Q  E  :  Q  K  :  atque  adeo  per  composi- 
tionem  rationum  Cz:Cx=PVXQE: 
QKXPE=PVX  Gn:QKXGm 
(per  constr.)  cum  ergo  sit  triangulum  C  y  m  : 


/ 


LiBER  Primus.]     PRINCIPIA  MATHEMATICA. 


117 


data,  vel  angulus  ordinationis  utcunque  mutetur,  manente  tempore  perio- 
dico ;  vires  ad  centrum  quodcunque  in  abcissa  positum  tendentes  in  sinoulis 
ordinatis  augentur  vel  diminuuntur  in  ratione  distantiarum  a  centro. 


trlang.  C  L  n=Gm  X  Cz:GnXC  x 
=  GmXPVXGn:GnXQK  X 
G  m  =  P  V  :  Q,  K,  et  P  V  sit  ad  Q  K, 

ut  parallelogrammum  G  E  P  m,  ad  pa- 
rallelogrammum  G  E  Q.n,  hoc  est,  (per  Lem. 
IV.)  et  per  construct.  ut  area  A  P  D,  ad  aream 
A  Q,  D  ;  ergo  triangula  C  y  m,  C  L  n,  sunt  in 
ratione  arearum  A  P  D,  A  Q  D ;  at  punctis 
m  et  P,  n  et  Q  coeuntibus,  sector  C  P  m, 
aequatur  triangulo  C  y  m,  et  sector  C  Q  n  trian- 
gulo  C  L  n  ;  sunt  igitur  sectores  illi  evanes- 
centes  ut  areae  A  P  D,  A  Q  D,  directe.  Q.  e.  d. 

259.  Tkeor.  lisdem  manentibus,  si  tempora 
periodicain  curvis  A  P  D,  A  Q  D  fuerint  aequa- 
Ka,  vires  centripetae  in  punctis  correspondentibus 
P  et  Q  eruntinter  se  ut  distantiae  a  centro  C  P, 
CQ. 

Demonst.  Figura  A  Q  D  rectis  ex  centro  C 
ductis  in  sectores  innumeros  inter  se  sequales,  ut 
C  Q  n,  et  figura  A  P  d,  in  totidem  sectores 
correspondentes,  ac  proinde  etiam  inter  se  aequales 
(258),  ut  C  P.m  divissB  intclHgantur  ;  et  ob 
eumdem  sectorum  in  utraque  figura  numenun, 
aequabilem  illorum  descriptionem  (Prop.  I.)  et 
ajqualia  tempora  periodica,  sectores  C  P  m, 
C  Q  n,  aequali  tempore  describentur.  Quare 
(per  Prop    VI).     Vires  centripeUe  in  punctis 


P  et  Q,  sunt  inter  se  ui  rectae  m  R,  s  n  puncus 
m  et  P,  n  et  Q  coeuntibus  ;  verum  propter 
Parallelas  Q  E,  a  G  et  P  E,  F  G,  est,  a  G  : 
F  G  =  Q  E  :  P  E,  (257)  et  quia  n  G  et  m  G  in 
eadem  sunt  ratione,  iis  ex  a  G  ct  F  G  subduclis 
manent  a  n  ad  F  m  sicut  Q  E  ad  P  E  ;  ductis 
autem  ex  C,  Parallelis  C  B,  C  O  ad  tangentes 
a  H,  F  H,  Triangula  B  C  G  et  O  G  C  sunt 
slmilia  triangulis  a  G  H,  F  G  H  unde  est 
B  G:  a  G=  G  C  :  G  H 
etOG:FG  =  GC:GH  ideo- 
queBG:  OG=aG:FG=QE:PE  = 
n  G  :  m  G  et  jungendo  terminos  primse  et  se- 
cundae  rationis  terminis  ultima;  est  B  n  :  O  m 
=  QE:  PE=an:  Fm.  Denique quia ob 
C  B,  C  O,  Tangentibus  a  H,  F  H  Parallelas, 
similia  etiam  sunt  Triangula,  a  n  s  et  n  C  B, 
Fm  Retm  C  O,  est 

B  n:na=Cn:Sn 
et  est  F  m  :  m  O  =  R  m :  m  C,  et  Compo- 
sitis  Rationibus  estBnXFm:naX  mO 
=  CnXRro:  snXmC,  sed  quia  B  n  : 
Om=an:  Fm,  estBnX  Fm=  anX 
O  m,  ergo  etiam  CnXRm  =  snXraC, 
ideoque  Cn:Cm=Rm:  s  n;  sive  di&- 
tantiae  a  Centro  in  eadem  sunt  ratione  ac  vires 
Centrales. 


U  3 
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SECTIO   IIL 

De  motu  corporum  in  conicis  sectionihus  excentrici». 


PROPOSITIO  XL    PROBLEMA  VL 


Bewlvatur  corpus  in 


in  ellipsi  :  requiritur  lex  vis  centtipetcE  tendentis  ad  um- 
bilicum  ellipseos. 


Esto  ellipseos  umbilicus  S.  Agatur  S  P  secans  ellipseos  tum  diametrum 
D  K  in  E,  tura  ordinatim  applicatam  Q  v  in  x,  et  compleatur  parallelo- 
grammum  Q  x  P  R.  Patet  E  P  sequalem  esse  semiaxi  majori  A  C,  eo 
quod,  acta  ab  altero  ellipseos  umbilico  H  linea  H  I  ipsi  E  C  parallela, 
ob  sequales  C  S,  C  H  aequen- 
tur  E  S,  E  I,  (^)  adeo  ut  E  P 
semi-summa  sil  ipsarum  P  S, 
P  I,  id  est  (ob  parallelas  H  I, 
P    R,     et    angulos    sequales 

1  P  R,  H  P  Z)  ipsarum  P  S, 
P  H,  quae  conjunctim  axem 
totum  2  A  C  adaequant.  Ad 
S  P  demittatur  perpendicula- 
ris  Q  T,  et  ellipseos  latere 
recto      principali      (seu      (•*) 

2  B  C  quad.  . 
A-Q — -)  dicto  L,  erit  L 

X  Q  R  ad  L  X  P  v  ut  Q  R  ad  P  v  (')  id  est,  ot  P  E  seu  A  C  ad  P  C 

(^)  260.  Quia  (per  Prop.  48.  Lib.  3.  Conic.         (•>)  261.  In Ellipsi  et  HyperboM ktus  rectum 
ApoU.  sup.  Theor.  IV.  de  EUipsi)  aequales  sunt        ..,_         2BC*  oa/-.«t,« 

anguU  quos  rect«  P  H,  P  S,  constituuut  cum  P^ncipale  L  =      ^-^       nam  2  A  C  :  2  B  C 
tangente  P  R,  et  ob  parallelas  H  I,  P  R,  aequales  ".       4BC^        2BC» 

quoque  sunt  anguli  altemi   P  I   H,    P  H  I,  =  2  B  C  :  L,  unde  L  =  ^-^-^  =  ~A~C~' 
ffiqual^emnt  rectae  P  I,  P  H,  ade6que  E  P  =         ^  j  ^  p^^  constructionem  Q  R  =  P  x,  sedprop, 

_■_+    "  ._  =  A  C,  CProp.  52.  Lib.  3.  Co-  ter  Triangula  similia  P  x  v,  P  E  C,  P  x  :  P  v  = 

2  ,    T.„.    V  P  E  ( A  C)  :  P  C,  ergo  Q  R  :  P  V  =   A  C  : 

niCf  Apoll.  superius  Theor.  III.  de  EUip.)  p  c 
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et  L  X  P  V  ad  G  V  P  ut  L  ad  G  V ;  et  C)  G  V  P  ad  Q  V  quad.  ut  P  C 

quad.  ad  C  D  quad.  et  (per  Corol.  2.  Lem.  VII.)  Q  v  quad.  ad  Q  x  quad. 

punctis  Q  et  P  coeuntibus  est  ratio  aequalitatis;  et  Q  x  quad.  seuQvquad. 

est  ad  Q  T  quad.  ut  E  P  quad.  ad  P  F  quad.  (>)  id  est,  ut  C  A  quad.  ad 

P  F  quad.  sive  (per  Lem.  XII.)  ut  C  D  quad.  ad  C  B  quad.  C")    Et  con- 

junctis  liis   omnibus  rationibus,  L  X  Q  R  fit  ad  Q   T  quad.  ut  A  C 

xLxPCqXCDq,  seu2CBqXPCqXCDqadPCx 

GvXCDqXCBq,  sive  ut  2  P  C  ad  G  v.    Sed  punctis  Q  et  P  coe- 

untibus  aequantur  2  P  C  et  G  v.     Ergo  et  his  proportionaliar  L  X  Q  R  et 

S  P  o 
Q  T   quad.  aequantur.    Ducantur  hsec  aequalia  in      .     ?,  et  fiet  L  X  S  P  q 

sequale  SPq  X  QTq    -|2j.g^  ^^^^  Corol.  1.  et  5.  Prop.  VI.)  vis  centripeta 

Q  R 
reciproce  est  ut  L  X  S  P  q,  id  est,  reciproce  in  ratione  dujllicata  distan- 
tiffi  S  P.     Q.  e.  i. 


Idem  aliter. 

Cum  vis  ad  centrum  ellipseos  tendens,  qua  corpus  P  in  ellipsi  illa  re- 
volvi  potest,  sit  (per  Corol.  1.  Prop.  X.)  ut  C  P  distantia  corporis  ab 
ellipseos  centro  C  ;  ducatur  C  E  parallela  ellipseos  tangenti  P  R  ;  et  vis, 
qua  corpus  idem  P  circura  aliud  quodvis  ellipseos  punctum  S  revolvi  po- 

test,  si  C  E  et  P  S  concurrant  in  E,  (")  erit  ut  ^  ^  ^""'  (per    Corol.  3. 

S  P  q 

Prop.  VII.)  hoc  est,  si  punctum  S  sit   umbilicus  ellipseos,  ideoque  P  E 

detur,  ut  S  P  q  reciproce.     Q.  e.  i, 

C' )  Per  naturain   Conicoruin,  facta  partium  QT* 

Diametri  sunt    ad    quadrata    Ordinatarum    ut  —  ^       ,  et  l^  —  Q~^' 

Diametri  transverssB   quadratum  ad  quadratum         /n)  Nam    (per    Corol.    3.  Prop.   VII.)    vis 

ejus    conjugatas.     (Vide    superiusde    Conicis  tendens  ad  centrum  C,  quam  exponat  recta  C  P, 

Theor.  II.  de  Ellipsi  et  de  Hji^erbola.)  gst  ad  vim  tendentem  ad  aliud  punctum  S,  quam 

(1 J  Est  C  A  ^  :   P  F  ^  =  C  D  2  :  C  B  ^:  exponat  recta  A,  ut  C  P  X    S  P  ^  ad  cubum 

nam  per  Lem.   XII.  PFXCU—  ACX  rectjE  quaj  a   centro  A  ad    Tangentem   R  P  Z 

B  C.-adeoque  P  F^^  X  C  D^^  C  A^  X  B  CS  duceretur  parallela  adlineam  S  P a  secundo  vi- 

ac  promde  CA^:PF*  —  CD     :CB.  jium  centro  ad  punctilm  P  curva;  ductam,   quae 

(■"^se^.  ScripusseorsimanalogiisresclarasU.  quidem  recta  aqualis  foret   P  E,  quoniam  ipsi 

LXQIi:  LXPv=AC:  PC  gsset  Parallela  et  inter  easdem   Parallelas  D  C> 

LxPv:GvP=L:Gv  RPZ,  adeoquc   CPXSP*:PE3  = 

GvP:Qv2=PC-:CD^  PE^ 

Qv^:QT*=CD^:CB^.  CP:A=  ;  hoc  est,  si  punctum  S  sit 

Und^  conjunctis  his  omnibus  ^tionibus  L  X  «nibilicus  Ellipseos.  ade«que  P  E  =  A  C  (260) 

o  o  v7  /i     """  ^  T^  ,        /^,;  ,    ,    ^  u  detur,   erit  vis  ut  S  P  *  reciproce;   hic.  autem 

A  r^v^  -!  ^nr^    i^  ^  n  r      n  t*^  -  «"PPonit"'  talem  esse  vim  ad  centrum  C  tenden- 

^nt^  7- .     I    o  'd^^     r^     '■  Ts.:  nTZ  t«™  "t  tempora  periodica  circa  centra  C,  ct  S, 

2  P  C  :  G  V,  ct  ob  2  P  C  =  G  v,  L  X  Q  R  a^qualia  sint.  quod  supponi  potest. 

H4 
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Eadem  brevitate,  qua  traduximus  problema  quintum  ad  parabolam,  et 
hyperbolam,  liceret  idem  hic  facere  :  verum  ob  dignitatem  problematis, 
et  usum  ejus  in  sequentibus  non  pigebit  casus  caeteros  demonstratione 
confirmare. 

PROPOSITIO  XIL     PROBLEMA  VIL 

Maveatur  corpus  in  hyperhold  :  reqtdritur   lex  vis  centripetce  tendentis  ad 

umhilicum  Jigurce. 

Sunto  C  A,  C  B  semiaxes  hyperbolae;  P  G,  K  D,  diametri  aliae 
conjugatae ;  P  F  perpendiculum  ad  diametrum  K  D ;  et  Q  v  ordinatim 
applicata  ad  diametrum  G  P.  Agatur  S  P  secans  cum  diametrum  D  K 
in  E,  tum  ordinatim  applicatam  Q  v  in  x,  et  compleatur  parallelogram- 
mum  Q  R  P  X.  (°)  Patet  E  P  aequalem  esse  semiaxi  transverso  A  C,  eo 
quod,  acta  ab  altero  hyperbolse  umbilico  H  Hnea  H  I,  ipsi  E  C  parallela, 
ob  aequales  C  S,  C  H  sequentur  E  S,  E  I ;  adeo  ut  E  P  semidiiFerentia 
sit  ipsarum  P  S,   P  I,  id  est  (ob  parallelas  I  H,  P  R  et  angulos  aequales 

1  P  R,   H  P   Z)  ipsarum   P   S,   P   H,   quarum  difFerentia  axem  totum 

2  A  C  adaequat.     Ad  S  P  demittatur  perpendicularis  Q  T.     Et  hyper- 

2BCq 
bolse  latere  recto  principali  (seu  ~T~n — )  dicto  L,  erit  L  X  Q  R  ad  L  x 

P  V  ut  Q  R  ad  P  V,  seu  P  x  ad  P  v,  id  est  (ob  similia  triangula  P  x  v, 
P  E  C)  ut  P  E  ad  P  C,  seu  A  C  ad  P  C.  Erit  etiam  L  x  P  v  ad  G  v 
X  P  V  ut  L  ad  G  V ;  et  (ex  natura  conicorum)  rectangulum  G  v  P  ad  Q  v 
quad.  ut  P  C  q  ad  C  D.q;  et  (per  Corol.  2.  Lem.  VII.)  Q  v  quad.  ad 
Q  X  quad.  punctis  Q  et  P  coeuntibus  sit  ratio  aequalitatis ;  et  Q  x  quad. 
seu  Q  V  quad.  est  ad  Q  T  q  ut  E  P  q  ad  P  F  q,  id  est,  ut  C  A  q  ad  P  F  q, 
sive  (per  Lem.  XII.)  ut  C  D  q  ad  C  B  q:  et  conjunctis  his  omnibus 
rationibus  L  X  QRfitadQTqutAC  X  L  X  PCqXCDq,  seu 
SCBqXPCqXCDqadPCxGvXCDqXCBq,  sive  ut  2  P  C 
ad  G  v.  Sed  punctis  P  et  Q  coeuntibus  aequantur  2  P  C  et  G  v.  Ergo 
et  his  proportionaha  L  X  Q  R  et  Q  T  q  (p)  aequantur.     Ducantur  hsec 

(°)  263.  Esl  S  E  =  S  P  +  P  E  et  ob  aequa-  E  P  Z  (per  15.  1.  Elem.)  adeoque  I  P  R  =  H 

lesES,  EI,estPI=EI+PE=  ES.-j-  P  Z,  et  ob  parallelas  I  H,  P  R,  angulus  P  H  1 

PE  =  SP+2PE,  ac  proinde  PI  — SP  =HPR  =  IPZ=HIP,  undeHP  = 

=:  2  P  E,  ac  P  E  est  semidifFerentia  ipsarum  P  I,  adeoque  E  P,  est  semidifterentia  ipsarum 

P  S,  P  I ;  sed  angulus  H  P  R  =  R  P  S,  an-  P  S    P  H,  et  quia  differentia  rectarum    P  S, 

gulus  enim  interceptus  inter  lineas  a  focis  ad  P  H,  axem  totum  2  A  C,  adasquat  (per  Prop. 

punctum  Hyperbolaj  ductas  bifariam   dividitur  51.  Lib.  S.  Conic.  ApoU.  Vide  sup.  Theor.  IV. 

per  Tangentem  (per  Prop.  48.   Lib.   5.  Conic.  de  Hyperb.)  est  E  P  =  A  C. 

Apoll.  vidc  Theor.  V.  de  Hyp.)  et  R  P  S  =  C)  2E4.  Notandum  est  quod  in  hyperbola 
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S  P  q                              „                ,     SPqX  QTq    ^ 
aequalia  in   q  j^  ,  et  fiet  L  x  SPq  aequale ^^ .  Lrgo(per 


Corol.  1.  et  5.  Prop.  VI.)  vis  centripeta  reciproce  est  ut  L  X  S  P  q,  id  est, 
reciproce  in  ratione  duplicata  distantiae  S  P.     Q.  e.  i. 


Idem  aliter, 

Inveniatur  vis,  quae  tendit  ab  hyperboiae  centro  C.    Prodibit  haec  dis- 

tantiae  C  P  proportionalis.     Inde  vero  (per  Corol.   3.  Prop.  VII.)  vis  ad 

P  E  cub. 
umbilicum  Stendenserit  ut    g  p  „    *  hoc  est,  ob  datam  P  E   reciproce 

ut  S  P  q.     Q.  e.  i. 

Eodem  modo  demonstratur,  quod  corpus  ( i )  hac  yi  centripeta  in  een- 
trifugam  versa  movebitur  in  hyperbola  opposita. 


sicut  in   EUipsi,  (ut  liquet   ex    demonstratione 
Prop.  X.  et  X.I.)  latus  rectura  principale  sive 

^  — "QlT' 

C)  265.  Nam  ex  centro  C,  in  tangentem 
P  R  productam  ducta  intelligatur  recta  ipsi 
H  F  parallela,  ct  ea  sequalis  erit  lineae  P  £ ;  £te- 


nim  ob  parallelas  P  R,  C  E,  et  H  I,  angulus 
quem  linea  ipsi  H  P,  parallela  efficit  cum 
C  E,  aequalis  erit  angulo  PHI  =  HIP  = 
C  E  P ;  lineae  autem  intra  duas  parallelas  sequa- 
liter  inclinatse  sunt  aequales.  Est  igitur,  (per 
Corol.  5.  Prop.  VII.)  vis  centrifuga  a  Centro 
C,  tendens  qua  corpus  P,  hyperbolam  A  Q,  P, 
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LEMMA  XIIL 

C")  TmUis  rectum  parabola  ad  verticem  quemvis  pertinens  est  quadruplum  dis- 
tantice  vcrticis  illius  ab  umbilico  Jigura, 
Patet  ex  conicis. 


LEMMA  XIV. 

Perpendictdum,  quod  ab  umbilico  parabolce  ad  tangentem  ejus  demittitur, 
medium  est  proportionale  inter  distantias  umbilici  a  puncto  eontactus  et  a 
vertice  principali  figura. 

Sit  enim  A  P  parabola,  S  umbilicus  ejus,  A  vertex  principalis,  P 
punctum  contactus,  P  O  ordinatim  applicata  ad  diametrum  principalem, 
P  M  tangens  diametro  prin- 
cipali  occurrens  in  M,  et 
S  N  linea  perpendicularis  ab 
umbilico  in  tangentem.  Jun- 
gatur  A  N  et  ob  aequales 
M  S  et  S  P,  M  N  et  N  P, 
M  A  et  A  O  parallelae  erunt 
rectae  A  N  et  O  P  ;  et  inde 
triangulum  S  A  N  rectangulum  erit  ad  A,  et  simile  triangulis  aequalibus 
SNM,  SNP:  ergoPSestadSNutSNadS  A.     Q.  d.  e. 

Corol  1.  P  S  q  est  ad  S  N  q  ut  P  S  ad  S  A, 

( ' )  Corol.  2.  Et  ob  datam  S  A  est  S  N  q  ut  P  S. 

Corol.  3.  Etconcursus  tangentis  cujusvis  P  M  cum  recta  S  N,  quae 
ab  umbilico  in  ipsam  perpendicularis  est,  incidit  in  rectam  A  N  quae  para- 
bolam  tangit  in  vertice  principali. 


describit  ad  vim  centrifugam  a  foco  H  tendentem 
qua  eaiidem  hyperbolam  percurrit  ut  C  P  X 
H  P  *  ad  P  E  3.     Vim  a  centro  C,    tendentem 
quEB  est  ut  C  P,  exponat  recta  C  P,  et  alteram 
vim  a  foco  H  directam  exponat  recta  A,  et  erit 

CPXHP*:PE3=CP:  A=-|-|-'' 
hoc  est,  ob  P  E  «cqualem  datae  A  C,  vis  a  foco 
H  tendcns  est  reciproce  ut  H  P  *. 


(')  266.  Dem.  Illius  dcmonstrationem  jam 
superius  in  Compendio  de  Conicis,  Theor.  IV. 
de  Parobola  dedimus. 

(')  Cum  sit  (per  CoroU.  1.)  S  A  X  P  S  «= 
S  N  2  X  P  S,  adeoque  SAXPS  =  SN*; 
erit  ob  datam  iS  A,  S  N  *  ut  P  S,  id  est,  varia- 
tiones  quadrati  S  N  2,  in  eadem  parabola  erunt 
ut  variationes  rectae  S  P  sive  utdistantia;  afoco. 
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PROPOSITIO  XIII.     PROBLEMA  VIII. 

Moveatur  corpus  in  perimetro  paraholce  :  requiritur  lex  vis  centripetce  ten- 
dentis  ad  umbilicum  hujus^gura. 

Maneat  constructio  lemmatis,  sitque  P  corpus  in  perimetro  parabolae, 
et  a  loco  Q,  in  quem  corpus  proxime  movetur,  age  ipsi  S  P  parallelam 
Q  R  et  perpendicularem  Q  T,  necnon  Q  v  tangenti  parallelam,  et  occur- 
rentem  tum  diametro  P  G  in  v,  tum  distantiae  S  Pin  x.  Jam  ob  similia 
triano-ula  (*)  P  x  v,  S  P  M,  et  aequalia  unius  latera  S  M,  S  P,  aequalia 
sunttlterius  latera  P  x  seu  Q  R  et  P  v.  Sed  ex  conicis  quadratum  or- 
dinatse  Q  v  sequale  est  rectangulo  sub  latere  recto  et  segmento  diametri 
P  v,  id  est  (per  Lem.  XIII.)  rectangulo  4PSXPv,  seu4PSxQR; 
etpunctis  P  et  Q  coeuntibus,  ratio  Q  v  ad  Q  x  (per  Corol.  2.  Lem.  VIL) 
fit  ratio  aequalitatis.     Ergo  Q  x  y^ 

quad.    eo   in   casu  aquale    est  yf^^ — 

rectangulo  4  P  S  X  Q  R.  Est 
autem(ob  similia  triangula  QxT, 
S  P  N)  Q  X  q  ad  Q  T  q  ut 
P  S  q  ad  S  N  q,  hoc  est  (per 
Corol.  1.  Lem.  XIV.)  ut  P  S 
ad  S  A,  id  est,  ut  4  P  S  X  Q  R 
ad  4  S  A  X  Q  R,  et  inde 
(per  Prop.  IX.  Lib.  V.  Elem.)  (")  Q  T  q  et  4  S  A  X   Q  R  aequantur. 

SPq        ^      SP  q  X  QTq 

Ducantur  haec  aequaha  in  q  t>  '  et  fiet 0~R asquale  S  P  q  x 

4  S  A :  et  propterea  (per  CoroL  1 .  et  5.  Prop.  VI.)  vis  centripeta  est  re- 
ciproce  ut  S  P  q  X  4  S  A,  id  est,  ob  datam  4  S  A  reciproce  in  duph- 
cata  ratione  distantiae  S  P.     Q.  e.  i. 

Corol.  1 .  (^)  Ex  tribus  novissimis  propositionibus  consequens  est,  quod 
si   corpus  quodvis  P  secundum  lineam  quamvis  rectam  P  R  quacunque 

(')  •  Nam  ob  parallelas  M  P  et  Q  v,  M  S  et  a  centro  virium  reciproce  proportionalis,  corpus 

P  G,  est  angulus  v  Px==:PSMetPxv=  movebitur  in  aliqua  sectionum  conicarum.— Dem. 

Q  X  T  =  M  P  S.  Prima  pars  propositiopis  a  Newtono  elegantcr 

(")  267.   Quoniam  latus  rectum  principale  L  demonstiata,  potest  adhuc    aliter  et  generatim 

=  4  A  S,  et  est  4  A  S  X  Q  R  =  Q  T  2,  erit  ,           ^  .       ...            .    ^       ^         S  P 

etiam  in  parabol^  ut  in  cseteris  Sectionibus  coni-  demonstrari.       Vis  centnpeta   ut    g  y^  x  It 

cis(264),ktusrectumprincipaleL=4-V-  i^^t^    sed   in    oi^ni    sectione    conica    R    = 

Q    K         i-'    X     Q    J^         (.030  \      ErCTo— — — i- 

C)  268.    Si  corpus  moveatur  in  aliqua  sec-  SSY^                            "SY^^R  — 

tionum  conicarum  umbilicum  habente  ip  centro  eSY^xSP              2 

virium,  vis  centripeta  erit  reciproce  proportio-  sy3  V  T  vSP^' — L  y  SP^      '^  ^*'  ^  "^'^™ 

nalis  quadrato  distantise  locorum  ab  umbilico,  et  „      A.    A 

contra  si  vis  centripeta  fuerit  quadrato  distantisc  — ,  yis  est  ut  ^-p  ,    Q.  e.  1"", 


A.      S 
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cum  velocitate  exeat  de  loco  P,  et  vi  centripeta,  quae  reciproce  proportio- 
nalis  quadrato  distantiae  locorum  acentro,  simul  agitetur  ^movebitur  hoc 
corpus  in  aliqua  sectionum  conicarum  umbUicum  habente  in  centro  virium ; 
et  contra.  Nam  datis  umbilico,  et  puncto  contactus,  et  positione  tangen- 
tis,  describi  potest  sectio  conica,  quae  curvaturam  datam  ad  punctum  illud 
habebit.  Datur  autem  curvatura  ex  data  vi  centripeta,  et  velocitate  cor- 
poris :  et  orbes  duo  se  mutuo  tangentes  eadem  vi  centripeta  eademque  ve- 
locitate  describi  non  possunt. 

CoroL  2.     Si  velocitas,  quacum  corpus  exit  de  loco  suo  P,  ea  sit,  qua 


Corpus  P,  data  cum  velocitate  secundum 
directionem  datam  P  Q,  projiciatur,  sitque  vis 
centripetaj  ad  punctum  S  tendentis  quantitas 
absoluta  data  in  puncto  dato  P,  in  variis  a  centro 
distantiis  ea  vis  sit  semper  in  ratione  inversa  qua/- 
drati  distantiae  a  centro  S,  si  ea  fuerit  corporis 
P  velocitas  quam  vi  centripeta  ut  est  in  P  uni- 


formiter  urgente  acquireret  cadendo  per  ^  S  P 
et  prjEtcrea  P  S  sit  ad  P.  Q,  perpendicularis, 
corpus  P  circulum  describet  cujus  centrum  S  et 
radius  P  S  (201.)  Si  vero  alia  fuerit  velocitas, 
aut  P  S  ad  P  Q  obliqua,  corpus  P  aliam  de- 
scribet  orbitara  in  qua  tangens  P  Q,  non  semper 
erit  ad  radium  vectorem  S  P  perpendicularis. 
Sit  igitur  P  Q,  ad  S  P  obliqua,  datulr  P  r, 
radius  circuli  orbitam  a  corpore  P  describen- 
dam  osculantis  in  P  ;  ex  r  iu  P  S  demittatur 
perpendicularis  r  H,  et  ex  H  in  P  r  perpendi- 
cularis  H  K,  jungaturque  S  K  ;  Deinde  fiat 
angulus  Q  P.  F  compleraentum  ad  duos  rectos 
anguli  Q  P  S,  et  si  fuerit  P  F  parallela  ipsi 
S  K,  describatur  parabola  cujus  unibilicus  S, 


axis  S  K,  et  punctum  perimetri  P,  data  sunt. 
Si  Vero  P  F  ipsi  S  K  occurrnt  in  puncto  aliquo 
F,  tunc  focis  S,  et  F,  et  perimetri  puncto  P  da- 
tis  describatur  Hyperbola  si  puncta  S  et  F  ca- 
dant  ad  eandem  partem  puncti  K,  et  ElHpsis  si 
cadant  ad  partes  contrarias,  et  corpus  P  move- 
bitur  in  sectione  conica  per  eam  constructionem 
descripta,  Nam  (per  construct. )  angulus  Q  P  F, 
est  complementum  anguli  Q,  P  S,  ad  duos 
rectos  ;  sed  angulus  S  P  M,  est  quoque  ejus- 
dem  anguli  Q  P  S,  complementum  ad  duos  rec- 
tos,  ac  proinde  Q  P  F  =  S  P  M,  ergo  sub- 
ducto  communi  angulo  S  P  F,  erit  angulus 
Q  P  S  =  F  P  M,  adeoque  Q  P,  tangens  sec- 
tionis  in  P,  (Prop.  48.  Lib.  3.  Conic.  ApoU.  et 
per  Theor.  III.  aut  IV.  de  Hyp.  EIL  et  Parab.) 
Cum  igitur  sectionis  axis  sit  S  K,  et  P  K, 
ad  tangentem  P  Q,  normalis  (per  constr.) 
erit  P  r  radius  curvaturae  sectionis  in  puncto 
P,  (239.)  eadem  igitur  est  sectionis  conicae  et 
orbitjE  quam  corpus  P  describit  tangens  atque 
curvatura  in  puncto  P,  porro  sectio  conica 
D  P  A  describi  potest  vi  aliqua  centripeta  ad  um. 
bilicum  S  tendente  qu»  fit  semper  reciproce  pro- 
por*tionalis  quadrato  distantiae  ab  illo  puncto  S 
(per  superiiis  demonstrata)  et  ex  datis  corporis 
alicujus  A  sectionem  describentis,  velocitate  ia 
puncto  P,  directione  tangentis  P  Q,  directione 
vis  P  S,  et  curvatura  sectionis  conics  in  P, 
datur  vis  centripetae  quantitas  absoluta  in  puncto 
P,  (242.)  qua  corpus  A  in  sectione  conica  re- 
tinetur  in  P,  ponamus  velocitatem  corporis  A 
eandem  cum  velocitate  projectionis  corporis  P 
orbitam  suam  describentis,  tum  eadem  erit  ejus 
orbitae  et  Sectionis  Conicas  curvatura  in  P,  idem 
virium  centrum  S,  idem  punctum  P,  eadem 
tangens  P  Q,  eadem  vclocitas  projecUonis, 
eadem  lex  vis  centripetae,  ac  proinde  eadem  Ulius 
quantitas  absoluta  in  puncto  P,  tam  in  sectione 
conica  quam  in  orbita  a  corpore  P  describend^ 
Ciim  igitur  corpus  P,  iis  posids  unicam  cur- 
vam  describere  possit  et  quidem  sectionem  coni- 
cam  D  P  A  possit  describere,  eam  revera  de- 
scribet  (244.)    Q.e.  2""". 

2*™.  hujusce  propositionis  partem  formu- 
lis  analyticis  invenerunt  Hermannus  et  BemouU 
lius  in  Monumentis  Academiae  Parisiensis,  an. 
1710. 
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lineola  P  R  in  minima  aliqua  temporis  particula  describi  possit ;  et  vis  cen- 
tripeta  potis  sit  eodem  tempore  corpus  idem  movere  per  spatium  Q  R 
n.ovebitur  hoc   coi-pus  in  conica   aliqua   sectione;   cujus  ktus  rectum 

principale  est  quantitas  illa  (?)  ^      ^,  quae  ultimo  fit,  ubi  lineolae  P  R, 

Q  R  in  infinitum  diminuuntur.  Circulum  in  his  Corollariis  refero  ad 
ellipsin  ;  et  casum  excipio,  ubi  corpus  recta  descendit  ad  centrum. 


PROPOSITIO  XIV.    THEOREMA  VI. 

Si  corpora  plura  revolvantur  circa  centrum  communef  et  vis  centripeta  sit  r^- 
ciproce  in  duplicatd  ratione  distantia  locorum  a  centro  ,•  dico  quod  orhium 
latera  recta  principalia  sunt  in  duplicatd  ratione  arearum,  quas  corpora 
radiis  ad  centrum  ductis  eodem  tempore  describunt. 

("=)    Nam   (per    Corol.    2.    Prop. 
XIII.)  latus  rectum  L   sequale  est 

QTq 

quantitati   "q^  5    quse    ultimo    fit, 

ubi  coeunt  puncta  P  et  Q.    Sed  linea 

minima  Q  R  dato  tempore  est  ut  vis 

centripeta  generans,  hoc  est  (per  hy- 

pothesin)  reciproce  ut  S  P  q.    Ergo 

QTq 

Q-j^  est  ut  Q  T  q  X  S  P  q,  hoc  est, 

latus  rectum  L  in  duplicata  ratione  arese  Q  T  X  S  P.     Q.  e.  d. 

Corol.  {^)  Hinc  ellipseos  area  tota,  eique  proportionale  reetangulum 
sub  axibus  est  in  ratione  composita  ex  subduplicata  ratione  lateris  recti,  et 


C)  *  Patet  ex  nota  267. 

\^)  269.  Sint  in 
Hypothesi  propositi- 
onis  XIV.  duarum  sec- 
tionum  conicarura 
arcus  quam  minimi 
P  Q,  p  q,  simul  des- 
cripti,  L,  1,  earum- 
dem  latera  recta,  (et 
per  Prop.  VI.  et 
Hyp.)  QR:  qr  = 
S  p  2  :  S  P^.     Sed 

(267.)-^.^^ 
^         -*    Q.  R     qr 

_T.i_^T  qt^ 

=  Q  T  ^X  S  P^  :  q  t  2  X  S  p  *.    Sunt  autem 
Q  T  X  S  P,  q  t  X  S  p,  ut  sectores  evanescentes 


8  Q  P,  S  q  p,  ergo  latera  recta  L,  I,  sunt  in 
duplicata  ratione  arearum  siraul  descriptarum  • 
nam  areae  quaevis  ^imul  descriptaB  sunt  semper  ut 
sectores  S  Q  P,  S  q  p,  simul  descripti,  ob  aequa- 
bilem  circa  centrum  virium  S  arearum  descrip. 
tionem  in  utraque  sectione  conica.  Hinc  in 
analogiis  loco  quadrati  areae  dato  tempore  de- 
scriptae  substitui  potest  sectionis  latus  rectum  et 
contra,  dummodo  id  ftat  in  Hypothesu  proposi- 
tionis. 

(*)  270.  Hinc  Ellipseos  area  tota  eiqiie  pro- 
portionale  rectangulwn  sub  axibus  (250.)  est  in 
ratione  composiid  ex  subduplicatd  ratione  latens 
recti  et  ratione  temporis  periodici.  Namque  tem- 
pus  periodicum  (252.)  est  ut  area  tota  directe  et 
area  tempore  dato  descripta  inverse,  adeoque 
area  tota  est  ut  area  O  T  X  S  P  quae  dato  tera- 
pore  describitur  (hoc  est,  (269. )  ut  radix  quad- 
rata  lateris  recti)  ducta  in  tempus  periodicum. 
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ratione  temporis  periodici.    Namque  area  tota  est  ut  area  Q  T  X  S  P,  quae 
dato  tempore  describitur,  ducta  in  tempus  periodicum. 

PROPOSITIO  XV.    THEOREMA  VIL 

lisdem  positis,  dico  quod  tempora  periodica  in  ellipsibus  sunt  in  ratione  ses- 
quiplicatd  majorum  axium. 

(^)  Namque  axis  minor  est  medius  proportionalis  inter  axem  majorem  et 
latus  rectum,  atque  ideo  rectangulum  sub  axibus  est  in  ratione  composita 
ex  subduplicata  ratione  lateris  recti  et  sesquiplicata  ratione  axis  majoris. 
Sed  hoc  rectangulum  (per  Corol.  Prop.  XIV.)  est  inratione  composita  ex 
subduplicata  ratione  lateris  recti  et  ratione  periodici  temporis.  Dematur 
utrobique  subduplicata  ratio  lateris  recti,  et  manebit  sesquiplicata  ratio 
majoris  axis  eadem  cum  ratione  periodici  temporis.     Q.  e.  d. 

(^)  Corol.  Sunt  igitur  tempora  periodica  in  ellipsibus  eadem  ac  in  cir- 
cuiis,  quorum  diametri  aequantur  majoribus  axibus  ellipseon. 

PROPOSITIO  XVL     THEOREMA  VIIL 

lisdcm  positis,  et  actis  ad  corpora  lineis  rectiSf  quce  ibidem  tangant  orbitas, 
demissisque  ab  umbilico  communi  ad  has  tangentes  perpendicularibus  :  dico 
qmd  velocitates  corporum  sunt  in  ratione  compositd  ex  ratione  perpendiculo- 
rum  inverse,  et  subduplicatd  ratione  laferum  rectorum  pri^icipalium  directe. 

'    Ab    umbilico    S    ad    tangentem 

P  R  demitte  perpendiculum  S  Y,  et 

velocitas  corporis  P   erit  reciproce 

in   subduplicata   ratione  quantitatis 

S  Y  q 

— r — .     Nam  velocitas  illa  est  ut  ar- 

cus  quam  minimus  P  Q  in  data 
temporis  particula  descriptus,  hoc  est 
(per  Lem.  VII.)  ut  tangans  {^)  P  R, 
id    est,  ob   proportionales  P    R  ad 

SPvQT 

Q  T et  S  P  ad  S  Y,  ut — g-Y — , 

(*)  271.  Sit  Ellipsis  axis  major  A,  minor  B, 
Latus  rectum  L,  tempus  periodicum  T;  et 
quoniam  A  :  B  =  B  :  L,  erit   B  *  =  A  X  L, 

B=A^XL^  AxB  =  AfxL*' 
sed  rectangulum  A  X  B,  (270.)  est  ut  T  X 

L  *•    ergd  a|x  L  *  est  ut  T  X  L  '*'  et  divi- 


dcndo  utrumque  terminum  per  L*  erit  A  ^  ut  T. 


C^)  272.  Circulus  est  species  ellipsis  cujus 
foci  cum  centro  coincidunt  et  Latus  rectum  cum 
diametro  ;  sed  tempora  periodica  in  EUipsibus 
quae  axem  majorem  aiqualem  habent  sunt  a:qua- 
lia  (271.)  ergo  in  Ellipsi  etcirculo  cujusdiame- 
ter  seu  axis  a;quatur  axi  majori  elUpsis,  tcmpora 
periodica  jEquantur. 

C)  •  Velocitas  est  ut  tangens  P  R,  sed  ob  aa- 
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sive  ut  S  Y  reciproce  et  S  P  x  Q  T  directe ;  estque  S  P  x  Q  T  ut  area 
dato  tempore  descripta,  id  est  (per  Prop.  XIV.)  in  subduplicata  ratione 
lateris.recti.     Q.  e.  d. 

Corol.  1.  (^)  Latera  recta  principalia  sunt  in  ratione  composita  ex 
duplicata  ratione  perpendiculorum,  et  duplicata  ratione  velocitatum. 

Corol.  2.  Velocitates  corporum,  in  (*)  maximis  et  minimis  ab  mnbilico 
communi  distantiis,  sunt  in  ratione  composita  ex  ratione  distantiarum  in- 
verse,  et  subduplicata  ratione  laterum  rectorum  principalium  directe, 
Nam  perpendicula  jam  sunt  ipsae  distantiae. 

Corol.  3.  (^)  Ideoque  velocitas  in  conica  sectione,  in  maxima  vel  mi- 
nima  ab  umbilico  distantia,  est  ad  velocitatem  in  ciixulo  in  eadeni  a  centro 
distantia  in  subduplicata  ratione  lateris  recti  principalis  ad  duplam  illam 
distantiam. 

Corol.  4.  (^)  Corporum  in  ellipsibus  gyrantium  velocitates  in  raediocri- 
bus  distantiis  ab  umbilico  communi  sunt  eaedem,  quae  corporum  gyrantium 
in  circulis  ad  easdem  distantias  ;  hoc  est  (per  Corol.  6.  Prop.  IV.)  reciproc^ 
in  subduplicata  ratione  distantiarum.  Nam  perpendicula  jam  sunt  semi- 
axes  minores,  et  hi  sunt  ut  mediae  proportionales  inter  distantias  et  latera 
recta.  Componatur  haec  ratio  inverse  cum  subdupHcata  ratione  laterum 
rectorum  directe,  et  fiet   ratio  subduplicata  distantiarum  inverse. 

Corol.  5.  In  eadem  figura,  vel  etiam  in  figuris  diversis,  quarum  latera 
recta  principalia  sunt  aequaha,  velocitas  corporis  est  reciproce  ut  pei^peh- 
diculum  demissum  ab  umbilico  ad  tangentem. 

Corol.  6.     (')  In  parabola  velocitas  est  reciproce  in  subduplicata  rati- 

gulos  ad  T   et  Y  rectos   et  angulos   Q  P  T,  duplicata  ratione  laterum  [rectorum,  boc  est  in 

Y     P     S,     punctis     P,     Q,     coeuntibus     ae.  subduplicat&  ratione    lateris   recti  sectionis  co- 

quale*,    triangulum    evanescens    Q   P    T,    si-  nicae,  ad  duplam  illam  distantiam  qus  est  latus 

mile  erit  triangulo    P  S  Y,   adeoque   Q  P  (P  rectum  circuli. 

T}\Qrp SP-SY      tPR  ^  ^  ^  ^^  ("^  *  ■*'*  "^  corporis  in  Ellipsi  gyrantis  medio- 

'  ■                           ■          '                            ^"Y     '  *^"^  distantia  ab  umbilico,  sit  etiam  circuli  ra- 

(')  *  Velocitatisquadratum  c  *,  estdirecte  ut  ^^^    ^;    semiaxis    minor,  seu    perpendicula^ 

L  ris  demissa    ex  umbilico     in     tangentem     axi 

S    Y    2  (^™P-  ^VI-  )•  ^go  L  est  ut  c  2  X  SY  -?.  majori  parallelam  sit  B,  latus  rectum  L,  et  di-- 

(f)  •  Maximaeet  minim^  distanti^B  sunt  axis  ^^^.  H^"  "^'^*?'"  (2"2-)   erit   2  A,  velocitos  in 

partes  ab  urabilieo  ad  vertices  principales  con-  ^^P^  ^'  ^'  '"  "'*="}°  "'  ^'  ^'*  (P^'"   ^^P- 

tenta;,  adeoque  cum  illic  asis  sit  pei-pendicularis  XVL)   C  *:  c  «=-——: -^—^=    L    X    A    : 

tangenti,    ipsa   perpendicula   ad  tangentem   in  .  ?  ^  .  ■'^  ". 

maximisttminimisdistantiissuntipsadistantice;  2  3*;  sed  ex   Conicis  distantia  a  foco  ad  ex- 

mediocres  distantiae  sunt  distantise  ab  umbilico  ad  tremitatem  semiaxis  minoris  (quae  est  mediocris 

vertices  axis  minoris  Ellipseos,  adeoque  semiaxi  distantia)  est   aequalis   semiaxi  majori,  est  ergo 

majori  aequantur.  distantia  A   semiaxis   major,  ideoque   cum   ex 

(«)  *  Nam  circulusille  (272.)  est  ellipsis  cujus  conicis  sit   A  :  B  =  2  B  :  L,  est  2  B  2  =  A 

latus  rectum  est  ipsa  diameter,  ideoque  est  ipsa  X  L,  ergo  C  2  =  c  *,  et  C  =  c. 

dupla  distantia  ab  umbilico  seu    centro,  quare  (')  ^"^  Pcirabold  velocUas  est  reciproce  in  subdu- 

cum  eadem  ponatur  distantia  tam  in  conici  sec-  J^icct^     ratione.    distantice   corporis   ab   umbilico 

tione  quam  in  dreulo,  yelocitates  sunt  in  sub-  j^^rce  ,•  cum  enim  velocitas  sit  reciproce  ut  per- 
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one  distantiae  coiporis  ab  unibilico  figurae ;  in  ellipsi  magis  variatur,  in 
hyperbola  minus  quam  in  hac  ratione.  Nam  (per  Corol.  2.  Lem.  XIV.)  per- 
pendiculum  demissum  ab  umbilico  ad  tangentem  parabolae  est  in  subdu- 
plicata  ratione  distantiae.  In  hyperbola  perpendiculum  minus  variatur,  in 
ellipsi  magis. 

Corol.  7.     ^  "  )  In  paraboia  velocitas  corporis  ad  quamvis  ab  lunbilico 
distantiam  est  ad  velocitatem  corporis  revolventis  in  circulo  ad  eandem  a 


H    D 


pendiculum  demissum  ab  umbilico  ad  Tangen- 
tem,  per  praced.  CoroU,  et  (per  Cor.  2,  Lem. 
XiV.)  quadratum  ejus  perpendiculi  sit  semper 
in  Parabola  ut  distantia  a  foco,  erit  velocitas  re- 
ciproce  ut  radix  quadrata  illius  distantiaj  a  foco, 
sive  in  !,tibduplicald  ratione  distayitla;  &c. 

276.  Lcmma.  Sit  Ellipsis  A  P  B,  «ujus  axis 
TCajor  A  D,  foci  S  et  H,  semiaxis  minor  B  C ; 
M  y  tangens  in  P,  S  Y  et  H  y  in  tangentem 
perpendiculares ;  ob  angulos  Y  P  S,  H  P  y, 
jcquales  (Prop.  48.  Lib.  3.  Coiiic.  Apoll.  sup. 
Theor.  IV.  de  Ellip.)  similia  sunt  triangula 
S  P  Y,  H  P  y,  unde  SP:  SY:  =  HP:Hy 
=S  Y  X  H  P    ^^        .  ^.   s  y  ^   H  y  = 

S  Y     X  H  P —  B  C  2  (ex  conicis.   Vid.  sup. 

SP  ^ 

n.  2S6.)  sedHP  +  SP  =  A  D  (Prop.  52. 
Lib.  3.  Conic.  Apoll.  sup.Theor.  IIL  de  Ellipsi) 

gY*v  AD— SP 
undee3tHP=AD— SPergo        ^ 


=  BC*:etSY*  = 


SP 
B  C^x   S  P 


A  D  —  S  P' 


Ergo 


B  C2  X  SP 
in  EUipsi,  S  Y    variatur  in  ratione        -^  ^  p 

sive  ob  quanljtatem  B  C  ^»  constantem  in  ra- 

SP 
^°"^  AD-SP- 

Crescat  distantia  S  P,  minor  fiet  A  D  •— 
S  P,  s>  non  mutaretur   denominator    fractionis 

.--^-^-—-  =  S  Y  2,  cresceret   S  Y  ^  sicut 
A  D  —  S  P 


S   P,  cum   autem   minuatur  denominator  S  P 
crescente,    eo    ipso    major    fit  valor   fractionis 
S    P 
„ „  p   ergo  crescente   S  P,  S  Y  2  magis 

crescit  quam  in  sola  ratione  S  P,  ergo  perpen- 
diculum  in  ellipsi  magis  variatur  guam  in  sub- 
duplicata  ratione  distantice  S  P. 

In  Hyperboia  vero,  quoniam  H  P  —  S  P 
=  A  D  (Prop.  51.  Lib.  5.  Conic.  Apoll. 
Theor.  III.  de  Hyp.)  etHP=AD-f.SP, 

1  A  VCV2  BC»XSP 

eodem  modo  repentur  S  Y  2  =  — — -  -  ' -, 

'  A  D  +  P  S 

et  crescente  S  P,  crescit  etiam  A  D  -|-  S  P,  si 
idem  maneret  denominator  cresceret   S  Y  *  si- 

S  P 
cut  S  P,  denominatore  aucto,  fractio— -=———— - 

AD-|-SP 

fit  minor  quam  eo  manente,  sed  ea  exprimit 
valorem  quadrati  perpendiculi  S  Y,  ergo  S  Y  * 
minus  crescit  quam  S  P  sive  perj)endiculum  i« 
ffyperbola  minus  varintur  quam  in  suhdupli- 
catd  ratione  distantice  S  P. 

(^)  277.  Sit  latus  rectum  parabols  L,  adeo- 
que  distantia  foci  a  vertice  ^  L,  et  ex  tm:)bilico 
tanquam  centro  ac  radio  -J  L,  describatur  cir- 
culus,  ejus  latus  rectum  seu  diameter  erit  ■§  L  i 
unde  velocitas  corporis  in  vertice  parabola;  erit 
ad  velocitatem  corporis  in  illo  circulo  revolven- 
tis  ut  y'  L  ad  y'  ^  L,  hoc  est,  ut  -\/  2  ad  1. 
(Corol.  2.  hujusce  Prop.)  sed  per  Corol.  6.  ve- 
locitas  in  vertice  parabohi'  est  ad  velocitntein  in 
alia  qiiavis  ab  umbilico  distantia  S  P,  ut  y'  S  P 
ad  V  i  L,  et  (per  Corol.  6.  Prop.  IV.)  velo- 
citas  in  circulo  ctijus  radius  ^  L,  est  etiam  ad 
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centro  distanliam  in  subduplicata  ratione  numeri  binarii  ad  unitatem  ;  ( ' ) 
in  ellipsi  minor  est,  in  hyperbola  major  quam  in  hac  ratione.  Nam  pfer 
hujus  corollarium  secimdum  velocitas  in  vertice  parabolae  est  in  hac  rati- 
one,  et  per  corollaria  sexta  hujus  et  propositionis  quart£E  serv-atur  eadem 
proportio  in  omnibus  distantiis.  Hinc  etiam  in  parabola  velocitas  ubique 
sequalis  est  velocitati  corporis  revolventis  in  circulo  ad  dimidiam  distantiam, 
in  elHpsi  minor  est,  in  hyperbola  major. 

Corol.  8.  Velocitas  gyrantis  in  sectione  quavis  conica  est  ad  veloci- 
tatem  gyrantis  in  circulo  m  distantia  dimidii  lateris  recti  principalis  secti- 
onis,  ut  distantia  illa  ad  perpendiculum  ab  umbilico  in  tangentem  sectionis 
demissum.     ( "  )    Patet  per  corollarium  quintum. 

Corol,  9.     ( " )  Unde  cum  (per  Corol.  G.  Prop.  IV.)  velocitas  gyran- 


velocitatem  m  alio  clrciilo  cujus  radius  S  P,  ut 
<^  S  P,  ad  -v/  $  L ;  quare  velocitas  in  vertice  pa- 
raboiaB  est  ad  velocitatem  m  eadem  parabola  aa 
distantiam  S  P,  utvelocitas  in  circulo  c-ijusradi- 
us  i  L,  ad  velocitatem  in  circulo  cujus  radius 
est  S  P,  ac  proinde  altemando  velocitas  in  ver- 
tice  ]iarabolaE  est  ad  velocitatem  in  circulo  radio 
■|  L  descripto;  hoc  est,  -v^  2  ad  1,  ut  velocitasin 
parabolaindistantid  SP,  ad  velocitatem  incirculo 
ad  eandem  a  centro  seu  umbilico  distantiam  des- 
cripto. 

273.  Hine  etiam  in  parabold  velocilas  vhi- 
gue  (Bqualis  est  velocilati  corporis  revolventis^  in 
circiUo  ad  dimidiam  distantiam  ;  nam  velocitas 
in  circulo  cujus  radius  ^  S  P  est  ad  velocitatem 
in  circulo  cujus  radius  S  P,  ut  y'  2  ad  I, 
(per  Corol.  6.  Prop.  IV.)  sed  velocitas  in  para- 
bola  ad  distantiam  S  P,  est  ad  velocitatem  in 
circulo  cujus  radius  S  P,  etiam  ut  y'  ^  ad 
1,  velocitas  igitur  in  parabola  ad  distantiam  S  P, 
sequatur  velocitati  in  circulo  cujus  radius  ^  S  P. 

(')  279.  In  Ellipsi  velocitas  corporis  ad  quani- 
vis  ab  umbilico  distantiam  est  ad  velocitatem  cor- 
poris  revolventis  in  circvlo  ad  eandem  a  ceritro  dis- 
tantiam  in  minore  ratione  quam  ^  2  ad  1  ;  m 
Hyperbola  in  ratione  niajore.  Sit  enim  EUipsisvel 
hyperbolae  latus  rectum  L,  distantia  ab  um- 
bilieo  S  P,  perpendiculum  ad  tangentem 
sectionis  in  puncto  P  demissum  S  Y  ;  S  P,  sit 
radius  circuli,  c  sit  velocitas  in  Ellipsi  vel  hy- 
perbola  ad  distantiam  S  P  ;  C,  velocitas  in  cir- 
culo,   et   erit   (per  Prop.  XVI.)  c*  :   C^  = 

_Il_  .  iiJ?  =  L  V  S  P :  2  S  Y2;  sed  (276) 
S   Y^  ■  S    P^  ^  'V 

2  s  Y  2  —  1— — — =r>  ergo  c  -  :  C  -  =  L 

^^^    —  AD:+:sp'    ° 


XSP: 


2  B  C  -  X  S  P 


^LXAD^SP: 


AD  q:  S  P 
2  BC*;etobLX  A  D  ==  4  B  C*  seu  2  B  C  * 
L  X   A  D    _  _  ,      C  ^  =  2  A  D  + 


est 


2SP: 

VOL. 


A  D ;    unde   in  EUipsi  in  qui  2  S  P 


habet  signum  — ,  ratio  c  ^  ad  C.^,  minor  est  qiiam 
ratio2,  ad  1,  et  ratio  c  ad  C,  minor  quam  ratio 
y'  2,   ad    1;    in   hj-perbola  major  ob -|-  2  S  P 

(276.) 

280.  Corol.  Quoniam  distantia  ab  altero 
sectionis  foco  H  P  =  A  D  I^  S  P,  erit  c  .^  . 
C2=2  HP:AD=HP:i  A  D,  hoc 
est,  velocitas  in  Ellipsi  et  hyperbola  ad  quam- 
vis  ab  umbilico  seu  centro  virium  distantiam 
S  P  est  ad  velocitatem  in  cirndo  ad  eandem  dis- 
tantiam  in  ratione  subduplicata  distantias  H  P  ab 
altero  umbilico  ad  semiaxem  majorem, 

(")  *  Nam  iste  circulus  et  sectio  Conica  idem 
latus  rectum  habent,  quia  in  circulo  distantia  a 
Centro  semi-diametro  ajquatur  et  tota  diameter 
est  latus  Kectum,  ideo  velocitates  sunt  rcciproce 
ut  perpendicula  in  Tangentem  deraissa  (per  Cor. 
5  hujusce)  sed  in  circulo  seraidiametcr  perpen- 
diculo  aequatur,  ergo  velocitates  in  sectione  et  in 
circulo  sunt  ut  semi-diaraeter  circuli  ad  Perpen- 
diculum,  &c. 

(")  281.  Sit  C  velocitas  corporis  gj-rantis  in 
circulo  ad  distantiam  dimidii  lateris  recti  \  L, 
c  velocitas  in  scctione  conica  ad  distantiam  S  P, 
K  velocitas  in  circulo  ad  eandem  distantiam  S  P, 
et  erit  (per  Corol.  8.)  c^  :  C^  =i  L  «  :  S  Y  > 
(et  per  Cor.  6.  Prop.  IV.)  C  ^  :  K  2  =  S  P  : 
i  L.  unde,  ex  aequo,  c  2  :  K  «  =  S  P  X 
iL«:SY2x^L=SPX  iL:SY2. 
Fiat  S  P  :  m  =  m  :  ^  L,  et  erit  m  2  =  S  P 
X  i  L,  ac  proHide  c^;  K^^m^:  SY^  et 
c:  K=m  :  S  Y. 

282.  Sit  C,  centrunv  Ellipsis,  C  B  semiaxis 
minor,  foci  S  et  H,  tendatque  vis  centripeta  ad 
focum  S ;  velocitas  in  P  erit  ad  velocita- 
tem  in  B,  in  subduplicata  ratione  distantiae 
H  P  a  foco  H,  ad  distantiam  S  P  ab  altcro  foco 
seu  centro  ^-irium  S ;  Nam  velocitas  in  P  dica- 
tur  C,  velocitas  in  B  dicatur  c.  et  erit  (per 
Cor.  5.  Prop.  XVL)  C  :  c  =  C  B  :  S  Y,  adeo- 
que  C^:  c^=  CB*.  SY^  hoc  est,  ob 
CB*  =  SYX  Hy  (^^35.)  C»:  c»=SYX 
Hy:SY^=Hy:   SY;&edob  biiuilia 
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tis  in  hoc  circulo  sit  ad  velocitatem  gyrantis  in  circulo  quovis  alio  reciproce 
in  subduplicata  ratione  distantiarum ;  fiet  ex  aequo  velocitas  gyrantis  in 
conica  sectione  ad  velocitatem  gyrantis  ih  circulo  in  eadem  distantia,  ut 
media  proportionalis  inter  distantiam  illam  communem  et  semissem  prin- 
cipalis  lateris  recti  sectionis,  ad  perpendiculum  ab  umbilico  communi  in 
tansrentem  sectionis  demissum. 

D 

PROPOSITIO     XVII.     PROBLEMA  IX. 

Posito  quod  tis  centripeta  sit  reciproce  proportionalis  quadrato  distantits 
locorum  a  centro,  et  quod  vis  illius  quantitas  absoluta  sit  cognita ;  requiri- 
tur  linea^  quam  corpus  dcscribit  de  loco  dato  cum  datd  vclocitate  secundum 
datam  rectam  egrediens. 

Vis  centripeta  tendens  ad  punctum  S  ea  sit,  qua  corpus  p  in  orbita  qua- 
vis  data  p  q  gyretur,  et  cognoscatur  hujus  velocitas  in  loco  p.  De  loco  P 
secundum  lineam  P  R  exeat  corpus  P  cum  data  velocitate,  et  mox  inde, 
cogente  vi  centripeta,  deflectat  illud  in  coni  sectionem  P  Q.  Hanc 
igitur  recta  P  R  tanget  in  P.  Tangat  itidem  recta  aliqua  p  r  or- 
bitam  p  q  iji  p,  et  si  ab  S  ad  eas  tangentes  demitti   intelligantur  per- 


trlangula  SPY,  HPy,  Hy:SY  =  HP: 
S  P.  Ergo  C*  :  c  2  =  H  P  :  S  P,  et  C  :  C  =: 
HP^,    SP  ^,     a  e.  d. 

Theorema  illud  invenit  claiissimxis  Geometra 
Abrahamus  de  Moivre. 

283.  Velocitas  angulariscorporis  P,  in  quavis  or- 
bita  Q,  P  p,  revolventis  seu  angulus  P  S  Q,  quem 
radius  vector  S  P,  dato  tempore  minimo  descri- 
bit  est  directe  ut  Q.  T  perpendicularis  ad  radium 
Tectorem  S  P,  et  distantia  S  P  inverse,  dum 
puncta  Q  et  P  cobunt,  nam  linea  perpendicu- 


=  S  p  2  :  S  P  2. 


laris  Q  T  pro  arcu  circuli  haberi  potest,  unde 
angulusPSQ=|^(155.) 

284.  Corol,  1.  Hinc  velocitas  angularis  in 
eadem  orbita  est  ubique  reciproce  iii  duplicata 
ratione  distantise  SP  a  centro  virium  S.  Nam  sec- 
tores  P  S  Q,  p  S  q,  eodem  tempusculo  descripti 
sunt  aequales  (Prop.  I.)'Unde  Q  T  X  S  P=  q  t 
X  S  p,  adeoque  Q  T  :  q  t  =  Sp  :  S  P,  et  hinc 
QT    qt   _S  p    S  P 

s~F"  s  p  ~"  s  P"  slT 

285.  Corol.  2.  Velocitates  angulares  insectio- 
nibus  conicis  circa  umbilicum  communem  ceu 
centrum  virium  descriptis  sunt  inter  seutradires 
quadratae  laterum  rectorum  principalium  directe 
et  quadrata  distantiarum  inverse.  Nam,  (per 
Prop.  XIV.)  Latera  recta  L,  1,  sunt  in  dupli- 
cata   ratione  sectorum  P  ^   Q,  p  S  q,    simul 

descriptorum,  seu   L^:1»  =  Q  TXSP; 
i    ,  i 
L  '^    1  * 
q  t  X  S  p,  adeoque-^:  ^-—  =  Q  T  :  q  t  j 

et  hinc  velocitates  angulares  scu  anguli  minimi 
PSQ,pSq,hocest,^,3-*  ^ 

Sp»' 


, suntut 


SP*' 
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peudicula,  erit  (per  Corol.  1.  Prop.  XVI.)  latus  rectum  principale  coni 
sectionis  ad  latus  rectum  principale  orbitae  in  ratione  composita  ex  dupli- 
cata  ratione  perpendiculorum  et  duplicata  ratione  velocitatum,  atque  ideo 


datur.  (^)  Sit  L  coni  sectionis  latus  rectum.  Datur  praeterea  ejusdem  coni 
sectionis  umbilicus  S.  Anguli  R  P  S  complementum  ad  duos  rectos  fiat  an- 
gulus  R  P  H  ;  et  dabitur  positione  linea  P  H,  in  qua  umbilicus  alter  H  lo- 
catur.  Demisso  ad  P  H  perpendiculo  S  K,  erigi  intelligatur  semiaxis  conju- 


(')  286.  Solutio  hujus  problematis  duas 
continet  partes ;  Sit  enitn  corpus  e  puncto  P 
secundum  lineam  P  R  data  cum  velocitate  pro- 
jectum  et  retineatur  circa  punctum  S  per  vim 
centripetam  quse  Mt  reciproce  proportionalis 
quadrato  distantise  locorum  a  centro  cujusque 
quantitas  absoluta  in  puncto  P  sit  cognita,  id 
corpus  describet  (per  Cor.  1.  Prop.  XIII.)  sec- 
tionem  aliquam  conicam  cujus  1°.  qu«eritur 
latus  rectum  principale,  2°.  Dato  umbilico 
S  illius  sectionis,  puncto  P,  tangente  P  R, 
«t  latere  recto  queeritur  alter  umbilicus,  quo 
nempe  invento  et  ex  caeteris  datis  describetur 
sectio  conica  quam  corpus  propositum  per- 
currit. 

Ad  primam  solutionis  partem,  fingitur  sectio 
quselibet  conica  cujus  umbilicus  sit  S,  et  alter 
umbUicus  et  latus  rectum  ad  arbitrium  sumuntur, 
unde  in  quovis  ejus  puncto  P  duci  poterit  tan- 
gens,  et  quantitas  vis  in  eo  puncto  erit  cognita, 
est  enim  ad  vim  in  puncto  P  quEc  data  est  reci- 
proce  ut  quadrata  linearum  S  p,  S  P ;  Invenie- 


tur  eti^n  velocitas  in  eo  puncto  p ;  Nam  velo- 
citas  corporis  gyrantis  in  circulo  ad  distantiam 
S  p  (sive  arcus  in  eo  descriptus  tempore  quo 
arcus  P  Q.  describitur)  est  media  proportionalis 
inter  vim  centripetam  in  p,  quie  inventa  est,  et 
duplam  distantiam  S  p  (per  naturam  circuli),  - 
hasc  vero  est  ad  velocitatem  in  hac  sectione 
conica,  ut  perpendiculum  ab  S  ad  tangentem 
communemdemissum  ad  mediam  proportionalem 
inter  distantiam  S  p  et  semissem  lateris  recti 
istius  sectionis. 

Cum  eigo  (per  Con  1.  Prop.  XVI.)  Latera 
recta  pnncipalia  sectionum  circd  umbilicum 
comjnunem  deicriptarum  sini  in  ratione  composUd 
ec  duplicatd  ratione  perpendiculorum  et  duplicatd 
ratione  velocitatum  et  ob  dat^  tangentes  in  p 
et  P  dentur  perpendicula  ex  S  in  eas  tangentes 
demissa,  deturque  velocitas  corporis  moti  in  P 
et  inventa  sit  velocitas  in  puncto  p,  datur  ratio 
lateris  recti  sectionis  assumptse  ad  latus  rec- 
tum  sectionis  quam  corpus  P  describit ;  Quod 
ergo  inrenitur,  eratque  priraum. 
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gatus  B  C,  C)  et  erit  S  Pq  —  2KPH  +P  Hq  =  SHq  = 
4.  CHq  =  4BHq—  4BC  q  =  S  P  +  P  H  :  quad.  —  L  X 
SP  +  P  H  (•=)  =  SPq+  2SPH  +  PHq  —  Lx  S  P  +  P  H. 
Addantur  utrobique  2KPH  —  SPq— PHq+L  X  S  P  +  P  H, 
et  fiet  L  X  S~P  +  PH  =  2SPH  +  2KPH,  seuSP  +  PHad 
PHut2SP+  2KPadL.  Unde  datur  P H tam longitudine quam po- 
sitione.  Nimirum  si  ea  sit  corporis  in  P  velocitas,  ut  latus  rectum  L  minus 
fuerit  quam  2  S  P + 2  K  P,  jacebit  P  H  ad  eandem  partem  tangentis  P  R  cum 
linea  PS;  ideoque  figura  erit  ellipsis,  et  ex  datis  umbilicis  S,  H,  et  axe  prin- 
cipali  S  P  +  P  H,  dabitur.    Sin  tanta  sit  corporis  velocitas  ut  latus  rectum 


(•>)  Erit  SP^^—SXPX  P  H+  P  H^ 
=  S  H^,  Etenini  (per  12.  et  13.  2.  Elem.)  jn 
omni  triangulo  S  P  H,  quadratum  lateris  S  H 


K  I) 


quod  consideratur  ut  hypothenusa  anguli  P, 
aequatur  quadratis  aliorum  laterum  S  P,  P  H 
derapto  duplo  rectanguli  lateris  P  H  in  quod 
cadit  perpendiculum,  ducti  in  partem  P  K  ab 
angulo  P  ad  perpendiculum  usque  interccp- 
tam,  quifi  quidem  P  K  sumitur  cum  signo  -|- 
si  sit  ab  eadem  parte  tangentis  ac  S  et  cum 
signo  —  si  sit  in  parte  opposita. 

("=)  287.  S  H''  =4  C  H^  =  4  B  H''  — 
4:  B  C\  &c.  Ex  natura  ellipseos  est  2  B  H 
aequalis  axi  majori  2  A  C  ideoque  jcqualis  S  P  -f- 
P  H  et  4  B  H^  =  S  P-}-  PH *  , pariter  est 
2AC:  2BC=2BC:  L  est  ergo  4  B  C  * 
=  L  X  2  A  C  sive  L  X  S  P  -j-  P  H  unde 
est  4  B  H  ^  —  4  B  C  ^'  =  S  P  +"FH*  — 
L  X  S  P  +  P  H. 

CoUatis  itaque  valoribus  ejusdcm  quantitatis 
SH^,  estSP^—  2K  PXPH-}-  PH* 
=  S  P^  +  2  SPXPH-j-PH^  —  LX 
S  P  -j-  P  H,  utrinquc  detractis  sequalibus 
manet—  2  K  P  X  PH  =  2SPXPH  — 
L  X  S  P  -I-  P  H  transpositisquo  partibus  nega- 
tivis  cst  L  X  Sir^.  P  H  =  2  S  P  X  P  H  + 
2  K  P  X  P  H  sive  2  S  P  +  2  K  P  X  P  H 


unde  est2SP+2KP:L=SP  + 
PH:PHetdividendo2S  P.|-2K  P  — L: 
L  =  S  P  :  P  H  unde  quo  magis  accedit  valor 
lateris  recti  L  ad  quantitatem  2  S  P  -j-  2  K  P, 
eo  major  est  P  H  respectu  S  P,  si  L  ^  2  S  P 
-}-  2  K  P,  infinitum  est  S  P  respectu  P  H,  hoc 
est,  ellipsis  abit  in  parabolam,  si  L  sit  majus 
quam  2  S  P  -j-  2  K  P,  primus  terminus  propor- 
tionis  fit  negativus,  ideoque  P  H  in  partem  op- 
positam  tangentis  cadet  et  sectio  fiet  hyper- 
bola  ;  manentibus  autem  caeteris  crescit  latus 
rectum  cum  velocitate  in  puncto  P  data :  Unde 
quo  major  fit  velocitas  respectu  vis  centripeta; 
eo  magis  elongatur  elUpsis  quam  describit  cor, 
pus  propositum  vel  etiam  in  parabola  movetur, 
et  ttindem  in  hyperbola. 


H  A 


288.  Demonstratio  pro  hjTierbola  ita  institui- 
tur :  Quia  P  K  non  est  in  eadem  parte  tangen- 
tis  ac  S,  sumitur  P  K  cum  signo  —  ideoque  est 
SH^=SP2  +  2  KPxPH-fPH^ 
et  per  naturam  hypcrbola?  S  H*  =  4CH* 
=  4CA2-t-  4CB*  sive  quia  2  C  A 
=  PH— SPet4CB^=LX2CA 
estSH^  =  PH^— 2SPX  PH-[-  SP* 
-|-  L  X  P  H  —  S  P  unde  coUatis  valoribus 
S  H  ^  et  detractis  quantitatibus  communibus  est 
2  K  PX  P  H  =  —  aSPxPH  +  LX 
P  H  —  S  P  et  transpositis  quantitatibus  nega- 
tivis  est2KPX  PH-|-2SPxPH=L 
X  P  Tf^  S  P  unde  est  2  S  P  -{-  2  K  P  :  L 
=  P  H  —  S  P  :  P  H,  et  couvertendo  L  — 
2SP  —  2KP:L=SP:  P  H. 
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L  aequale  fuerit  2  S  P  +  2  K  P,  longitudo  P  H  infinita  erit ;  et  prop- 
terea  figura  erit  parabola  axem  habens  S  H  parallelum  lineae  P  K,  et 
inde  dabitur.     Quod  si  corpus  majori  adhuc  cum  velocitate  de  loco  suo 


P  exeat,  capienda  erit  longitudo  P  H  ad  alteram  partem  tangentis ;  ideo- 
que  tangente  inter  umbilicos  pergente,  figura  erit  hyperbola  axem  habens 
principalem  aequalem  diiferentias  iinearum  S  P  et  P  H,  et  inde  dabitur. 
Nam  si  corpus  in  his  casibus  revolvatur  in  conica  sectione  sic  inventa, 
demonstratum  est  in  Prop.  XI,  XII,  et  XIII,  quod  vis  centripeta  erit  ut 
quadratum  distantiae  corporis  a  centro  virium  S  reciproce ;  ideoque  linea 
P  Q  recte  exhibetur,  quam  corpus  tali  vi  dsscribet,  de  loco  dato  P,  cum 
data  velocitate,  secundum  rectam  positione  datam  P  R  egrediens.   Q.  e.  f. 

Corol.  1.  Hinc  in  omni  coni  sectione  ex  dato  vertice  principali  D, 
latere  recto  L,  et  umbilico  S,  datur  umbilicus  alter  H  capiendo  D  H  ad 
D  S  ut  est  latus  rectum  ad  differentiam  inter  latus  rectum  et  4  D  S. 
C^)  Nam  proportio  SP  +  PHadPHut2SP  +  2KPadLin  casu 
hujus  corollarii,  fit  D  S  +  D  H  ad  D  H  ut  4  D  S  ad  L,  et  divisim  D  S 
ad  D  H  ut  4  D  S  —  L  ad  L. 

Corol.  2.  Unde  si  datur  corporis  velocitas  in  vertice  principali  D,  inve- 
nietur  orbita  expedite,  capiendo  scilicet  latus  rectilm  ejus  ad  duplam  dis- 
tantiam  D  S,  in  duplicata  ratione  velocitatis  hujus  datae  ad  velocitatem 
corporis  in  circulo  ad  distantiam  D  S  gyrantis  (per  Corol.  3.  Prop.  XVI.) ; 

C^)  289.  In  casu  hujus  corollarii  punctum  P  omni  sectione  conica  est  D  H,  ad  D  S,  ut  lalus 
cadit  in  D,  punctum  K  cadit  in  S,  fitque  P  K  rectum  ad  differentiam  inter  latus  rectum  et 
=  D  S  =  S  P,  et  P  H  ==  D  H.     Quar^  io    4  D  S. 

I  3 


134 


PHILOSOPHI^  NATURALIS    [Mot.  Corpok. 


dein  D  H  ad  D  S  ut  latus  rectum  ad  difFerentiam  inter  latus  rectum  et 
4D  S. 

^  Corol.  3.  Hinc  etiam  si  corpus  moveatur  in  sectione  quacunque  conica, 
et  ex  orbe  suo  impulsu  quocunque  exturbetur ;  cognosci  potest  orbis,  in 
quo  postea  cursum  suum  peraget.  Nam  componendo  proprium  corporis 
motum  cum  motu  illo,  quem  impulsus  solus  generaret,  habebitur  motus 

,  quocum  corpus  de  dato  impulsus  loco,  secundum  rectam  positione  datam, 
exibit. 

Corol.  4.  Et  si  corpus  illud  vi  aliqua  extrinsecus  impressa  continuo 
perturbetur,  innotescet  cursus  quam  proxime,  colligendo  mutationes  quas 
vis  illa  in  punctis  quibusdam  inducit,  et  ex  seriei  analogia  mutationes  con- 
tinuas  in  locis  intermediis  aestimando. 


Scholium. 

Sicorpus  P  vi  centripeta  ad 
punctum  quodcunque  datum 
R  tendente  moveatur  in  peri- 
metro  datse  cujuscunque  secti- 
onis  conicae,  cujus  centrum  sit 
C ;  et  requiratur  lex  vis  cen- 
tripetae :  ducatur  C  G  radio 
R  P  parallela,  et  orbis  tangenti 
P  G  occurrens  in  G ;  et  (^)  vis 
illa  (per  Corol.  1.  et  Schol. 

Prop.  X.  et  Corol.  3.  Prop.  VIl.)  erit  ut  ^^  p   ^^^ 


(^)    290.    Vis   ad  centrum  vel   a    centro  C,  per  lineam  A,  et  (per   Corol.  3.   Frop.   VII.) 

tendens   est  ut   C   P,  (per  Corol.  1.  Prop.  X.  eritCPXRP*:CG'=CP:A  = 

et  Not.  232.)    adeoque    exponatur   per   lineam  C  G  ^ 

C  P ;    vis  ad  punctum   R,  tendens  exponatur  j^  pa* 
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SECTIO  IV. 


De  inventione  orhium  elUpticorumy  parahoUcorum  et  hyperhoHco- 
rum  ex  umhilico  dato. 


LEMMA  XV. 

Si  ab  elUpseos  vel  Jixfperholce  cujiisvis  umbiUcis  duobus  S,  H,  ad  punctum 
quodvis  tertium  V  iivflectantur  rectce  dtue  S  V,  H  V,  quarum  una  H  V 
aqu^dis  sH  axi  jprincipali  figurce^  idest,  axi  V/ 
in  quo  imbilici  jacent^  altera  S  \  a  per- 
pendiculo  T  R  in  se  demisso  biseceiur  znT  i 
T;  perpendiculum  illud  T  R  sectionem 
conicam  aUcubi  tanget :  et  contra,  si  tan-^l 
git,    erit   H    V   aqualis  axi    principali 

jlgurce. 

Secet  enim  perpendiculum  T  R  rectam  H  V  productam,  si  opus  fuerit, 
in  R ;  et  jungatur  S  R.  Ob  asquales  T  S,  T  V,  aequales  erunt  et  rectae 
S  R,  V  R  et  anguli  T  R  S,  T  R  V.  (0  Unde  punctum  R  erit  ad  sec- 
tionem  conicam,  et  perpendiculum  T  R  tanget  eandem  et  contra.    Q.  e.  d. 


( f )  *  Si  fuerint  S,  et  H,  Ellipscos  umbilici, 
erit  SR  +  RH=:HV=  axi  majori,  ac  pro- 
inde  R  punctum  perimetri  Ellipsis  quam  T  R 
tangit  in  R,  ob  angulos  T  R  S,  T  R  V,  asquales 
(per  Prop.  52.  et  46.  Lib.  3.  Com'c.  Apollon. 
Theor.  III.  et  I V.  de  El.)  etcontra  si  T  R  tangat 
EUipsim  in  R,  et  dticatur  S  V,  ad  T  R  perpen- 
dicularis,  erit  ob  angulos  T  R  S,  T  R  V,  as- 
qualesV  R=SR,  etVH=SR-f  RH  = 
axi  majori. 

•  Si  fuerint  S,  et  H,  HypeitKjlae  umbilici  ob 
jequales  T  S,  T  V,  erit  S  R  =V  R,  et  H  R  — 
S  R  r=  H  V  aequalis  axi  majori,  et  R  punctum 
Hyperbolae  quam  tangit  in  R  recta  T  R  ob  an- 
gulos  V  R  T,  T  R  S,  aequales  (per  Prop.  51.  et 
AQ.  Lib.  3.  Conic.  ApoU.  Theor.  III.  et  IV. 
de  Hyperb.)  et  contra  si  T  R  tangat  Hyperbo- 
lam  in  R,  et  agatur  S  V  ad  T  R  perpendicularis 
erit  y  R  =  S  R,  et  H  V  =  H  R  —  R  S,  «. 
qualis  axi  majori,  ut  patet. 

14 


II 
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PROPOSITIO   XVIII.  PROBLEMA  X. 

Daiis  umhilico  et  axibus  principalilms  describere  trajectorias  ellipticas  et  hy- 
perholicas,  qucc  transibunt  per  puncta  data,  et  rectas  pcsitione  datas  con- 
tingent. 

Sit  S  communis  umbilicus  figurarum ;  A  B  Ipngitudo  axis  principalis 
traiectoriae  cujusvis ;  P  punctum  per  quod  trajectoria  debet  transire ;  et 

T  R  recta  quam  debet  tangere.    A.^ =^ 

Centro  P  intervallo  A  B — S  P,  «p  ,  ^  p 

si  orbita  sit  ellipsis,  vel  A  B  +        '\^  y^^ 

S  P,  si  ea  sit  hyperbola,  descri-  >XT  j^^l 

batur  circulus    H  G.     Ad  tan-         ^:       "^ 'f 

gentem  T  R  demittatur  perpen-  N.  ,  /l 

diculum    S   T,   et    producatur  ^  Cr  j- 

idem  ad  V,  ut  sit  T  V  sequalis 

S  T;  centroque  V  et  intervallo  A  B  describatur  circulus  F  H.  Hac 
methodo  sive  dentur  duo  puncta  P,  p,  sive  duae  tangentes  T  R,  t  r,  sive 
punctum  P  et  tangens  T  R,  descrrbendi  sunt  circuli  duo.  Sit  H  eorum 
intersectio  communis,  et  umbilicis  S,  H,  axe  illo  dato  describatur  trajec- 
toria.  Dico  factum.  Nam  trajectoria  descripta  (eo  quod  P  H  +  S  P  in 
ellipsi,  et  P  H  —  S  P  in  hyperbola  a^quatur  axi)  transibit  per  punctum  P, 
et  (per  Lenmia  superius)  tanget  rectam  T  R.  Et  eodem  argumento  vel 
transibit  eadem  per  puncta  duo  P,  p,  vel  tanget  rectas  duas.  T  R,  t  r. 
(«)  Q.  e.  f. 

PROPOSITIO  XIX.      PROBLEMA  XL 

Circa  datim  umbilicum  irajectoriam paraboUcam  describere,  quce  transibit  per 
puncia  data,  et  rectas  positione  datas  continget, 

Sit  Svumbilicus,  P  punctum  et  T  R  tangens  trajectoriae  descnbendas. 
Centro  P  intervallo  P  S  describe  dirculum  F  G.  Ab  umbilico  ad  tangen- 
tem  demitte  perpendicularem  S  T,  et  produc  eam  ad  V,  ut  sit  T  V  asqualis 
S  T.  Eodem  modo  describendus  est  alter  circulus  f  g,  si  datur  alterum 
punctum  p ;  vel  inveniendum  alterum  punctum  v,  si  datur  altera  tangens 

•     ( ')  Si  orbita  sit  Hyperbola,  focus  H,    erit  in  rect^  H  S,  ultra  S,  producta. 
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tr;  deln  ducenda  recta  l  F  quae  tangat  duos 
circulos  F  G,  f  g  si  dantur  duo  puncta  P,  p, 
vel  transeat  per  duo  puncta  V,  v,  si  dantur  quae 
tangentes  T  R,  tr,  vel  tangat  circulum  F  G  et 
transeatper  punctumV,  si  datur  punctumPet 
tangens  T  R.  Ad  F  l  demitte  perpendicula- 
rem  S  I,  eamque  biseca  in  K;  et  axe  S  K,  vertice 
principali  K  describatur  parabola.  Dico  fac- 
tum.  ( ^  )  Nam  parabola,  ob  aequales  S  K  et 
I  K,  S  P  et  F  P,  transibit  per  punctum  P ;  et 
(per  Lem.  XIV.  Corol.  3.)  ob  eequales  S  T  et 
T  V  et  angulum  rectum  S  T  R,tanget  rectam 
T  R.     Q.  e.  f. 


PROPOSITIO  XX.  PROBLEMA  XII. 

Clrca  datum  umbilicum  trajectoriam  quamvis  specie  ( * )  datam  describeref  qucE 
per  data  puncta  transibit  et  rectas  tanget  positione  datas. 

Cas.  I.  Dato  umbUico  S,  describenda  sit  trajectoria  A  B  C  per  puncta 
duo  B,  C.   Quoniam  trajectoria  datur  specie,  dabitur  ratio  axis  principalis 


(•")  291.  Nam  Parabola  ob  cequales  S  K  et 
J  K,  S  P  et  F  P,  transibit  per  punctum  P  scili- 
cet  Parabola  descripta  ob  cequales  S  K  et  I K  ha- 
bet  pro  directrice  lineam  I  F  (per  Theor.  II.  de 
Parab.  n.  224.  de  Conicis),  cum  vero  distantia 
puncti  cujusvis  Parabolse  a  Directrice  sit  aequalis 
distantise  ejus  puncti  a  foco,  vice  versa,  punctum 
quod  aequaliter  a  foco  et  a  Directrice  distabit, 
pertinebit  ad  Parabolam.  Finge  enim  lineam 
F  P  Directrici  perpendicularem  occurrere  qui- 
dem  Parabolse  in  puncto  P,  ita  ut  sit  F  P  = 
S  P,  sed  in  ea  posse  sumi  aliud  punctum  p  ita 
ut  sit  etiam  Sp=Fp=FP+P  p,  erit  ob 
FP=  S  P,  Sp=  S  P+  PpsedcumS  Pp 
sit  Triangulum,  absurdum  est  (per  20.  I.  Elem.) 
esse  Sp^SP^^Pp  ergo  absurdum  est  fin- 
gere  aliud  Punctum  praeter  id  quod  ad  Parabo- 
lam  pertinet  tale  ut  ejus  distantia  a  directrice  sit 
aequalis  ejus  distanti^e  a  foco,  ergo  ob  eequales 
SPel  V  F,  Parabola  cujus  directrix  est  1  F  et 
umbilicus  S  transibit  j}t~r  punctum  P. 

2^'-  Casus.  Parabola  descripta  ob  eequales  S  T, 
T  V,  ob  angulum  Rectum  S  T  B.  tanget  rectam 
T  R,  ejus  enim  Parabolae  descriptae  directrix  est 
V I.  Jam  vero  ducatur  ex  V  perpendicularis  in 
directricem  quae  rectae  T  R  occurrat  in  r  et  ab 
r  ducatur  ad  focum  linea  r  S,  ob  sequales  S  T,  T 
V  et  angulum  rectum  S  T  R  erit  V  r  =  r  S  et 
punctum  r  ad  Parabolam  pertinebit  per  superio- 


rem  demonstrationis  partem,  eademratione  pro- 
babitur  angulum  V  r  T  aequalem  esse  angulo 


F 


P. 


B 


y 

\3 

^ 

] 

[    K     . 

? 

T  r  S,  ideoque  linea  Tr  bifariam  dividit  angulum 
V  r  S,  sed  ea  Imea  ParabolEe  'X"angens  est  qua 
bifariam  dividit  angulum  quem  faciunt  duae  li- 
nea;  ductae  a  puncto  quovis  Parabol»  una  ad  fo- 
cum  altera  perpendiculariter  ad  directricem  (per 
Theor.  III.  de  Parabola  n.  224.)  ergo  liiiea 
T  R  tangit  Parabolam  descriptam  sive  Parabola 
descripta  tanget  Rectam  T  R. 

{'■)  292.  Sectiones  conicae sunt  ejusdem  spe- 
ciei,  seu  similes,  quai-um  axes  duo,  vel  quod 
idem  est,  axis  major  et  focomm  distantia  sunt 
inter  se  in  data  ratione ;  Ex  hac  enim  ratione 
unice  pendent  partium  sectionis  ratio  ac  respec- 
tiva  positio,  atque  hinc  fit  ut  parabola;  omnes  si- 
miles  sint  quod  in  oranibus  focoruiu  distantia  iiu 
iinita  majori  axi  sequalis  sit. 
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ad  distantiam  umbilicorum.  In 
ea  ratione  cape  K  B  ad  B  S,  et 
L  C  ad  C  S.  Centris  B,  C,  in- 
tervallis  B  K,  C  L,  describe  cir- 
culos  duos,  et  ad  rectam  K  L, 
quae  taiigat  eosdem  in  K  et  L,  g~ 
demitte  perpendiculum  S  G, 
idemque  seca  in  A  et  a,  ita  ut  sit  G  A  ad  A  S  et  G  a  ad  a  S  ut  est  K  B  ad 
B  S  et  axe  A  a,  verticibus  A,  a,  describatur  trajectoria.  Dico  factum. 
Sit  enim  H  umljilicus  alter  figurae  descriptae,  et  cum  sit  G  A  ad  A  S  ut 
G  a  ad  a  S,  erit  divisim  G  a  —  G  A  seu  AaadaS  —  AS  seu  S  H  in 
eadem  ratione,  ideoque  in  ratione  quam  habet  axis  principalis  figurae  des- 
cribendae  ad  distantiam  umbiliconim  ejus  ;  (^)  et  propterea  figura  descrip- 
ta  est  ejusdem  speciei  cum  describenda.  (^)  Cumque  sint  K  B  ad  B  S 
et  L  C  ad  C  S  in  eadera  ratione,  transibit  hasc  figura  per  puncta  B,  C,  ut 
ex  conicis  manifestum  est. 


(')  *  Si  describenda  at  liyperbola,  punctum 
a,  sumi  dcbet  in  perpendiculo  S  G,  ad  alteram 
partem  linese  G  L,  producto  ut  sit  G,  inter  A, 
et  a,  tumque  erit  G  a  -J-  G  A,  seu  A  a  ad  a  S 
-[-  A  S,  seu  S  H,  in  ratione  G  A  ad  A  S,  ade6- 
que  in  ratione  quam  habet  axis  principalis  hy- 
perbolae  describendae  ad  distantiam  umbilicorum 
ejus,  et  propterea  hyperbola  descripta  similis  cst 
hyperbolae  describendje. 


recto,  (per  Theor.  III.  de  EU.  et  Hyp.  et  Cor.  2 
Theor.  I.  de  Parab.  n.  224.) 

294.  ■2°.  Erit  G  A  ad  A  S  sicut  axis  major 
ad  distantiam  focorum,  hoc  est  G  A  :  A  S  = 
A  a  :  S  H  ;  nam  cum  G  sit  punctum  in  quo  Tan- 
gens  secat  Diametrum,  ejus  distantiae  G  A,  G  a, 
ab  utroque  Tertice  sunt  inter  se  sicut  abscissa; 
A  S,  S  a  ab  utroque  vertice  Diametri  sumpta;, 
sive    est    (per    Lem.    V,  de    Conic.    n.    224.) 


(')  Ut  demonstretur  puncta  B  et  C  ad  sec- 
tionem  conicam  descriptam  pertinere  qusedam 
praevia  ex  conicis  sunt  usurpanda. 

293.  Lemma.  Sit  sectionis  conicaj  A  Z  B, 
axis  major  A  a,  foci  S,  H,  semiaxis  rainor  c  E, 
erecta  ad  axem  perpendiculari  S  Z  per  punctum 
Z,  ducatur  tangens  D  Z  G  quae  axi  occurrat  in 
G;  tum  ex  punctis  G,  A,  et  quovis  alio  axis 
puncto  M,  erigantur  ad  axem  perpendiculares 
G  K,  A  X,  M  B  D,  et  ex  puncto  sectionis  B, 
ducatur  ad  G  K,  perpendicularis  B  K,  erit 
1°.  S  Z  =  ^  L,  seu  dimidio  latcri  recto,  etenim 
ordinata  in  focc  est  semper  a;qualis  semilateri 


GA:Ga=AS:Saet  convertendo  G  A  : 
Aa=AS:  Sa  —  AS  sive  S  H  (quia  A  S 
=  H  a)  ergo  alternando  G  A  :  A  S  =  A  a  : 
SH. 

295.  3°.  Erit  factum  G  S  X  S  c  aequale  qua- 
drato  semiaxis  minoris,  nam  quia  est  G  A  :  A  S 
=  A  a  :  S  H,  cst  componendo  G  S  :  A  S  =  S  H 
-f-  A  a  :  S  H,  et  sumendo  dimidium  termino- 
rum  ultiraae  rationis  estGS:  A  S  =  Sc-f-ca 
(sive  S  a)  :  S  c,  est  ergo  GSX  Sc=ASX 
S  a,  sed  factum  A  S  X  S  a,  (partium  ab  uno 
foco  ad  utrumque  axis  majoris  verticem  sumpta- 
rum)  est  semper  Kquale  quadrato  scmiaxis  mi- 
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Cas.  2.  Dato  umbilico  S,  describenda  sit  trajectoria  quaj  rectas  duas 
T  R,  t  r  alicubi  contino-at.  Ab  umbilico  in  tangentes  demitte  perpendicula 
S  T,  S  t  et  produc  eadem  ad  V, 
V,  ut  sint  T  V,  t  V,  sequales  T  S? 
t  S.     Biseca  V  v  in  O,  et  erige 
perpendicidum  infinitum  O  H, 
rectamque  V  S   infinite  produc- 
tam  seca  in  K  et  k,  ita  ut  sit  V  K 
ad  K  S  et  Vk  ad  k  S  ut  est  tra- 
lectoriae  describendae  axis  prhi- 
cipalis  ad  umbilicorum  distanti-  '\'' 
am.     Super  diametro  K  k  des- 
cribatur  circulus  secans  O  H  in  H,  et  umbilicis  S,  H,  axe  principali  ipsam 
V  H  sequante,  describatur  trajectoria.     Dico  factum.     Nam  biseca  K  k  in 
X,  et  junge  H  X,  H  S,  H  V,  H  v.     Quoniam  est  V  K  ad  K  S  ut  V  k  ad 


noris,  nam  id  factum  sequatur  in  ElHpM  c  A  * 

c  S  ^  (per  5.  2.  Elem.)  et  in  Hyperhola  c  S  ^ 

c  A  *  (per  6.  2.  Elem.)  utrumque  vero  a?qu3- 

tur  quadrato  semi-axis  minoris  per  naturam  fo- 
corum  (Theor.  III.  de  Hyper.  et  Ellip.  224.) 
est  ergo  GSXSc^cE*. 

296.  4°.   Perpendicularis  A  X  in  axis  Vertice 
A  erecta  et  terminata  ad  Tangentem  in  extremi- 
tate  Z  ordinatae  qu?e  insistit  foco  S  est  JEqualis 
AS  distantiae  foci  a  Vertice.  Nam  cum  ob  Trian- 
gula  simiha  X  G  A,    Z  G  S  sit  G  A  :  A  X  = 

2  c  E  * 
G  S :  S  Z  sivei  L=  ^      a    ^*^  sit  c  E  ^  =  G  S 
*  2  c  A 


XScestGA:AX=  G  S: 


G  S   X   S  c 

c  A 
=  c  A  :  S  c  (et  duplicandohosterminos)  =:  Aa 

:  S  H,  sed  in  eadem  ratione  est  G  A  ad  A  S 
(294)  ergo  GA:  AX=GA:  ASetAX 
=  AS. 

In  Parabola  idem  verum  est,  in  ea  enim  est 
GA  =  AS,  GS  =  2ASetSZ  =  iL  = 
2AS(Cor.l.Lem.  V.  de  ConL  224.)  Ergo 
hsBC  proportio  GA:  AX  =GS:  SZ  in 
hanc  mutatur  AS:AX=2AS:2AS  ergo 
A  S  =  A  X. 

297.  5°.  Linea  a  foco  S,  ad  cutvje  punctum 
quodvis  B  ducta  est  sequalis  linese  D  M,  5"« 
per  id  punctum  transit,  et  perpendiculariter  ad 
axim  ducitur,  terminaturque  hinc  ab  axi,  illinc  a 
Tangente  G  Z.  Produc  enim  D  M  ad  Q.  ubi 
iterutn  occurrit  Sectioni  Conicse  sitque  M  Q  = 
B  M,  erit  (per  Cor.  2.  Lem.  III.  de  Conic.  n. 
224.)  ZX^:  ZD^=AX^:DMXDB 
(sive  D  M  ^  —  B  M  *  per  6.  2.  Elem.)  sed  ob 
Parallelas  A  X,  S  Z,  M  D  est  Z  X  :  Z  D  = 
AS:  SMetZX2:ZD2=AS^:SM^ 
Ergo  est  A  S  2  :  S  M  ^  =  A  X  ^  (sive  A  S  ^ 
oer  296)  :  D  M  »  —  B  M  *  unde  est  S  M  ^  = 


D  M  *  —  B  M  *  et  addendo  utrinque  B  M  % 
S  M  ^  4-  B  M  2  (sive  S  B  ^  per  47.  I.  Elem.) 
=  D  M  ^  et  S  B  =  D  M. 

298.  6°.  Si  ex  sectionis  quovis  puncto  B,  du- 
catur  perpendicularis  B  K  ad  lineam  G  K,  et  li- 
nea  B  S  ad  focum,  erit  semper  K  B  :  B  S  = 
G  A  :  A  S,  nam  propter  Triangula  similia 
G  M  D,G  A  X,  est  G  M  (sive  K  B  ob  Parallelas 
G  M  et  K  B,  G  K  et  M  B)  :  M  D  (sive  B  S 
per297)  =  G  A  :  A  X  (sive  A  S  per  296) 
hoc  est  K  B  :  B  S  =  G  A  :  A  S  ideoque 
KB:BS=Aa:  SH  quoniam  G  A  :  A  S 
=  A  a  :  5  H  (per  294). 

299.  Conversa  etiam  vera  est  h  ducatur  per- 
pendicularis  in  lineam  G  K,  ct  in  ea  sumatur  B, 
itaut  sit  K  B  :  B  S  =  G  A  :  A  S  =  A  a  : 
S  H  punctum  B  est  in  Sectione  ConicS  descripta. 

Sit  enim  Sectio  Hyperbola  aut  Parabola,  illa 
in  unico  puncto  B  secabitur  per  lineam  K  B, 
eritque  (per  298)  KB:  BS=Aa:SH, 
dico  autem  nullum  aliud  punctum  /3  sumi  posse 
in  ea  linea  K  B  producta  si  lubet,  ita  ut  sit  K  B 
:  B  S  =  A  a  :  S  H,  fingatur  enim  dari  illud 
punctum  /3,  subtrahanturque  termini  duarum 
priorum  rationum  a  se  mutuo,  erit  K  B  —  K  /3 
(sive  Bi3):BS  —  /3S  =  Aa:  SHsed  quia 
in  Hyperbola  est  A  a,  minor  quam  S  H,  et  in 
Parabola  ei  est  Eequalis,  erit  B  /J  minor  aut  se- 
qualis  differentia;  S  B  —  S/3, sed  S  B  /J  est  Tri- 
angulum,  ergo  absurdum  est  (per  20. 1.  Elem.) 
unum  ejus  latus  ut  B  /3  esse  minus  aut  aequale 
differentiEe  aliorum,  non  datur  ergo  punctum 
illud  /3. 

2°.  Sectio  sit  EUipsis;  Ducatur  S  K ;  si  G  K 
sit  sequaUs  semi-animihori,  erit  S  K  :  G  K  = 
A  a :  S^  H  nam  (per  295)  est  G  S :  c  E  (sive 
GKexHj-p.^^c  E:ScetGS»:  GK^  = 
c  E  2  :  S  c  ^,  et  componendo  G  S  ^  -f-  G  K 
(rive  S  K  ^  per  47.  1.  Elem.)  :  G  K  *  =  c  E 
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k  S;  et  compositeut  VK  +  Vkad  KS  +kS;  divisimque  ut  V  k  — 
V  K  ad  k  S  —  K  S,  idest,  (-")  ut  2  VX  ad  2  K  Xet  2  K  X  ad  2  S  X,  ideo* 
que  ut  V  X  ad  H  X  et  H  X  ad  S  X,  similia  erunt  triangula  V  X  H, 
H  X  S,  et  propterea  V  H  erit  ad  S  H  ut  V  X  adX  H,  ideoque  utVK  ad 
K  S.  Habet  igitur  trajectoriae  descriptae  axis  principalis  V  H  eam  ratio- 
nem  ad  ipsius  umbilicorum  distantiam  S  H,  quam  habet  trajectoriae  des- 
cribendae  axis  principalis  ad  ipsius  umbilicorum  distantiam,  et  propterea 
ejusdem  est  speciei.     Insuper  cum  V  H,  v  H  aequentur  axi  principali,  et 


-|-  S  c  *  =  (sive  c  A  *  ppr  nat.  focorum) :  S  c  *  et 
SK:  GK=cA:Scet  duplicando  terminos 
posterioris  rationis  est  S  K  :  G  K  =  A  a  :  S  H. 

Si  G  K  sitmajor  quam  c  E  erit  G  S  ^  :  G  K  ^ 
in  minori  ratione  quam  c  E  ^  ad  S  c  ^,  et 
componendo  erit  G  S  *  +  G  K  *,  sive  S  K  * 
ad  G  K  '  in  minori  ratione  quam  c  E  ^  +  S  c  ^ 
ad  S  c  *  unde  tandem  deducetur  in  hoc  casu 
esse  S  K  ad  G  K  in  minori  ratione  quam  A  a  ad 
SH. 

Et  pariter  si  G  K  sit  minor  quam  c  E,  erit  S  K 
ad  G  K  in  majori  ratione  quam  A  a  ad  S  H. 

Sed  (per  princ.  trigo.)  est  in  triang.  S  K  G, 
sinus  totalis  ad  sinum  ang.  K  S  G  (sive  ad  si- 
num  anguli  S  K  B  huic  aequalem  ob  Paralle- 
las  G  S,  K  B)  sicut  K  S  ad  K  G.     Ergo  ratio 


ret  sinu  K  S  B  quod  quidem  est  absurdum,  nul* 
la  ergo  duci  poterit  linea  S  B  quae  det«rminet 
punctum  B  tale  ut  sit  K  B  ad  S  B  sicut  Aiaad 
S  H,  sicut  etiam  in  eo  casu  linea  K  B  nullibi 
occurrit  Sectioni  Conicse. 

Denique  si  G  K  sit  minor  c  E,  est  sin,  tot.  ad 
sin.  S  K  B  in  majori  ratione  quam  siuus  K  S  B 
ad  sin,  S  K  B,  dabitur  ergo  sinus  K  S  B,  sed  ut  ad 
acutum  vel  obtusum  angulum  sequaliter  pertinet 
duse  duci  poterunt  linese  S  B  (sed  non  plures) 
quas  requisitam  cum  K  B  habeant  rationem,  ui 
etiam  linea  K  B  hoc  in  casu  duobus  in  punctis 
EUipsim  secat. 

Ergo  siKB:BS=GA:AS=Aa: 
S  H  punctum  B  est  ia  Sectione  Conica. 

£x  his  autem  liquet  curvam  secundum  New- 


sinus  totalis  ad  sin.  Ang.  S  K  B,  scqualls  est 
rationi  A  a  ad  S  H,  si  G  K  sit  sequalis  c  E,  est 
illa  minor  si  G  K  superet  c  E,  est  illa  major  si 
G  K  minor  sit  quam  c  E. 

Ut  vero  linese  K  B,  B  S  habeant  rationem  A  a 
ad  S  H,  oportet  ut  in  Triang.  K  B  S,  sinus  an- 
gulorum  K  S  B,  S  K  B  sint  in  ea  ratione  A  a 
ad  S  H ;  ergo  si  G  K  sit  aequalis  c  E,  est  si- 
nus  totalis :  Sin.  S  K  B  =  Sin.  K  S  B  .  Sin. 
S  K  B,  ideoque  in  boc  casu  erit  Sin.  tot.  = 
Sin.  K  S  B,  hoc  est,  linea  S  B  erit  perpendi- 
cularis  in  S  K,  unica  ergo  erit,  unicumque 
punctum  B,  sicut  etiam  linea  K  B  in  unico 
puncto  Sectioni  Conicae  occurret. 

Si  G  K  sit  major  c  E  est  sin.  totalis  ad  sin. 
S  K  B  in  minori  ratione  quam  sin.  K  S  B  ad 
sin.  S  K  B,  undc  sinus  totalis  uiinor  csse  dcbe 


tonianam  solutionem  descnptam  transire  pei 
puncta  B  et  C  omnia  enim  plane  conveniunt 
ad  Lemmatis  (293)  Hypothesim. 

In  iis  omnibus  parabolam  usurpamus  pro  el- 
lipsi  in  q\ik  distantia  focorum  infinita  est,  ac  pro- 
inde  axi  majori  icqualis. 

(")  »  Id  est,  ut  2  V  Xad^  K  X,  et  "2.  K  X 
ad  2  S  X;  nam  K  X  =  kX=H  X  (per 
constr.)  adeoque  VK+Vk=2VK  + 
2KX  =  2VX,  ctKS+kS  =  Kk  =  Vk 
—  VK  =  2KX;et  quia  k  S  =  k  X  + 
SX=KX-}.SX=KS  +  2SX,  erit 
kS— KS=2SX,  adeoque  V  K  :  K  S  = 
VX:HX  =  HX:  SX.  Quare  similia 
enmt  triangula  V  X  H,  H  X  S,  quorum  latera 
V  X  ct  X  H,  H  X  ct  K  S,  proportionalia  com- 
niunem  angulum  X,  complcctuntur. 
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V  S,  V  S  a  rectis  T  R,  t  r   perpendiculariter  bisecentur,  liquet  (ex  Lem. 
XV.)  rectas  illas  trajectoriam  descriptam  tangere.  Q.  e.  f.  (°) 

Cas.  3.  Dato  umbilico  S  describenda  sit  trajectoria  quae  rectam  T  R 
tanget  in  puncto  dato  R.  In  rectam  T  R,  demitte  perpendicularem  S  T, 
et  produc  eandem  ad  V,  ut  sit  T  V  aequalis  S  T.     Junge  V  R  et  rectam 

V  S  infinite  productam  seca  in  K  et  k,  ita  ut  sit  V  K  ad  S  K  et  V  k  ad  S  k 
ut  ellipseos  describendae  axis   principalis   ad  distantiam   umbilicorum ; 

circuloque  super  diametro  K  k 

descripto  secetur  producta  rec- 

ta  V  R  in  H,  et  umbilicis  S, 

H,  axe  principali  rectam  V  H 

sequante,  describatur  trajecto-  -K  ^^    ,•''  \ 

ria.     Dico  factiun.      Namque  x'* 

V  H  esse  ad  S  H  ut  V  K  ad  -•-••■•■•••"• 
S  K  atque  ideo  ut  axis  princi-  '  •*• 
palis  trajectoriae  describendae 
ad  distantiam  umbilicorum  ejus,  (")  patet  ex  demonstratis  in  casu  secun- 
do,  et  propterea  trajectoriam  descriptam  ejusdem  esse  speciei  cum  descri- 
benda,  rectam  vero  T  R  qua  angulus  V  R  S  bisecatur,  tangere  trajectoriam 
in  puncto  R,  patet  ex  conicis.     Q.  e.  f. 

Cas.  4.  Circa  umbilicum  S  describenda  jam  sit  trajectoria  A  P  B,  quae 
tangat  rectam  T  R,  transeatque  per  punctum  quodvis  P  extra  tangentem 
datum,  quaeque  similis  sit  figurae  a  p  b,  axe  principali  a  b  et  umbilicis  s,  h 
descriptae.  In  tangentem  T  R  demitte  pei-pendiculum  S  T,  et  produC 
idem  ad  V,  ut  sit  T  V  aequalis  S  T.  Angulis  autem  S  V  P,  S  P  V  fac 
angulos  h  q  s,  s  h  q  aequales ;  centroque  q  et  intervallo  quod  sit  ad  a  b  ut 
S  P  ad  V  S  describe  circulum  secantem  figuram  a  p  b  in  p.  Junge  s  p  et 
age  S  H  quas  sit  ad  s  h  ut  est  S  P  ad  s  p,  quaeque  angulum  P  S  H  angulo 
p  s  h  et  angulum  V  S  H  angulo  p  s  q  aequales  constituat.  Denique  umbi- 
licis  S,  H,  et  axe  principali  A  B  distantiam  V  H  aequante,  describatur 
sectio  conica.  Dico  factum.  Nam  si  agatur  s  v  quae  sit  ad  s  p  ut  est  s  h 
ad  s  q,  quaeque  constituat  angulum  v  s  p  angulo  h  s  q  et  angulum  v  s  h  an- 
gulo  p  s  q  aequales,  trianguia  s  v  h,  s  p  q  erunt  similia, .  et  propterea  v  h 

(")  •  Si  describenda  sit  hj-perbola,  in  S  V,  2  S  X.     Keliqua  demonstratio eadem  est  ac  pro 

versiis  V  producta,  ita  sumantur  puncta  K,  k,  ellipsi. 

ut  inter  utrumque  positum  sit  V,  caeteraque  fiant  (  °  )  *   Centro  circuli  liltera  X,  notato,  jun- 

ut  Nkwtonus  prsescribit,  et  quoniam  V  K  :  K  S  gantur  H  X,  H  S,  H  V,  et  eadcm  est  demon- 

=  V  k  :  k  S,  erit  Vk VK:kS KS  stratio  quae  casus  2»  pro  ellipsi,  et  si  producatur 

=  VK:KS  =  VK-|-Vk:KS-f-kS,  RV,  SV,  versus  V,  ut  punctum  V,  situm  sit 

sed  Vk VK  =  2V  X,kS KS  =  2KX,  inter  K  et  k,  eadem    quoque  erit  demonstratio 

V  K  -l-  V  k  =  2  K  X,  et  K  S  -f  k  S  =•  pro  hyperbola. 
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erit  acl  p  q  ut  est  s  h  ad  s  q,  id  est  (ob  similia  triangula  V  S  P,  h  s  q)  ut 
est  V  S  ad  S  P  seu  a  b  ad  p  q.  ^quantur  ergo  v  h  et  a  b.  Porro  (  p  ) 
ob  sunilia  triangula  V  S  H,  v  s  h,  est  V  H  ad  S  H  ut  v  h  ad  s  h,  id  est, 


axis  conicae  sectionis  jam  descriptae  ad  illius  umbilicorum  intervallum,  ut 
axis  a  b  ad  umbilicorum  intervallum  s  h ;  et  propterea  figura  jam  descripta 
similis  est  figurae  a  p  h.  Transit  autem  hagc  figura  per  punctum  P,  C) 
eo  quod  triangulum  P  S  H  simile  sit  triangulo  p  s  h ;  et  quia  V  H  aequa- 
tur  ipsius  axi  et  V  S  bisecatur  perpendiculariter  a  recta  T  R,  tangit  eadem 
rectam  T  R.     (0  Q.  e.  f. 


•  (  P  )   Similia  sunt  triangula  V  S  H,  v  s  h, 
nam  (per  constr. )  angulus  VS  P=hsq  = 

V  s  p,  et  angulus  H  S  P  =  h  s  p,  adeoque  angu- 
lus  V  S  H  =  V  s  h ;  et  praterea  s  p  :  s  li  =  S  P 
:  S  H,  et  s  V  :  s  p  =  s  h  :  s  q  =  S  V  :  S  P, 
ob  similia  triaiigula  V  S  P,  h  s  q  ;  quare  ex  ae- 
quo  sv:  sh  =  SV:  SH,  triangula  igitur  V  S 
H,  V  s  h,  quorumlalera  proportionalia  sequales 
angulos  complectuntur  sunt  similia. 

•  C )  Nam  si  ducatur  recta  S  P,  perimetro 


figuras  cccurrens  in  P,  et  angulum  P  S  H,  se- 
qualem  faciens  angulo  p  s  h,  patet  ob  similitudi- 
nem  sectionum  conlcarum,  triangula  duo  P  S  H, 
p  s  h,  fore  similia ;  unde  vicissim  manifestum  cst 
punctum  P,  csse  in  perimetro  figurae,  si  trian- 
gulum  P  S  H,  simile  sit  triangulo  p  s  h. 

•  (' )  Eadem  est constructio  ac  demonst>atio 
pro  hyperbola,  si  foci  H,  h,  et  vertices  B,  h,  ad 
contrariam  partem  trsnsfcrantur. 
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LEMMA  XVI. 

A  datis  tribus  punctis  ad  quartum  non  datum  ivflectere  tres  rectas  quarum 
differenticB  vel  dantur  vel  nuUcE  sunt. 

Cas.  1.  Sunto  puncta  illa  data  A, 
B,  C  et  punctum  quartum  Z,  quod 
invenire  oportet ;  ob  datam  difFeren- 
tiam  linearum  A  Z,  B  Z,  locabitur 
punctum  Z  in  hyperbola  cujus  um- 
bilici  sunt  A  et  B,  et  principalis  axis 
difFerentia  illa  data.  Sit  axis  ille 
M  N.  Cape  P  M  ad  M  A  ut  est 
M  N  ad  A  B,  et  erecta  P  R  per- 
pendiculari  ad  A  B,  demissaque  Z  R 
perpendiculari  ad  P  R ;  erit,  (*) 
ex  natura  hujus  hyperbolas,  Z  R  ad 
A  Z  ut  est  M  N  ad  A  B.  Simili  B 
discursu  punctum  Z  locabitur  in  alia  hyperbola,  cujus  umbilici  sunt  A,  C 
et  principalis  axis  difFerentia  inter  A  Z  et  C  Z,  ducique  potest  Q  S  ipsi 
ACperpendicularis,adquamsiab  hyperbolae  hujus  puncto  quovis  Z  demit- 
tatur  normalis  Z  S,  hsec  fuerit  ad  A  Z  ut  est  difFerentia  inter  A  Z  et  C  Z 
ad  A  C.  Dantur  ergo  rationes  ipsarum  Z  R  et  Z  S  ad  A  Z,  et  idcirco 
datur  earundem  Z  R  et  Z  S  ratio  ad  invicem ;  ideoque  si  rectag  R  P,  S  Q 
concurrant  in  T,  et  agantur  T  Z  et  T  A,  figura  T  R  Z  S  dabitur  specie» 
et  recta  T  Z  in  qua  punctum  Z  alicubi  locatur,  dabitur  positione.  Dabi- 
tur  etiam  recta  T  A,  ut  et  angulus  A  T  Z ;  et  ob  datas  rationes  ipsarum 
A  Z  ac  (*)  T  Z  ad  Z  S  dabitur  -earundem  ratio  ad  invicem;  et  inde  dabi- 
tur  triangulum  A  T  Z,  cujus  vertex  est  punctum  Z.     Q.  e.  L 

*  (')  Erit  ex  natura  hujus  hjperbolae  Z  R, 
ad  A  Z,  ut  est  M  N,  ad  A  B,  (298). 

( ' )  500.  Et  recta  T  Z,  in  qua  punctum  Z, 
alicubi  locatur,  dabitur  positione;  ductis  enira 
T  F  ad  R  T,  et  T  G  ad  S  T  perpendicularibus, 
quae  sint  in  ratione  data  R  Z  ad  Z  S,  agantur 
GZ,  FZ,ipsis  T  S,  R  T  parallel»  et  se  mutuo 
intersecantes  in  puncto  aiiquo  Z,  juncta  T  Z, 
habebit  positionem  quaesitam ;  patet  enim  per- 
pendicula  Z  S,  Z  R,  ex  puncto  Z,  in  rectas  T  S, 
T  R,  demissa,  esse  lineis  T  G,  T  F  aequalla  adeo- 
que  in  data  ratione. 
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Cas.  2.  Si  duae  ex  tribus  lineis,  puta  A  Z  et  B  Z,  agquantur,  ita  age 
rectain  T  Z,  ut  bisecet  rectam  A  B  j  dein  quaere  triangulum  A  T  Z  ut 
supra. 

Cas.  3.  Si  omnes  tres  aequantur,  locabitur  punctum  Z  in  centro  circuli 
per  puncta  A,  B,  C  transeuntis.     Q.  e.  i. 

Solvitur  etiam  hoc  lemma  problematicum  per  librum  Tactionum  ApoU 
lonii  a  Vieta  restitutum. 


PROPOSITIO  XXL    THEOREMA  XIIL 

Trajectoriam  circa  datum  umhilicum  descrihere^  quce  transibit  jper  jpuncta 
data  et  rectas  jpositione  datas  continget, 

Detur  umbilicus  S,  punctum  P,  et 
tangens  T  R,  et  inveniendus  sit  umbi- 


T\:. 


licus  alter  H.  Ad  tangentem  demitte 
perpendiculum  S  T,  et  produc  idem  ad 
Y,  ut  sit  T  Y  aequalis  S  T,  et  erit  Y  H 
aequalis  axi  principali.  Junge  S  P, 
H  P,  et  erit  S  P  differentia  inter  H  P 
et  axem  principalem.  (")  Hoc  modo  si  dentur  plures  tangentes  T  R, 
vei  plura  puncta  P,  devenietur  semper  ad  lineas  totidem  Y  H,  vel  P  H, 
a  dictis  punctis  Y  vei  P  ad  iimbilicum  H  ductas,  quae  vei  sequantur  axibus* 
vel  datis  longitudinibus  S  P  differunt  ab  iisdem,  atque  ideo  quae  vel 
aequantur  sibi.  invicem,  vel  datas  habent  differentias ;  et  inde,  per  lefmma 
superius,  datur  umbilicus  ille  alter  H.  Habitis  autem  mnbillcis  una  cum 
axis  longitudine  (quae  vel  est  Y  H ;  vel,  si  trajectoria  ellipsis  est,  P  H 
4"  S  P ;  sin  hyperbola,  P  H  —  S  P)  habetur  trajectoria.     Q.  e.  i. 


(")  301.  Si  dentur  tres  tangentes,  da- 
buntur  tria  puncta  ut  Y,  ex  quibus  ad 
imibilicum  H,  inflectendae  erunt  tres  rec- 
tae  aequales  ut  Y  H,  quod  fit  per  Cas.  3. 
Lemmatis  superioris.  Si  duae  dentur 
tangentes  et  punctum  perimetri  sectienis 
P,  dabuntur  duo  puncta  ut  Y,  ex  quibus 
ad  umbilicum  H,  inflectendae  erunt  dua; 
rectae  aequales,  et  3"°*  punctum  P,  ex  quo 
ducenda  P   H,    cujus   differentia  a  llneS 

Y  H,  est  data  S  P.  Nam  in  ellipsi  P  H 
+  S  P  =  Y  H,  adeoque  Y  H  —  P  H 
=  S  P;   in  hyperbola   P  H  —  S  P  = 

Y  H,  unde  P  H  —  Y  H  =  S  P,  estque 
Casus  2"' Lem.  XVI.  Tandem  sidentur 
tria  perimetri  puncta  ut  P,  locum  habet 
Casus  1"'  ejusdcnn  Lemmatis. 
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Scholium. 


Ubi  trajectoria  est  hyperbola,  sub  nomine  hujus  trajectoriae  oppositam 
hyperbolam  non  comprehendo.  Corpus  enim  pergendo  iii  iDOtu  suo  in 
oppositam  hyperbolam  transire  non  potest. 

Casus  ubi  dantur  tria  puncta  sic  solvitur  expeditius.  Dentur  puncta  B, 
C,  D.  Junctas  B  C,  C  D  produc  ad  E,  F,  ut  sit  E  B  ad  E  C  ut  S  B  ad 
S  C,  et  F  C  ad  F  D  ut  S  C  ad  S  D.  Ad  E  F  ductam  et  produc- 
tam  demitte  normales  S  G,  B  H,  inque  G  S  infinite  producta  cape  G  A 
ad  A  S  et  G  a  ad  a  S  ut  est  H  B  ad  B  S;  et  erit  A  vertex,  et  A  a  axis 
principalis  trajectoriae  :  quae,  perlnde  ut  G  A  major,  aequalis,  vel  minor 
fuerit  quam  A  S, 
erit  ellipsis,  para- 
bola  vel  hyperbo- 
la;  puncto  a  in 
primo  casu  ca- 
dente  ad  eandem 
partem  lineae  G  F  q 
cum  puncto  A; 
in  secundo  casu 
abeunte  in  infi- 
nitum;  in  tertio 
cadente    ad  con- 

trariam  partem  lineae  G  F.  Nam  si  demittantur  ad  G  F  perpendicula 
C  I,  D  K ;  erit  I  C  ad  H  B  ut  E  C  ad  E  B,  hoc  est,  ut  S  C  ad  S  B; 
et  vicissim  I  C  ad  S  C  ut  H  B  ad  S  B  sive  ut  G  A  ad  S  A.  Et  simili 
argumento  probabitur  esse  K  D  ad  S  D  in  eadem  ratione.  (^)  Jacent 
ergo  puncta  B,  C,  D  in  coni  sectione  circa  umbUicum  S  ita  descripta, 
ut  rectae  omnes,  ab  umbilico  S  ad  singula  sectionis  puncta  ductae,  sint 
ad  perpendicula  a  punctis  iisdem  ad  rectam  G  F  demissa  in  data  illa  ra- 
tione. 

Methodo  haud  multum  dissimili  hujus  problematis  solutionem  tradit 
clarissimus  Geometra  de  la  Hire,  Conicorum  suorum  Lib.  VIII.  Prop. 
XXV. 


E 


VouL 


(')  •  Jacent  ergo  puncta  B,  C,  D,  in  cenisectione  (Tide  n.  298.) 
K 
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SECTIO  V. 

Jnveniio  orhium  ubi  umhiHcus  neuter  dalur. 


LEMMA  XVIL 

Si  a  datds  conicce  seciionispuncto  quoris  P  ad  trapezii  alicujus  A  B  C  D,  /n  cn- 
nicd  illd  sectione  inscripti,  latera  quatuor  injinite producta  A  B,  C  D,  A  C, 
D  B  totidem  rectcB  P  Q,  P  R,  P  S,  P  T  in  datis  angulis  ducantur,  singulce 
ad  singula:  rectangulum  ductarum  ad  cpposita  duo  latera  P  Q  X  P  R,  erit  ad 
rectangulum  ductarum  ad  alia  duo  latera  opposiia  P  S  X  P  T  m  datd  ratione. 

Cas.  1.  Ponamus  pritno  lineas  ad  opposita  latera  ductas  parallelas  esse 
alterutri  reliquorum  laterum,  puta  P  Q  et  P  R  lateri  A  C,  et  P  S  ac  P  T 
lateri  A  B.  Sintque  insuper  latera  duo  ex  oppositis,  puta  A  C  et  B  D, 
sibi  invicem  parallela.  Et  recta,  quae  bisecat  parallela  illa  latera,  erit  una 
ex  diametris  conicae  sectionis,  et  bisecabit  etiam  R  Q.  Sit  O  punctum  in 
quo  R  Q  bisecatur,  et  erit  P  O  f. 
ordinatim  applicata  ad  diame- 
trum  illam.  Produc  P  O  ad  K, 
ut  sit  O  K  aequalis  P  O,  et  erit 
O  K  ordinatim  applicata  ad  con- 
trarias  partes  diametri.  Cum 
igitur  puncta  A,  B,  P  et  K  sint 
ad  conicam  sectionem,  et  P  K 
secet  A  B  in  dato  angulo,  erit 
(per  Prop.  17,  19,  21  et  23.  Lib. 
III.  Conicorum  ApolloniiJ  rec-  A 
tangulum  P  Q  K  ad  rectangulum 
A  Q  B  in  data  ratlone.  ( ^ )  Sed  Q  K  et  P  R  aequales  sunt,  utpote  ajqualium 
O  K,  O  P,  et  O  Q,  O  R  differentiae,  etinde  etiam  rectangula  P  Q  K  et 
P  Q  X  P  R  aequalia  sunt ;  atque  ideo  rectangulum  P  Q  X  P  R  est  ad  rectan- 
gulmn  A  Q  B,  hoc  est  ad  rectangulum  P  S  X  P  T  in  data  ratione.    Q.  e.  d. 


a 

IK 


B 


C)  Erit  rectangvlum  P  Q,  K  nd  rectan- 
gulum  A  Q  B  in  datd  ralione.  Liquet  (per 
Lein.  III.  de  Conic.)  quod  si  linca  quaevis  in 
Sectione  Conica  temiinata  ut  P  K  secet  aliam  li- 
neam  etiam  in  Sectione  Conica  tenninatam  ut 
A  B.  rectangulum  partium   lineas  P  K  erit  ad 


rectangulum  partium  linea;  A  B  ut  rectangu- 
him  partium  linece  cujusvis  alius  ParallclaB  linese 
P  K  et  ad  sectionem  tenninata',  ad  rectangulum 
paitium  quas  haec  nova  linca  secat  in  linea  A  B : 
ideo  ubicumque  sit  punctum  P  rectangnla 
P  Q  K  ct  A  (i  B  crimt  in  cadem  data  ratione. 
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Cas.  2.  Ponamus  jam  trapezii  latera  opposita  A  C  et  B  D  non  esse 
parallela.  Age  B  d  parallelam  A  C  et  occurrentem  tum  rectae  S  T  in  t, 
tum  conicae  sectioni  in  d.  Junge  C  d  secantem  P  Q  in  r,  et  ipsi  P  Q  pa- 
rallelam  age  D  M  secantem  C  d  C\ 
in  M  et  A  B  in  N.  Jam  ob  si- 
milia  triangula  B  T  t,  D  B  N ; 
est  B  t  seu  P  Q  ad  T  t  ut  D  N 
ad  N  B.  Sic  et  (^)  R  r  est  ad  A  Q 
seu  P  S  ut  D  M  ad  A  N.  Ergo 
ducendo  antecedentes  in  antece- 
dentes  et  consequentes  in  conse- 
quentes,utrectangulum  P  Qin  Rr 
est  ad  rectangulum  P  S  in  T  t,  ita 
rectangulum  N  D  M  est  ad  rec-    A.  OL  N^  B 

tangulum  A  N  B,  et  (per  Cas.  1.)  ita  rectangulum  PQ  in  Pr  est  ad  rectan- 
gulum  P  S  in  P  t,  (f )  ac  divisim  ita  rectangulum  P  Q  X  P  R  est  ad  rec- 
tangulum  P  S  X  P  T.     Q-  e.  d. 

Cas.  3.  Ponamus  denique  li-  ^ 
neas  quatuor  P  Q,  P  R,  P  S, 
P  T  non  esse  parallelas  lateribus 
A  C,  A  B,  sed  ad  ea  utcunque  in- 
clinatas.  Earum  vice  age  P  q, 
P  r  parallelas  ipsi  A  C ;  et  P  s, 
P  t  parallelas  ipsi  A  B  ;  et 
propter  datos  angulos  triangu- 
lorum  P  Q  q,  P  R  r,  P  S  s,  P 
T  t,  dabuntur  rationes  P  Q  ad 

P  q,  PRad  Pr,  PS  adP  s,  A  Q       1  B 

et  P  T  ad  P  t ;  atque  ideo  rationes  compositae  P   QxPRadPqX 
P  r,  et  P  S  X  P  T  ad  P  s'  X  P  t.     Sed,  per  superius  demonstrata,  ratio 
PqXPradPs  X  P  tdata  est:  ergo  et  ratio  PQxPRadPSxPT. 
Q.  e.  d. 


(J^)  *  Rr  :  A  Q  seu  P  S=  D  M  :  A  N. 
Sunt  enim  proptcr  parallelas  R  r,  D  M,  trian- 
gula  r  C  R  M  C  D  similia,  ideoquc  R  r  :  D  M 
=  C  r  :  C  M ;  sed  C5t  C  r  :  C  M  =  A  Q  vel 
P  S  :  A  N ;  ergo  R  r  :  D  M=  Q  A  vel  P  S  : 
A  N  et  R  r.:  P  S  =  D  M  :  A  N. 

(f)  * Ac  (livisim.  Ex  aeinonstratis  NDM: 


ANB  =  PQXRr:  PSyTt=  PQ 
XPr:PSxPt,  et  divisim  N  DM  :  A  N  B 
=  PQXPr—  PQXRr:PSXPt 
—  PSX  Tt=PQX  PR:PSXPT, 
seJ  ratio  N  D  M  ad  A  N  B  data  est,  ergo  et 
ratio  PQXPIiadPSXPT. 


KS 
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lisdem  jposttis,  si  rectangtilum  ductarum  ad  opposita  duo  latera  trapezii  P  Q 
X  P  R  sit  ad  rectangulum  ductarum  ad  reliqua  duo  latera  P  S  X  P  T  m 
data  ratione  ;  punctum  P,  a  quo  linecs  ducuntur,  tanget  conicam  sectiojiem 
circa  trapezium  descriptam. 

Per  puncta  A,  B,  C,  D  et  aliquod  infinitorum  punctorum  P,  puta  p, 
concipe  conicam  sectionem  describi :  dico  punctum  P  hanc  semper  tan- 
gere.  Si  negas,  junge  A  P 
secantem  hanc  conicam 
sectionem  alibi  quam  in  P, 
si  fieri  potest,  puta  in  b. 
Ergo  si  ab  his  punctis  p  et 
b  ducantur  in  datis  angulis 
ad  latera  trapezii  rectae  p  q, 
p  r,  p  s,  p  t  et  b  k,  b  n, 
b  f,  b  d ;  erit  ut  b  k  X  b  n 
ad  b  f  X  b  d  ita  (per  Lem. 
XVII.)  pqXpradps 
X  p  t,  et  ita  (per  hypoth.) 
PQ  X  PRadPSxPT. 
Est  et  propter  similitudi- 
nem  trapeziorum  b  k  A  f, 
P  Q  A  S,  ut  b  k  ad  b  f  ita  P  Q  ad  P  S.  Quare,  applicando  terminos 
prioris  proportionis  ad  terminos  correspondentes  hujus,  erit  b  n  ad  b  d  ut 
P  R  ad  P  T.  (f )  Ergo  trapezia  aequiangula  Dnbd,  DRPT  simiUa 
sunt,  et  (*)  eorum  diagonales  D  b,  D  P  propterea  coincidunt.  Incidit 
itaque  b  in  intersectionem  rectarum  A  P,  D  P  ideoque  coincidit  cum 
puncto  P.  Quare  punctum  P,  ubicunque  sumatur,  incidit  in  assignatam 
conicam  sectionem.     Q.  e.  d.  (•*) 


(f )  •  Cum  sit  b  k  X  1>  n  :  b  f  X  d  b  = 
PQXPR:PSXi*T 

item bf:bk=PS:  PQ 
erit   b  n  :  b  d  =  P  R  :  P  T. 

(*)  Ergb  trapezia  eequiavgula  D  n  b  d, 
D  R  P  T,  similia  sunt,  et  eorum  diagonales  D  d, 
D  P,  jyropterea  coincidunt ;  nam  jungantur  n  d, 
R  T,  et  duo  triangula  n  d  b,  R  T  P,  arquiau- 
gula  erunt  ob  latcra  b  n,  b  d,  et  P  R,  P  T, 
proportionalia,  et  angulos  n  b  d,  R  P  T,  scqua- 


les ;  quare  et  duo  triangula  n  d  D,  R  T  D, 
sequiangula  crunt  ob  angvlum  D,  communem, 
et  angulos  ad  T  et  t,  R  et  n,  icquales,  erit  igitur 
bn:nD=PR:  RD,  adeoque  ductis  dia- 
gonalibus  D  b,  D  P,  duo  triangula  b  D  n, 
P  D  R,  erunt  similia,  ac  proinde  angulus  P  D  R, 
squalis  angulo  b  D  n,  quod  esse  non  potest, 
nisi  diagonales  D  b,  D  P,  coincidant. 

(*)  302.  LemmaXVIlI.  per  analysim  facile 
demonstrari  potest.     Froducta  enim  P  S,  donec 
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Corol.  Hinc  si  rectae  tres  P  Q,  P  R,  P  S,  a  puncto  communi  P  ad  alias 
totidem  positione  datas  rectas  A  B,  C  D,  singulae  ad  singulas,  in  datis 
angulis  ducantur,  sitque  rectangulum  sub  duabus  ductis  (<=)  P  Q  X  P  R 
ad  quadratum  tertiae  P  S  in  data  ratione :  punctum  P,  a  quibus  rectae 
ducuntur,  locabitur  in  sectione  conica  quae  tangit  lineas  A  B,  C  D  in  A 
et  C ;  et  contra.  Nam  coeat  linea  B  D  cum  linea  A-C,  manente  positi- 
one  trium  A  B,  C  D,  A  C ;  dein  coeat  etiam  linea  P  T  cum  linea  P  S : 
et  rectangulum  P  S  X  P  T  evadet  P  S  quad.  rectasque  A  B,  C  D,  quse 


singulis  trapezii  lateribus  occarrat  ia  F,  E,  S, 
H,  ob  datos  omnes  angulos  figurae,  data  erit  ja- 
tio  laterum  quihussiugulatriangula  FPT,  FED, 
P  E  R,  E  C  S,  S  H  A,  P  H  Q,  clauduntur. 


Assumptis  igitur  C  E,  tanquam  abscissi  et  P  E 
tanquam  orcBnata  loci  punctorum  P,  data  erit  ra- 
tio  P  E,  ad  P  R,  adeoque  P  E,  in  datam  quan- 
titatem  ducta  aequabitur  ipsi  P  R ;  ob  datam 
C  D,  invenietur  E  D,  ut  pote  sequalis  C  D  — 
C  E,  et  per  triangulum  F  E  D  specie  datum 
invenietur  E  F,  ac  proinde  PF  =  EF  —  EP, 
et  inde  per  triangulum  F  P  T,  invenietur  P  T, 
omnesque  illae  lineae  exprimenlur  per  lineas  C  E, 
P  E,  unius  dimensionis,  et  alias  datas  quantita- 
tes.  Similiter  ESetCSetSA=CA  — 
C  S,  atque  H  S,  per  triangulum  S  A  H,  specie 
datum,  et  hinc  PH^HS+SE-f-EE, 
adeoque  P  Q,  per  triangulum  P  H  Q,  inveni- 
entur  in  lineis  C  E  et  P  E,  unius  dimensionis 
et  aliis  datis  quantitatibus.  Quare  in  rcctangn- 
lis  P  Q  X  P  R>  P  S  X  i*  T,  rectae  variabiles 
C  E,  P  E,  non  plures  quam  duas  dimensiones 
obtinebunt,  unde  aequatio  quae  ex  rectangulorum 
illorum  ratione  data  reperitur  secundum  gradum 
non  superabit ;  Cum  igitur,  ut  vulgo  notum  est, 
arquationis  quadraticae  locus  sit  sectio  conica, 
patet  locum  punctorum  P,  esse  ad  sectionem 
conicam.  Quod  autem  sectio  illa  per  puncta  C, 
D,  P,  A,  transeat  inito  calculo  faciie  ostenditur, 
nam  si  in  aequatione  loci  ponatur  C  E  =  o'  in- 
venietur  valor  unus  ipsius  P  £  =  o,  adeoque 


punctum  P,  cadit  in  C,  si  ponatur  C  E  = 

C    D,    invenietur  quoque   valor    unus    P    E 

=:  o,  ac  proinde  punctum  P,  cura  puncto  D, 

coincidit ;  idem  pari  argumento  respectu  punc- 

torum  A,  B,  reperitur,  si  po- 

natur  A  Q  =  o  vel  A  Q  = 

A  B. 

C^)  Hinc  si  rectee  ires,  &c. 
Sint  tres  lineas  A  B,  C  D, 
A  C  positione  data,  et  line» 
A  B,  C  D  tangant  sectionem 
conicam  in  A  et  C,  et  a  punc- 
to  communi  P  ducantur  tres 
rect£B  P  Q,  P  R,  P  S  in  da- 
tis  angulis  ad  singulas  A  B, 
C  D,  A  C  erit  P  Q  X  P  R 
in  ratione  data  ad  quadratum 
tertias  P  S :  Sit  cnim  P  S 
parallela  linea:  D  C,  et  sint 
R  P,  P  Q  parallelae  linea 
C  A  sitque  P  K  chorda 
sectionis,  sumatur  medium 
O  chordae  A  C  ducaturque 
per  punctum  D,  D  O,  quae  secabit  tam  chordam 
P  K  quam  totam  R  Q  in  medio  (vide  Lem. 
IV.  de  Conic.  n.  224.)  hinc  erit  R  K  =  P  Q, 


sed  est  (per  Cor.  2.  Lem.  III.  de  Conic.  n. 
224.)  C  R  *  ad  R  P  X  R  K  in  data  ratione, 
ideoque  est  C  R  *  ad  R  P  X  P  Q  >»  dat4  ra- 
tione,  sed  ob  parallelas  CR,  S  P  et  CS,  R  P 
est  P  S  =  C  R,  ergo  P  S  *  est  ad  R  P  X 
P  Q  in  data  ratione. 
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curvam   in  punctis  A  et  B,  C  et  D  secabant,  jam  (f)  curvam  in  punctis 
illis  coeuntibus  non  amplius  secare  possunt,  sed  tantum  tangent. 

Scholium.  » 

Nomen  conicas  sectionis  in  hoc  lemmate  late  sumitur,  ita  ut  sectio  tam 
rectilinea  per  verticem  coni  transiens,  quam  circularis  basi  parallela  inclu- 
datur.  C^)  Nam  si  punctum  p  incidit  in  rectam,  qua  puncta  A  et  D  vel 
C  et  B  junguntur,  conica  sectio  vertetur  in  geminas  rectas,  quarum  una  est 
recta  illa  in  quam  punctum  p  incidit,  et  altera  est  recta  qua  alia  duo  ex 
punctis  quatuor  junguntur.  Si  trapezii  anguli  duo  oppositi  simul  sumpti 
asquentur  duobus  rectis,  et  lineae  quatuor  P  Q,  P  R,  P  S,  P  T  ducantur 
ad  latera  ejus  vel  perpendiculariter  vel  in  angulis  quibusvis  aequalibus, 
sitque  rectangulum  sub  duabus  ductis  P  Q  X  P  R  aequale  rectangulo  sub 
duabus  aliis  P  S  X  P  T,  sectio  conica  evadet  circulus.     (^)  Idem  fiet, 

Si  lineae  P  S,  R  T,  !P  Q.  in  aliis  sed  datis 
angulis  ad  lineas  A  C,  C  D,  AD  inclinentur, 
dabuntur  earum  rationes  ad  has  priores,  unde 


deducefur  «tidem  modo  ac  in  Lemmate  XVII. 
in  isto  etiam  casu  fore  SP*adRPXl*Q.in 
data  ratione. 

Pariter  et  coiiversa  demoustrabitur  ut  Lemma 
XVIII. 

(f )  *  Jani  curvam  in  punctis  illis  coeuntibus 
non  amplius  secare  possnnt,  sed  tantuni  tutigent ; 
puncta  enim  A  et  B,  C  et  D,  semper  supponun- 
tur  in  conicse  sectionis  perimetro  posita  ;  quare 
evanescentibus  distantiis  A  B  et  C  D,  lineae  A  B 
ei  C  D,  ultimo  coincidunt  cum  tangentibus  sec- 
tionem  in  punctis  A  et  C.   Vid.  Lem.  VI.  Newt. 

C)  303.  Puncta  quatuor  A,  B,  D,  C,  sint  in 
perimetro  hyperboloB  vel  in  perimetris  duarum 
hyperbolarum  oppositarum,  planum  sectionis  quo 
hyperboiii  in  cono  generatur  accedat  ad  coni  ver- 
ticem  ;  hyperbolae  in  triangula  rectilinea  mutan- 
tur  quae  erunt  loca  punctorum  P,  ct  quorum  la- 
tera  vel  coincidunt  cum  duobus  trapczii  latcribus 
vel  sunt  ipsius  diagonales,  ac  proinde  punctum  P, 


incidit  in  rectam  qua  quaevis  ex  punctis  quatuor 
A,  B,  C,  D,  junguntur  et  conica  sectio  vertitur 
in  geminas  rectas  quarum  una  est  recta  illa  in 
qud  punctum  P  incidit  et  allera  est  recta  qua 
alia  duo  ex  punctis  qualuor  jungunlur. 

(^)  304.  Seclio  conica  evadet  circulus.  Si 
ex  trapezii  A  B  D  C  circulo  inscripti  anguio 
quovis  D,  agatur  recta  D  N,  lateri  A  C  paral- 
lela,  et  lateri  A  B  occurrens  in  N,   deinde  ex 


altero  angulo  B,  ducator  B  d,  lateri  A  C  pa- 
rallcla  circulo  occurrens  «n  d,  jungaturque  C  d 
rectam  D  N,  secans  in  M,  erit  D  N  X  D  M 
=  A  N  X  N  B.  Kam  jungatur  A  K, 
et  (juoniam  arcus  C  D,  ct  A  K,  D  d,  et 
K  B,  iuter  casdem  parallelas  interccpti  a^qua- 
les  bunt,  anguli  D  C  d,  ct  B  A  K,  C  D  K 
et  A  K  D,  iis  arcubus  insisteiUes  et  aqualium 
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si  lineas  quataor  ducantur 

in  angulis  quibusvis,  et  rec- 

tangulum  sub  duabus  diictis 

P  Q  X  P  R  sit  ad  rectangu- 

lum  sub  aliis  duabus  P  S  X 

P  T  ut  rectangulum  sub  si- 

nubus  angulorum  S,  T,  in 

quibus  duae  ultimae  P  S,  P  T 

ducuntur,  ad    rectangulum 

sub  sinubus  angulorum  Q, 

R,  in  quibus  duae  primas 

PQ,PR,ducuntur.(f)  Cee- 

teris  in  casibus  locus  puncti 

P  erit  aliqua  trium  figura- 

rum,  quas  vulgo   nominan-  A        H  Jv  U,  Ji 

tur  sectiones  conicae.  (^ )  Vice  autem  trapezii  A  B  C  D  substitui  potest  quad- 

rilaterum,  cujus  latera  duo  opposita  se  mutuo  instar  diagonalium  decussant. 

Sed  et  e  pimctis  quatuor  A,  B,  C,  D  possunt  unum  vel  duo  abire  ad  infi- 


arcuum  chordae   C   D,  A  K,  aBquantur;  quare 
triangula  A    K  N,  C  D  M,  similia  et  aequalia 
sunt ;  est  igitur  D  M  =  N  K  ;  sed  ex  natura 
circjli  ANXNB=K   NXDN,  ergo 
ANXNB  =  D  MXDN- 
305.   Si  ergo  sectio  conica  trapezio   circum- 


scripta  vertatur  in  cireolntrf,  hoc  est,  si  sectionis 
planum  basi  coni  fiat  parallelum,  erit  rectangu- 
lum  P  Q  X  P  R  ad  rectangulum  P  S  X  P  T, 
ut  rectangulum  sub  sinubus  angulorum  S,  T,  ad 
rectanguhim  sub  sinubus  angulorum  Q,  R  — 
Dcm.  facta  constructione  Cas.  5'.  Lem.  XVII. 
agantur  rectae  D  N,  B  d,  lateri  A  C  parallela?, 

K 


ut  in  aiticulo  superiori ;  et  erit  per  demonstrati- 
onem  casus  2".  Lem.  XVII.,  N  D  X  D  M  : 
ANXNB  =  PqXPr:PsXPt,hocest 
(304)  PqXPr=PsX  Pt.  Jam  vero  an- 
gulorum  sinubus littera  S  designatis  eritS.  PqA 

=  S.  C  A  B,  et  S.  P  r  C  =  S.  A  C  D,  ob 
parallelas  P  q,  A  C,  et  S.  P  s  S  =  S.  P  s  C  = 
S.  C  A  B,  et  S.  P  t  T  =  S.  A  B  D,  ob  parallelas 
s  t,  A  B,  et  ob  augulum  A  C  D,  complementura 
anguli  A  B  D  ad  duos  rectos,  S.  P  t  T  = 
S.  A  C  D. 

Porro 
PQ:  Pq=  S.  Pq  A(S.  C  AB):  S.  PQB 
P  s  :  P  S  =  S.  P  S  C  :  S.  P  s  S  (S.  C  A  B). 
P  R  :  P  r  =  S.  P  r  C  (S.  A  C  D.)  :  S.  P  R  C. 
P  t :  P  T=  S.  P  T  t :  S.  P  t  T.  (S.  A  C  D). 

Ergo  per  compositionem  rationum 
PQXPRXPsXPt:P   SXPTX 
PqXP>-  =  PQXPR:PSXPT 
=  S.  PSCXS.  PTt:    S.PftBX 
S.  P  R  C.     Q.  e.  d. 

306.  Corol.  Eadem  manente  proportlone,  si 
omnes  anguli  ad  S,  T,'  Q,  R,  fuerint  aequales, 
rectangulum  P  Q  X  P  R>  erit  quoque  aequaJe 
rectangulo  P  S  X  P  T. 

( f )  *  Nam  vel  punctum  P,  iocabitur  in 
sectione  rectilinea  per  verticem  coni  transeunte, 
vel  in  circulo,  vel  tandem  in  ahqua  trium  sec- 
tionum  conicarum,  nullaeenim  aliae  sunt  sec- 
tiones  conicae,  ut  notum  est 

(*)  307.    Vice  autem  trapezii  substilui  potest 
guadrilalerum    A    B    D    C,   cujus  latera     duo 
A  B,    C  D,    se  mutuo  instar  diagonalium  decus- 
sant ;    huic    enim    qiiadiilatero    absque  mu 
4 
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nitum,  eoque  pacto  latera  figurae,  quae  ad  puncta  illa  convergunt,  evadere 
parallela :  quo  in  casu  sectio  conica  transibit  pcr  castera  puncta,  et  in 
plagas  parallelarum  abibit  in  infinitum. 

^    LEMMA  XIX. 

Invenire  punctum  P,  a  qvo 
si  recice  quaiuor  P  Q,  P  R, 
P  S,  P  T  a^  alias  toti- 
dem  positione  datas  rectas 
A  B,  C  D,  A  C,  B  D, 
singulce  ad  singidas,  in  da- 
tis  angulis  ducantur^  rec- 
iansulum  suh  duabus  du^- 
tis,  P  Q  X  P  R,  sit  ad 
rectangulum  sub  aliis  dua- 
6t«,  P  S  X  P  T,  in  datd 
ratione. 

LineiEe  A  B,  C  D,  ad  quas  rectfis  duae  P  Q,  P  R  unum  rectangulo- 
rum  continentes  ducuntur,  conveniant  cum  aliis  duabus  positione  dati» 
lineis  in  punctis  A,  B,  C,  D.  Ab  eorum  aliquo  A  age  rectam  quam- 
libet  A  H,  in  qua  velis  punctum  P  reperiri.  Secet  ea  lineas  oppositas 
B  D,  C  D,  nimirum  B  D  in  H  et  C  D  in  I,  et  ob  datos  omnes  angulos 
figurae,  dabuntur  rationes  P  Q  ad  P  A  et  P  A  ad  P  S,  ideoque  ratio  F  Q 
ad  P  S.  Auferendo  hanc  a  data  ratione  P  Q  X  P  R  ad  P  S  X  P  T,  da- 
bitur  ratio  P  R  ad  P  T,  et  addendo  datas  rationes  P  I  ad  P  R,  et  P  T  ad 
P  H  dabitur  ratio  P  I  ad  P  H,  atque  ideo  punctum  P.     Q.  e.  i. 

Corol.  1.  Hinc  (^)  etiam  ad  loci  punctorum  infinitorum  P  punctum 

demonstrationes  Lemmatum  XVII.  et  XVIII. 
Exemplum  sit  Cas.  1.  Lem.  XVII.  ponamus 
lineas  ex  puncto  P,  ad  opposita  latera  ductas  pa- 
rallelas  esse  alterutri  reUquomm  laterum,  putA 
P  Q  et  P  R,  lateri  A  C  et  P  S,  ac  P  T,  lateri 
A  B  j  sintque  insuper  latera  duo  ex  oppositis 
puta  A  C  et  B  D,  sibi  invicem  parallela  et 
recta  quse  bisecat,  &c.  cffiteraE  omnes  demonstra- 
tionis  partes  eodem  raodo  transferuntur  ad  quad- 
rilaterum  C  A  B  D. 

C")  308.  Minima  sit  punctorum  P,  D,  dis- 
tantia  P  D,  agantur  D  s,  D  q,  ad  A  C,  A  B, 
in  angulis  datis  P  S  C,  P  Q,  A,  ct  juncta,  AD» 
ex  illius  quovis  puncto  Y,  ducantur  T  r, 
lateri  C  D,  parallela,  et  Y  t,  ad  D  B,  in 
angulo  dato  P  T  H ;  tum  ex  puncto  D, 
ad  Y  r,  ducatur  D  r,  in  angulo  dato  P  R  I ; 
punctis  P,  D,  coeuntibus  erit  P  Q :  P  A 
=  Dq:DA,  ctPA:  PS=DA: 
tatione  aptari  possunt  tam  constructiones  quam     D  s,   ade6que   P  Q :  P  S  =  D  q  :  D  s,  ct 
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quodvis  D  tangens  duci  potest.  Nam  chorda  P  D,  ubi  puncta  P  ac  D 
conveniunt,  hoc  est,  ubi  A  H  ducitur  per  punctum  D,  tangens  evadit 
Quo  in  casu,  ultima  ^atio  evanescentium  I  P  et  P  H  invenietur  ut  supra. 
Ipsi  igitur  A  D  duc  paraUelam  C  F,  occurrentem  B  D  in  F,  et  in  ed 
ultima  ratione  sectam  in  E,  et  D  E  tangens  erit,  propterea  quod  C  F  et 
evanescens  I  H  parallelse  sunt,  et  in  E  et  P  similiter  sectae. 

Corol.  2.  Hinc  etiam  locus  punctorum  omnium  P  definiri  potest.  Per 
quodvis  pimctonim  A,  B,  C,  D,  puta  A,  duc  loci  tangentem  A  E,  et 
per  aUud  quodvis  punctum  B 
duc  tangenti  parallelam  B  F  oc- 
currentem  loco  in  F.  Invenie- 
tm*  autem  punctum  F  per  Lem. 
XIX.  Biseca  B  F  in  G,  et 
acta  indefinita  A  G  erit  positio 
diametri  ad  quam  B  G  et  F  G 
ordinatim  applicantur.  Haec 
A  G  occurrat  loco  in  H,  (')  et 
erit  A  H  diameter  sive  latus 
transversum,  ad  quod  latus  rec- 
tum  erit  ut  B  G  q  ad  A  G  X 
GH.  SiC')  A  G  nusquam  oc- 


proinde  PQX  PR:PSXPT  =  DqX 
P  R  :  D  s  X  P  T.  Ratio  data  rectanguli  P  Q 
X  P  R  ad  P  S  X  P  T  sit  A  ad  B,  et  trit  D  q 
X  PR:DsXPT  =  A:  B,  adeoqu* 
PR:PT  =  AxDs:BXl>q 


et  evanescente  P  D,  ob  similia  triangula  P I  R, 

D  Y  r,  erit 

PI:PR=DY:Dr. 

et   ob  similia  triangula  P  T  H,  Y  t  D,    erit 
PT:  PH=  Yt:  D  Y 

ergo  per  compositionem  rationum 
PI:PH=AX   DsXYt:BXDq 
X  Dr  =  C  E  :  EF,  obparaUelasIH,    C  F, 

ducta  D  E,  erit  tangens  in  D. 

(')  •  Et  erit  A  H,  diaraeter  (per  Prop.  7*° 
Lib.  2.  Conic.  Apoll.  Lemma  IV.  de  Conic 
224.)  sive  latus  transversum  ad  quod  latus  rec- 
tum  erit  ut  B  G  ^  ad  A  G  X  G  H  (per  Prop. 
21.  Lib.  1.  Conic.  Apoll.  Theor.  II.  de  Hyp. 
et  de  Ellip.  et  Theor.  I.  de  Parab.  n.  224.) 

(  ^  )  509.  Locus  omnium  punctorum  P,  est 
aliqua  ex  quinque  coni  sectionibus,  per  Lem. 
XVIII.  et  ipsius  scholium.  Si  locus  fnerit 
linca  recta  ac  proinde  tangens  ipsa  A  E,  (S03) 
recta  B  F,  tangenti  parallela  nullibi  occurret 
loco  ;  si  vero  lccus  fuerit  alia  ccni  sectio,  recta 
B  F,  huic  sectioni  occurret  in  ptincto  aliquo 
F,  tumque  diameter  A  G,  vel  utrinque  terroi- 
nabitur    ad    hyperbolas   oppositas,    quo   cssu, 

t  puncta  A  et  H,  sita  erunt   ad   easdem   parte» 

^  ipsius  G,  vel  claudetur  Ellipsi  aut  circulo,  et 

punctum  G,  inter  A  et  H  positum  erit,  vel  tan- 

dem  nullibi  occiuxet  loco  qui  proinde  erit  para- 
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currit  loco,  linea  A  H  existente  infiuita,  locus  erit  parabola,  et  latus  rec- 

.    BGq         . 

tum  ejus  ad  diametrum  A  G  pertinens  erit    ^  q- .    Sin  ea  alicubi  occur- 

rit,  locus  hyperbola  erit,  ubi  puncta  A  et  H  sita  sunt  ad  easdem  partes 
ipsius  G  :  et  ellipsis,  ubi  G  intermedium  est,  nisi  forte  angulus  A  G  B 
rectus  sit,  et  insuper  B  G  quad.  aequale  rectangulo  A  G  H,  quo  in  casu 
circulus  habebitur. 

Atque  ita  problematis  veterum  de  quatuor  lineis  ab  Euclide  incoepti  et 
ab  Apolionio  continuati  non  calculus,  sed  compositio  geometrica,  qualem 
veteres  quaerebant  in  hoc  corollario  exhibetur.  (') 


LEMMA  XX. 

Si  parallelogrammum  qmdvis  A  S  P  Q  angulis  duobus  oppositis  KetV  tan- 
git  sectionem  quamvis  conicam  in  punctis  A  et  V ;  et  lateribus  unius  angu- 
lorum  illorum  infinite  productis  A  Q,  A  S  ocmrrit  cidem  sectioni  conicce 
in^Q  et  C  ',  a  punctis  autem  occursuum  ^  et  C  ad  quintum  quodvis  sectio' 
nis  coniccE  punctum  D  agantur  rectce  duce  B  D,  C  D  occurrentes  alteris 
duobus  infinite  productis  parallelogrammi  lateribus  P  S,  P  Q  in  T  et  ^: 
erunt  semper  abscissa  latenm  partes  V  K  et  P  T  ad  invicem  in  datd  ra- 
tione.  Et  contra,  si  partes  illcB  abscissce  sunt  ad  invicem  in  datd  ratione, 
punctum  D  tajiget  sectionem  conicam  per  puncta  quatuor  A,  B,  C,  P  trans- 
euntem. ' 
Cas.  1.    Jungantur  B  P, 

C  P  et  a  puncto  D  agantur  '-' 

rectae  duae  D  G,  D  E,  qua- 

rum  prior  D   G  ipsi  A  B  g 

parallela  sit  et  occurrat  P  B, 

P  Q,  C  A  in  H,  I,  G  ;  alte- 

ra  D  E  p  rallela  sit  ipsi  A  C 

et  occurrat  P  C,  P  S,  A  B 

in   F,  K,  E  :  et  erit  (per 

Lem.  XVII.)  rectangulum 

D  E  X  D  F  ad  rectangu- 

ium  D  G  X  D  H  in  ratione 

data.    Sed  est  P  Q  ad  D  E 

(seu  I  Q)  ut  P  B  ad  H  B, 

bola.  '  Porro  datis  sectionis  conicae  vertice,  dia-     Lib.   1.   Conic.  Apoll.   sive  ex  iis  qua  Jn  nota 

metro,  hujus  latere  recto  ac  ordinatarum  angulo     224.  de    Conicis  tradita  fuere), 

sectio  dcscribi  potcst  (per  Prop.  52.  55.  54.55.         (')  •  Hoc  vcterum  probleina  primus  in  sua 


LiBER  Primus.]      PRINCIPIA  MATHEMATICA.  155 

ideoque  ut  P  T  ad  D  H  ;  et  \acissini  P  Q  ad  P  T  ut  D  E  ad  D  H.  Est  et 
P  R  ad  D  F  ut  R  C  ad  D  C,  ideoque  ut  (I  G  vel)  P  S  ad  D  G,  et  vicissini 
P  R  ad  P  S  ut  D  F  ad  D  G ;  et  conjunctis  rationibus  fit  rectanguluni  P  Q 
X  P  R  ad  rectangulum  P  S  x  P  T  ut  rectangulum  D  E  x  D  F  ad  rec- 
tangulum  D  G  X  D  H,  atque  ideo  in  data  ratione.  Sed  dantur  P  Q  et 
P  S,  et  propterea  ratio  P  R  ad  P  T  datur.     Q.  e.  d. 

Cas.  2.  Quod  si  P  R  et  P  T  ponantur  in  data  ratione  ad  invicem,  (™) 
tum  simili  ratiocinio  regrediendo,  sequetur  esse  rectangulum  D  E  X  D  F 
ad  rectangulum  D  G  X  D  H  in  ratione  data,  ideoque  punctum  D  (per 
Lem.  XVII I.)  contingere  conicam  sectionem  transeuntem  perpuncta  A,  B, 
C,  P.     Q.  e.  d. 

Corol.  1.  Hinc  si  agatur  B  C  secans  P  Q  in  r,  et  in  P  T  capiatur  P  t 
in  ratione  ad  P  r  quam  habet  P  T  ad  P  R  :  erit  B  t  tangens  conicee  sec- 
tionis  ad  punctum  B.  Nam  concipe  punctum  D  coire  cum  puncto  B,  ita. 
ut  chorda  B  D  evanescente,  B  T  tangens  evadat ;  et  C  D  ac  B  T  coinci- 
dent  cum  C  B  et  B  t. 

Corol.  2.  Et  vice  versa  si  B  t  sit  tangens,  et  ad  quodvis  conicae  sectionis 
punctum  D  conveniant  B  D,  C  D ;  erit  P  R  ad  P  T  ut  P  r  ad  P  t.  Et 
contra,  si  sit  P  R  ad  P  T  ut  P  r  ad  P  t  :  convenient,  B  D,  C  D  ad  co- 
nicae  sectionis  punctum  aliquod  D. 

Corol.  3.  Conica  sectio  non  secat  conicam  sectionem  in  punctis  pluribus 
quam  quatuor.  Nam,  si  fieri  potest,  transeant  duae  conicae  sectiones  per 
quinque  puncta,  A,  B,  C,  P,  O ;  easque  secet  recta  B  D  in  punctis  D, 
d,  et  ipsam  P  Q  secet  recta  C  d  in  q.  Ergo  P  R  est  ad  P  T  ut  P  q  ad 
P  T  ;  (")  unde  P  R  et  P  q  sibi  invicem  asquantur,  contra  hypothesin. 


LEMMA  XXL 

Si  rect(E  duce  mobiles  et  irtfinitce  B  M,  C  M  'per  data  puncta  B,  C  ceu  polos 
duct^e,  co7icursu  stio  M  describant  tertiam  positione  datam  rectam  M  N  ; 
et  alice  dua  infinitce  rcctce  B  D,  C  D,  cwn  prioribus  duabus  ad  puncta  illa 

Geometria    Cartesius  per  calculum  analyticum  mutuo  intersecent  in  punctis  O  et  B,  (per  hyp. ) 

generaliter  resolvit.  duci  poterit   recta  B  D,  quas   duos  sectionum 

(")  ♦  Nam  si  P  R  et  P  T  ponantur  in  ra-  arcus  in  B  et   O  convenientes   secet  in  puncti» 

tione  dald,    erit  quoque  ob  datas   P  Q,  P    S,  duobus,  eritque  per  Coroll.  1.  Lem.  XX.  P  R  : 

rectangulum  P  Q  X  P  i<,  ad  rectangulum  PS  PT=Pr:Pt=Pq:PT,  adeoque  P  R  : 

X  l^  T,  in  ratione  data  ;  sed  per  demonstrata  P  T  =  P  q  :  P  T,  unde  P  R  et  P  q  sibi  invi- 

in  1°.  casu  PQXPR:  PSxPT=DE  cem    aequantur,  ac  proinde  C  d,  coincidit  cuni 

XDF:  DHX  DG;   ergo  D  E  X  D  F  ad  C  D,  et  punctum  d,  cum   puncto    D,  (contra 

D  H  X  B  G  in  ratione  data.  hyp.)- 

(")  *   Cum   enim   duK   sectiones   couica;    se 
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data  B,  C  datos  angulos  M  B  D,  M  C  D  efficientes  ducantur:  dico  quod 
hcc  duce  B  D,  C  D  concursu  suo  D  describent  sectionem  conicam  jper  puncta 
B,  C  transeuntem.  Et  vice  versd^  si  rectde  B  D,  C  D  concursu  suo  D  des- 
crihant  sectionem  conicamper  data  puncta  B,  C,  A  transeuntemt  et  sit  an- 
(Tulus  D  B  M  semper  cequalis  angulo  dato  A  B  C,  atigulusque  D  C  M  sem- 
per  cequalis  angulo  dato  A  C  B :  punctum  M  coniinget  rectam  positione 
datam. 

Nam  in  recta  M  N  detur  punctum  N,  et  ubi  punctum  mobile  M  incidit 
in  immotum  N ;  incidat  punctum  mobile  D  in  immotum  P.  Junge  C  N, 
B  N,  C  P,  B  P,  et  a 
puncto  P  age  rectas 
P  T,  P  R  occurrentes 
ipsisBD,CDinTet 
R,  etfacientes  angu- 
lum  B  P  T  aequalem 
angulo  dato  B  N  M, 
et  angulum  C  P  R 
gequalem  angulo  dato 
C  N  M.  Cum  ergo 
(ex  hypothesi)  aequa- 
les  sint  anguli  M  B 
D,  N  B  P,  ut  et  an- 
guliMCD,  NCP; 

aufer  communes  N  B  D  et  N  C  D,  et  restabunt  aequales  N  B  M  et  P  B  T, 
N  C  M  et  P  C  R  :  ideoque  triangula  N  B  M,  P  B  T  similia  sunt,  ut 
et  triangula  N  C  M,  P  C  R.  Quare  P  T  est  ad  N  M  ut  P  B  ad  N  B,  et 
P  R  ad  N  M  ut  P  C  ad  N  C.  Sunt  autem  puncta  B,  C,  N,  P  immobilia. 
Ergo  P  T  et  P  R  datam  habent  rationem  ad  N  M,  proindeque  datam 
rationem  inter  se ;  atque  ideo  [per  Lem.  XX.  (°)]  punctum  D,  perpetuus 
rectarum  mobilium  B  T  et  C  R  concursus,  contingit  sectionem  conicam, 
per  puncta  B,  C,  P  transeuntem.     Q.  e.  d. 


C)  Atque  ideo  per  Z^mina  XX.  &c.  ut  pa- 
teat  Lemma  XX.  ad  hanc  dcmonstrationem 
applicari,  haec  sunt  supplenda  constructioni 
Ncwtonianae, 

Concurrant  Uneae  B  M,  C  M  in  puncto 
lineae  N  M  infinite  distanti,  hoc  cst,  sint  illffl 
linea:  N  M  parallela?,  et  ducantur  lineae  B  A 
C  A  facientes  cura  illis  Uneis  B  M,  C  M  an- 
gulos  M  B  A,  M  C  A  datis  M  B  D,  M  C  D 
sequales.  Dico  lineas  B  A,  C  A  fore  paral- 
lelas  lineis  P  T,  P  II  secundiim  constructioncm 
Newtonianam  dcscriptis :  Productis  cnira  B  P  et 


P  T  (si  necesse  sit)  donec  secent  rectam  datatn 
M  N  in  X  et  Z,  erit  angulus  B  P  Z  exterior 
respectu  Trianguli  P  Z  X,  ideoque  aiquaiis 
angulis  X  et  P  Z  X,  et  angulus  B  N  M  erit 
exterior  respcctu  Trianguli  B  N  X  ideoque 
squalis  angulis  X  et  X  B  N,  anguli  vero  B  PZ 
et  B  N  M  aequales  sunt  per  constructionem 
Newton.  ergo  anguli  X  et  F  Z  X  aequales  sunt 
angulis  X  et  X  B  N,  unde  angulus  P  Z  X, 
quem  facit  linea  P  T  cum  recta  N  M  est  »- 
qualis  angulo  X  B  N  sive  angulo  dalo  M  B  D 
qucm  facit  lixica  B  A  cmn  liuca  B  IM  ipsi  N  M 
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Et  contra,  si  punctum  mobile  D  contingat  eectionem  conicam  transeun- 
tem  per  data  puncta 
B,  C,  A,  et  sit  an- 
gulus  D  B  M  sem- 
per  sequalis  angulo 
dato  A  B  C,  et  angu- 
lus  D  C  M  semper 
aequalis  angulo  dato 
A  C  B,  et  ubi  punc- 
tum  D  incidit  succes- 
sive  in  duo  quaevis 
sectionis  puncta  im- 
mobilia  p,  P,  punc- 
tum  mobile  M  incidat 
successive  in  puncta 
duo  immobilia  n  N  :  per  eadem  n,  N,  agatuT  recta  n  N,  et  haec  erit  locus 
perpetuus  puncti  illius  mobilis  M.  Nam,  si  fieri  potest,  versetur  punctum 
M  in  linea  aliqua  curva.  Tanget  ergo  punctum  D  sectionem  conicam  per 
puncta  quinque  B,  C,  A,  p,  P  transeuntem,  ubi  punctum  M  perpetuo  tangit 
lineam  curvam.  Sed  et  ex  jam  demonstratis  tanget  etiam  punctum  D  sec- 
tionem  conicam  per  eadem  quinque  puncta  B,  C,  A,  p,  P,  transeuntem, 
(P)  ubi  punctum  M  perpetuo  tangit  lineam  rectam.     Ergo  duae  sectiones 


parallela,  ergo  per  naturam  Parallelanun,  est 
linea  P  T  parallela  lineas  B  A. 

Eodem  plane  modo  demonstrabitur  lineam 
C  A  esse  Parallelam  lines  P  R.  Q.uibus 
positis,  sit  sectio  Conica  per  puncta  B,  C,  P  et 
A  transiens,  line£e  B  D,  C  D  juxta  condi- 
tiones  in  Lemmate  praescriptas  duetae,  concursu 
suo  D  percurrent  eam  sectionem  Conicam  :  Pro- 
ductis  enim  lineis  P  T,  P  R,  donec  secent 
lineas  C  A,  B  A,  in  S  et  Q  fiet  FaraUelo- 
grammum  A  S  P  Q,  quod  in  Angidis  suis  opposi' 
tis  Aet  P  tangit  sectionem  conicam  et  lateribus  an~ 
guli  A  productis  occurrit  eidem  sectioni  in  B  et  C, 
et  lineee  BD,  CD  a  punctis  occursuum  B  et  Cductce 
(secundum  conditiones  Lemmatishujusce  XXI.) 
absc.indiint  a  Parallelogrammi  lateribus  P  S,  P  Q 
partes  P  T,  P  R  quee  sunt  ad  invicem  in  datci  ra- 
tione  (per  demonsti-ationem  Newtonianam  bujus. 
ce)  ergo  (per  2.  Casum  Lem.  XX.)  punctum  D 
tangit  sectionem  Conicam  per  puncla  quatuor  A, 
B,  C,  P  transeunlem. 

C)  *  Ubi  punctum  21/,  perpetuo  tangit  lineam 
rectam  n  N,  &c  cum  enim  angulorum  da- 
torum  A  B  C,  A  C  B,  latera  duo  couicidunt 
cum  recta  C  B,  punctum  A,  aliorum  late- 
rum  B  A,  C  A,  intersectio,  locatur  in 
sectione  conica  per polos  C,  B,  Oanseunte;  dum 
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couicae  transibunt  per  eadem  quinque  puncta,  contra  Corol.  3.  Lemmat. 
XX.     Igitur  punctum  M  versari  in  linea  curva  absurdum  cst.  Q.  e.  d.  (i) 


▼ero  latera  duo  B  n,  et  C  n,  B  N,  et  C  N, 
sese  intersecant  in  n,  N,  aliorum  laterum  B  p, 
et  C  p,  B  P  et  C  P  intersectiones  p,  P,  sunt 
in  eadcm  sectione  conica  ex  demonstratis. 

C)  3ia  In  hac  organica  sectionum  conica- 
rum  descriptione,  angulorum  circa  polos  mobi- 
lium  crura  utrinqneproducantur,  utcum  duo 
crura  v.  gr.  C  P,  B  P  supra  lineam  C  B  diver- 
gunt,  infra  eandem  producta  convergant 

Si  recta  N  M,  per  polorum  alterutrum  C, 
vel  B,  transeat,  aut  si  anguli  B  C  D,  C  B  D, 
simul  evanescant,  punctum  D  describet  lineam 
rectam.  Nam  in  1°.  casu  angulorum  datorum 
unus  immobilis  manet,  dum  alter  circa  polum 
suum  rotatur  et  crurum  suorum  cum  immobilis  ^ 
anguli  cruribus  intersectione  lineam  rectam  des- 
cribit ;  Si  enim  recta  N  M  cum  anguli  dati 
D  C  M  crure  altero  C  M  coincidat,  immobili 
mariente  angulo  D  C  M,  alterius  D  B  M  crura 
rectas  M  C,  C  D  perpetuo  intersecabunt ;  deinde 
si  crure  B  M,  coincidente  cum  C  B,  ut  rectam 
C  M  positione  datam  perpetuo  secet  in  C,  im- 
mobilis  maneat  angulus  D  B  M,  alterius  D  C 
M  circa  polum  C  rotati  crus  C  D  rectam  B  D 
perpetuo  intersecabit. 

In  '2°  casu  anguli  B  C  N,  C  B  N  circa 
polos  C,  B  mobiles,  crurum  duorum  C  N,  B  N 
concursu,  rectam  N  M  L  positione  datam  et 
aliorum  crurum  C  B,  B  C  seu  C  D,  B  D  con- 
cursu  D  lineam  quamlibet  percurrant,  sintque 
N  punctum  fixum  M  et  D  puncta  mobilia  ;  duc- 
tis  ex  puncto  L  dato  ad  latera  data  C  N,  B  N 
perpendicularibus  L  F,  L  K  ex  puncto  mobili 
M  ad  easdem  perpendicularibus  M  G,  M  H 
et  ex  puncto  D  ad  rectam  C  B,  perpendieulari 
DE;sitCE  =  x,  DE  =  y,  CB=:a,  ac 
proinde  E  B  =  a  —  x,  M  N  =  z,  L  N  =  b. 
L  F  =  c,  F  N  =-  d,  C  N  =  e,  L  K  =  f, 
N  K  =  h,  N  B  =  g ;  et  ob  triangula  N  M  G, 
N  F  L  similia,  N  L  (b'>  :  L  F  (c)  =  M  N  (z)  : 

G  M  =  -^,  et  L  N  (b;  :  F  N  (d)  =  M  N 


GN 


<z)  :  G  N=  — ,  adeoque  C  G=C  N- 

=: j- ;  porro  ob  angulos  aequales  D  C  E, 

M  C  G,  et  D  E  C,  M  G  C,  triangula  D  C  E, 

_,_,_..,.                       ^  ^  _  ,b  e  —  d   z. 
M  C  G  simiba  sunt ;  quare  L  G  ( )  : 


GM(_)  = 
c  z  X  =  b  ey 


C  E  (x)    : 
—  d  z  y,  et  z 


D    E    (y). 
b  e  y 


U.id^ 


ob 


x+dy' 
triangula  N  L  K,  N  M  H,  simUia  N  L  (b)  • 

L  K  (f)  =  N   M  (z)  :  M  H  =^,  ct   N    L 

(b)  :  N  K  (h)  =M  N  (z)  :  N  H  =  ^. 


unde  B  H  = 


gb  —  hz 


B  E  D,  B  H  M,  B  H  ( 
fz 


,     —  ;  ob  siniilia  triangula 
g  b  —  hz. 


(b 
—  f 


)  =  B  E   (a— x)  :  D  E 


')    :    M  H 

(y)  quare  faz 
!    y,    et  z  = 


=    g  b  y  —  h 
g  by  b  e  y 

- — j— r 7r-  = t—jT'  adeoque  g  c  x  -U 

fa  +  hy  —  fx        c  X -}.  d  y  10  i 

gdy=:fae-)-hey  —  f  e  x.  Cum  igitur 
aequatio  sit  unius  dimensionis,  locus  punctorum 
D,  est  linea  recta. 


31 1.  Si  angulorum  mobilium  M  C  D,  M  B  D 
crura  C  M,  B  M  sibi  invicem  parallela  ma- 
neant,  seu,  si  recta  N  M  ad  distantiam  infinitam 
abeat,  crura  ab"a  C  D,  B  D  concursii  suo  D 
circulum  describent,  et  contra.  Concurrant 
enim  C  M,  D  M,  B  M  ad  distantiam  infinitam, 
et  angulus  M  C  D  aequalis  erit  angulo  M  D  F, 
ac  M  B  D  scqualis  M  D  E  ;  quoniam  igitur 
dati  sunt  anguli  M  C  D,  M  B  D  dabuntur 
quoque  anguli  M  D  F,  M  D  E  ac  etiam  an- 
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gulus  E  D  F  et  ei  aequalis  C  D  B.  quare  cura 
curva  concursu  D  descripta,  necessario  transeat 
per  puncta  data  C,  et  B,  patet  punctum  D  seu 


adeoque  2  A  P  (C  P)  :  P  T  ==  2  P  T  :  A  M. 
Si  punctum  contactus  T,  in  infinitum  abeat,  erit 
2  P  T,  infinita  respectu  A  M,  et  proinde  C  P, 
infinita  respectu  P  T,  hoc  est,  sinus  totus  C  P 
infinitus  evadit  respectu  tangentis  P  '1'  anguli 
T  C  P,  quare  angulus  ille  infinitesimus  est,  et 
tangens  axi  C  P  parailela,  altera  taiigens  B  S, 
axem  secet  in  D,  et  tangentem  C  T  in  B,  et 
punctum  contactiis  S  in  infinitum  abeat ;  erit 
angulus  S  D  P  infinitesimus  et  angulas  T  B  D 
duobus  internis  atque  infinitesimis  B  C  D^ 
B  D  C  asqualis,  erit  quoque  infinitesimus. 

313.  Super  data  recta  C  B,  describatur  seg- 
mentum  circuli  B  M  m  C,  quod  capiat  angulum 
B  M  C,  datorum  M  C  D,  M  B  D  supplemea. 

M 


verticem  anguli  dati  C  D  B  chords  C  B  insas- 
tentis  esse  in  circuli  peripheria.  Et  contra,  si . 
concursus  D,  tangat  circulum  per  puncta  C, 
et  B  transeuntem,  dabuntur  tres  anguli  C  D  B, 
M  C  D,  M  B  D  atque  adeo  in  quadrilatero 
M  C  D  B  M,  cujus  duo  latera  C  M,  B  M  con- 
currunt  in  M,  dabitur  angulus  C  M  B,  quod 
fieri  nequit,  nisi  recta  N  M  ad  distantiam  infi- 
nitam  abeat,  hcc  est,  nisi  parallela  fiant  crura 
CM    B  aL 


312.  Lemma.  Si  duaB  rectae  parabolam  tan- 
gant,  et  puncta  contactuum  in  infinitum  abeant, 
hinse  tangentes  se  mutuo  intersecant  ad  angulum 
infinitesimura  et  evadunt  parallelae  axi  parabo- 
lae.  Sit  enim  parabolae  axis  C  P,  vertex  A,  C  T 
tangens  in  T  et  axem  secans  in  C,  T  P  ad 
axem  ordinata,  A  M  latus  tectum  axis,  erit 
CP  =  2AP,  et  APPT=P  T:  AM, 


tum  ad  quatuor  rectos  et  compleatur  circulus. 
Si  recta  data  N  M,  quam  in  descriptione  sec- 
tionis  conicae  percurrit  crurum  BM,  C  M  con- 
cursus  M  hunc  circulum  secet,  describetur  hy- 
perbola  ;  si  recta  N  M  circulum  contingat,  de- 
scribetur  parabola  ;  si  recta  N  M  circulo  nullibi 
si  occurrat,  describetur  ellipsis. 

Cas.  1.  Recta  N  M  circulum  secetin  punctis 
m,  M,  et  crura  C  d,  B  d,  et  C  D,  B  D,  sibi 
invicera  parallela  erunt  sive  concurrent  ad  distan- 
tiam  infinitam  ;  nam  cum  in  quadriJatero  D  C 
MBD  dCmBd  angulus  M  vel  m  sit  com- 
plementum  angulorum  C  et  B  ad  quatuor  Rec- 
tos,  angulus  ad  D  vel  d,  evanescit,  ideoque 
lineae  C  D,  B  D  erunt  parallelae.  Cum  verq 
in  «mni  Sectione  Conica  inveniri  possit  Tangens 
parallela  chordae  cuivis  datse  (per  Lemma  IV.  de 
Conicis  pag.  129.)  ductae  intelligantur  Tangen- 
tes  Sectionis  chordis  CD>  C  d  Parallelae,  illae 
Tangentes  facient  inter  se  angulum  asqualem 
angulo  D  C  d  quem  faciunt  inter  se  illae  chordae, 
et  puncta  contactuum  erunt  ad  distantiam  infi- 
nitam,  nuUa  vero  est  sectio  conica  praster  hyper- 
bolam  cujus  ad  infinitam  distantiam  tangentes 
angulum  finitum  communi  intersectione  faciant ; 
in  Ellipsi  enim  nulla  est  tangens  ad  distantiam 
infinitam,  et  in  parabola  hujusmodi  tangentes 
angulum  infinitesimum  duntaxat',  facerent  (per 
Lemma  superius  313).  Si  igitur  recta  M  N  circu- 
lumsecet,  describetur  hyperbola  cujus  asymp- 


160 


PHILOSOPHI^  NATURALIS        [Mot.  Corpor. 


totl  seu  tangentes  ad  distantiam  infinitam  rectis 
C  D,  C  d  parallelae  sunt  et  se  mutuo  interse- 
cant  in  centro  trajectoriae.     Q,.  e.  i. 

Cas.  2.  Quoniam  angulusm  C  M,  in  1°.  casu 
sequalis  est  asymptotorum  angulo  D  C  d,  ob 
aequales  D  C  M,  d  C  m ;  si  manentibus  cir- 
culo  et  distantia  polorum  C  B,  puncta  intersec- 
tionum  m,  M  ad  se  mutuo  accedant,  decrescet 
angulus  D  C  d,  et  tandem  puncUs  m,  M  coeun- 
tibus,  hoc  est,  secante  M  N  in  tangentem  mu- 
tata  angulus  ille  evanescet,  dum  rectae  C  D,  B  D 
manent  parallelae,  et  ad  distantiam  infinitam 
cum  trajectoria  conveniunt.  In  hoc  igitur  casu 
duae  recta?,  ipsis  C  D,  C  d  parallelae  et  trajec- 
toriam  ad  distantiara  infinitam  tange&tes,  se 
mutuo  intersecant  in  angulo  infinitesimo,  seu  in 
unicam  lineam  coeunt  axi  trajectoriae  parallelam, 
et  proinde  hyperbola  casus  primi  mutatur  in 
parabolam  (312).-     Q.  e.  2. 

Cas.  3.  Si  recta  N  M  nullibi  circulo  occurrat, 
rectfe  B  D,  C  D  quanun  concursu  D  sectio 
conica  describitur  nunquam  possunt  fieri  paral- 
lelae,  et  proinde  curva  non  abit  in  infinitum,  sed 
in  se  recUt,  estque  adeo  Ellipsis.     Q,.  e.  3. 


adeoque  C  Z  parallela  axi  qui  asymptotorum 
angulum  bisecat ;  et  si  punctum  K  regulae  prf». 
pius  sit  quam  punctum  oppositum  L,  erit  an- 
gulus  m  C  M  acutus,  ac  proinde  axis  major  qui 
angulum  asymptotorum  acutum  bisecat,  erit 
rectas  C  Z  parallelus,  axis  vero  minor  huic  rectae 
perpendicularis ;  unde  si  detur  trajectoriae  cen- 
trum  dabuntur  axes,  et  si  descripta  sit  trajecto- 
ria,  invenitur  axis  positio,  ducta  ad  C  Z  normali 
ad  trajectoriam  utrinque  termiuatd  quam  axis 
perpendiculariter  et  bifariam  dividit ;  inventa 
autem  axium  positione,  habetur  centrum  in 
eorum  intersectione  communi.  Superior  autem 
constructio  non  solum  hyperbolae  convenit,  sed 
et  parabolae  in  quam  hyperbola  mutatur,  dum 
puncta  m,  M  coeunt,  atque  etiam  Ellipsi  in 
quam  vertitur  parabola,  dum  recta  M  N,  extr^ 
circulum  transit. 

315.  Ciyrol.  2.  Axium  trajectoriae  quadrata 
sunt  ad  invicem  ut  K  H,  ad  L  H  ;  nam  axes 
sunt  inter  se  ut  cosinus  dimidii  anguli  asymptoto- 
rum  ad  sinum  dimidii  ejusdem  anguli  ;  est  vero 
K  C  m  qui  aequalis  est  dimidio  anguli  asymp- 
totorum,  etiam  sequalis  angulo  m  L  K,  adeoquo 
L  H  est  ad  H  m  ut  axis  ad  axem  ;  sed  L  H  : 
m  H  =  H  m  :  K  H,  ac  proinde  L  H  :  K  H 
=  L  H  *  :  H  m  «.  Ergo  quadrata  axium 
sunt  ad  invicem  lit  L  H  ad  K  H. 


314.  Corol.  1  Ex  his  axes  trajectoriae  facile 
detenninantur.  Sit  O  centrum  circuli  C  m 
M  B  utsupra  (313)  descripti,  abhoc  centro  in 
rectam  N  M  cadat  perpendicularis  O  H  circulo 
occurrens  in  punctis  K  et  L,  et  rectae  N  M  in 
H,  jungatur  C  K,  et  fiat  angulus  K  C  Z  aequa- 
lis  angulo  mobili  M  C  D,  aut  quod  idem  est, 
anguU  M  C  D  crus  C  M  ducatur  ad  positio- 
nem  C  K,  et  alterum  crus  C  Z  erit  parallelum 
axi  majori,  et  perpendiculare  axi  minori  trajec- 
toriae,  modo  punctum  K  sit  rectae  M  N  propius 
quam  punctum  oppositum  L  ;  nam  arcus  K  m, 
K  M  sunt  requales  et  angulus  K  C  m  =  K  C 
M  =\  m  C  M  =  D  C  Z  ;  cumque  m  C  M 
Bequalis  sit  angalo  quo  asymptoti  se  mutuo  in- 
tcrsecant,  erit  D  C  Z  dunidium  illius  auguli, 


316.  Corol.  5.  Si  angulorum  mobilium  sum- 
ma  duobus  rectis  aequalis  fuerit,  rectac  B  D, 
C  D  fiunt  parallelae,  quando  punctum  M 
pervenit  ad  m,  ubi  recta  N  M  occurrit  rectae 
C  B  productae,  si  opus  est,  et  quando  M  abit 
in  infinitum,  cum  in  utroque  casu  evanescat 
angulus  B  M  C.  Si  itaque  linea  M  N,  in  hac 
hypothesi  alicubi  occurrat  rectw  B  C  productae, 
dua;  rectae  trajectoriam  in  distantia  inlJnit^ 
contingent,  et  se  mutuo  ad  angulura  d&- 
tum  intersecabimt,  adeoque  describetur  hyper- 
bola;  at  si  M  N  rectje  C  B  non  occurral,  «ed 
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PROPOSITIO  XXII.    PROBLEMA  XIV. 

Trajectoriam  jper  data  quinque  puncta  describere. 

Dentur  puncta  quinqne  A,  B,  C,  P,  D.  Ab  eorum  aliquo  A  ad  alia 
duo  quaevis  B,  C,  quae  poli  norainentur,  age  rectas  A  B,  A  C,  hisque 
parallelas  T  P  S,  Q  q 
R    P    per    punctum 

quartum  P.     Deinde    »  ^"^^^^' P  +- 

a  polis  duobus  B,   C  ^j 

age  per  punctum  quin- 

tum  D,  infinitas  duas 

BDT,CRD,novis- 

simeductisTPS,PRQ 

(priorem  priori  et  pos- 

teriorem      posteriori) 

occurrentes   in   T   et 

R.  Denique  de   rec- 

tis   P  T,  P  R,  acta   recta   t  r  ipsi  T   R  parallela,    abscinde   quasvis 

P  t,   P  r  ipsis   P  T,  P  R  porportionales  ;  et   si  per   earum  terminos 

t,  r  et  polos  B,  C  actae  B  t,  C  r  concurrant  in  d,  locabitur  punctum  illud 

d  in  trajectoria  quaesita.     Nam  pimctum  Ulud  d  (per  Lem.  XX.)  versatur 

in  conica  sectione  per  puncta  quatuor  A,  B,  C,  P  transeunte ;  et  lineis 

R  r,  T  t  evanescentibus,  coit  punctum  d  cum  puncto  D.    Transibit  ergo 

sectio  conica  per  puncta  quinque  A,  B,  C,  P,  D.     Q.  e.  d. 


Idem  aliter. 

E  punctis  datis  junge  tria  quaevis  A,  B,  C ;  et  circum  duo  eorum 
B,  C,  ceu  polos,  rotando  angulos  magnitudine  datos  A  B  C,  A  C  B,  ap- 
plicentur  crura  B  A,  C  A  primo  ad  punctum  D,  deind^  ad  punctum  P, 


ipsi  parallela  sit,  rectje  C  D,  B  D  non  eradent 
parallelffi,  nisi  quando  punctum  M  abit  in  iafi- 
nitum,  ac  proinde  trajectoria  erit  parabola. 
Q.uoniam  igitur  recta  M  N  rectas  C  B  pro- 
ductas  occurrit,  vel  ipsi  parallela  est,  patet  nun- 
quam  posse  Ellipsim  describi,  si  angulorum  mo- 
bilium  summa.  duobus  rectis  a>quab's  fuerit, 

Scholium.  Si  crura  C  M,  B  M  concursu  suo 
M  percurrant  sectionem  conicam  per  polum  al- 
terum  C  transeuntem,  crura  duo  reliqua  C  D, 
B  D  concursu   suo  D   describunt   curvam  se- 

VoL.  I.  ; 


cundi  generis  per  polum  alterum  B  transeuntem, 
praeterquam  ubi  anguli  B  C  D,  C  B  D  simul 
evanescunt,  quo  casu  punctum  D  describet 
sectionem  conicam  per  polum  C  transeuntem, 
et  eadem  methodo  curvas  varias  tertii,  quarti, 
superiorum  generum  describere  licet.  Sed  haec 
ad  prasens  institutum  non  pertinent,  qui  plura 
desideraverit  legat  Geometriam  Organicara 
Celeberrimi  Matheseos  Professoris  Colini  Mac  • 
Laurin,  ex  quo  eximio  opere  non  pauca  excerp. 
simus. 
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et  notentur  puncta  M,  N  in  quibus  altera  crura  B  L,  C  L  casu  utroque 

se  decussant.     Agatur  recta  infinita  M  N,  et  rotentur  anguli  illi  mobiles 

circum  polos  suos  B,  C,  ea  lege  ut  crurum  B  L,  C  L  vel  B  M,  C  M  iii- 

tersectio,  quae  jam  sit 

m,  incidat   semper  in 

rectam  illam  infinitam 

M  N ;  et  crurum  B  A, 

C  A,  vel  B  D,  C  D, 

intersectio,    quae  jara 

sit     d,      trajectoriam 

quaesitam    P  A  D    d 

B   delineabit.      Nam 

punctum  d  (per  Lem. 

XXI.)  continget  sec- 

tionem   conicam    per 

puncta  B,  C  transe- 

unteuL;  et  ubi  pimc- 

tum     m     accedit    ad 

puncta  L,  M,  N,  punctum   d  (per  constructionem)  accedet  ad  puncta 

A,  D,P.     Describetur  itaque  sectio  conica  transiens  per  puncta  quinque 

A,  B,  C,  P,  D.     Q.  e.  f. 

Corol.  1.  C")  Hinc  recta  expedite  duci  potest,  quae  trajectoriam  quassitam 
in  puncto  quovis  dato  B  continget.  Accedat  punctum  d  ad  punctum  B, 
et  recta  B  d  evadet  tangens  quaesita. 

Corol.  2.  (')  Unde  etiam  trajectoriarum  centra,  diametri  et  latera  recta 
inveniri  possunt,   ut  in  coroUario  secundo  Lemmatis  XIX. 


(')  317.  Tangens  in  B,  coincldlt  cum  crure 
B  d  anguli  mobilis  d  B  m,  dum  alterius  anguli 
d  C  m,  crus  C  d,  coincidit  cum  recti  C  B. 
Nam  in  hoc  casu,  chorda  B  d  evaneseit  et  po- 
sitione  congruit  cum  tangente;  unde  tangens 
per  punctum  quodvis  datum  cxpedite  duci  potest 
etiam  nondum  descripta  sectione  conica,  si 
punctum  illud  datum  pro  polo  usurpetur. 

(')  318.  Per  quodvis  punctorum  datorum 
puta  h,  duc  trajectoria!  tangentem,  et  per  aliud 
quodvis  punctum  datum  C,  duc  tangenti  pa- 
rallelam  occurrentem  trajectoriae  jam  descrlptae 
.  in  puncto  aliquo  ;  aut  si  descripta  non  fuerit 
trajectoria  circa  polos,  rotentur  anguli  mobiles. 


donec  crurum  C  D,  B  D  concursus  D,  repe- 
riaturin  recta  tangenti parallela;  vel tandem  punc- 
tum  illud  in  quo  recta  tangenti  parallela  trajecto- 
riiaoccurrit,  geometrice  qua;raturper  Lem.XIX. 
Nam  (vid.  lig.  et  demonstr.  Lem.  XX.)  cum  da- 
ta  sint  quinque  puncta  C,  A,  B,  D,  P,  dabiturra- 
tio  constans  rectangulorum  P  Q  X  P  R>  P  S  X 
P  T,  hoc  est,  rectangulorum  D  EX  D  F,  D  G 
X  D  H,  adeoque  (per  Lem.  XIX.)  inve- 
nietur  punctum  concursus  trajectorias  cum  linea 
per  punctum  datum  C  ducta.  Cajtera  fiant  ut 
in  CoroII.  2°.  Lem.  XIX.  possent  etiam  tra- 
jectoriarum  axes  et  centra  inveniri  eo  modo  quo 
docuimus  num.  S\4. 
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Scholium. 

Constructio  prior  evadet  paulo  simplicior  jungendo  B  P,  et  in  ea,  si 
opus  est,  producta  capiendo  B  p  ad  B  P  ut  est  P  R  ad  P  T ;  et  per 
p  agendo  rectam  C 
infinitam  p  e  ipsi 
S  P  T  parallelam,  et 
in  ea  (*)  capiendo 
semper  p  e  aequa- 
lem  P  r;  et  agendo 
rectas  B  e,  C  r  con- 
currentes  in  d.  Nam 
cum  sint  P  r  ad  P  t, 
P'  R  ad  P  T,  p  B  ad 
P  B,  p  e  ad  P  t  in 
eademratione;  erunt 
p  e  et  P  r  semper  sequales.  Hac  methodo  puncta  trajectoriae  inveniuntur 
expeditissime,  nisi  mavis  curvam,  ut  in  constructione  secunda,  describere 
mechanice. 


PROPOSITIO  XXIII.     PROBLEMA  XV. 

Trajectoriam  describer-e,  qua:  per  data  quatuor  puncta  transibit,  et  rectam 
continget  positione  datam. 

Cas,  1.  Dentur  C 
tangens  H  B,  punc- 
tum  contactus  B, 
et  alia  tria  puncta 
C,D,P.  JungeBC,  S 
et  agendo  P  S  pa- 
rallelam  rectas  B  H, 
et  P  Q  parallelam 
rectae  B  C,  com- 
ple  parallelogram- 
mum  B  S  P  Q.  Age 
B  D  secantem   S  P 

(»)  •  Hoc  est  linearam  p  e,  P  r,  alterutra  ad    fiat,  aganturque  reOtae   B  e,  C  r,  concurrentes 
aibitrium  capiatur,  et   altera  assumptse  sequalis    in   d ;  nam  (per  priorem  constr  )  P  r  ;  P  t  = 

L2 
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in  T,  et  C  D  secantem  P  Q  in  R.  Denique,  agendo  quamvis 
t  r  ipsi  T  R  parallelam,  de  P  Q,  P  S  abscinde  P  r,  P  t  ipsi  P  R,  P  T 
proportionales  respective ;  et  actarum  C  r,  B  t  concursus  d  (per  Lera. 
XX.)  (")  incidet  semper  in  trajectoriam  describendam. 


Idem  aliter. 

Revolvatur  tum  angulus  magnitudine  datus  C  B  H  circa  polum  B,  tum 
radius  quilibet  rectilineus  et  utrinque  productus  D  C  circa  polum  C. 
Notentur  puncta  M,  N,  in  quibus  anguli  crus  B  C  secat  radium  iUum, 
ubi  crus  alterum  B  H  concurrit  cum  eodem  radio  in  punctis  P  et  D. 
Deinde  ad  actam  infinitam  M  N  con- 
currant  perpetuo  radius  ille  C  P  vel  C  D 
et  anguli  crus  B  C,  et  cruris  alterius 
B  H  concursus  cum  radio  delineabit  tra- 
jectoriam  quaesitam. 

Nam  si  in  (^)  constructionibus  pro- 
blematis  superioris  accedat  punctum  A 
ad  punctum  B,  lineae  C  A  et  C  B  coiu- 
cident,  et  linea  A  B  in  ultimo  suo  situ 
fiet  tangens  B  H  ;  atque  ideo  construc- 
tiones  ibi  positae  evadent  eaedem  cum 
constructionibus  hic  descriptis.  De- 
lineabit  igitur  cruris  B  H  concursus 
cum  radio  sectionem  conicam  per  puncta  n 
C,  D,  P  transeuntem,  et  rectam  B  H 
tangentem  in  puncto  B.     Q.  e.  f. 


PR:PT  =  pB:PB,  (per  hanc  constr.)  ; 
et  juncta  B  t,  ob  parallelas  p  e,  P  t,  erit  p  B  : 
P  B  =  p  e  :  P  t,  atque  adeo  P  r  :  P  t  =  p  e : 
P  t,  unde  P  r  =  p  e. 

(")  *  Demonstratio  clara  fit,  si  in  figura  Lem. 
XX :  punctum  B  accedat  ad  punctum  A,  et 
recta  A  B  Q,  sectionis  conicae  tangens  evadat. 

C)  *  Nam  in  altera  probleniatis  XXII. 
solutione  A  B  C,  A  C  B,  sunt  anguli  circa 
polos  C  et  B  mobiles ;  unde  si  punctum  A  acce- 
dat  ad  punctum  B,  coincidunt  crura  C  A,  C  B, 
et  unicam  rectam  constituunt,  evanescente  an- 
gulo  A  C  B,  remanet  vero  angulus  A  B  C 
quem  tangens  A  B  cum  B  C  continet ;  quare 
dum  anguli  A  B  C,  crus  B  C  cum  radio  A  C, 
si  necessum  sit,  producto,  perpetuo  concurrit  in 
recta  aliqu4  positione  data  ut  N  M,  cruris  A  B 
et  radii  C  A  caocursus  trajectoriam  describit. 
Q)  319.    Eni;  ex  Conicis  i    scilicet  si  A  sit 


punctum  contactus  erit  (per  Cor.  5.  Lem.  TII. 
de  Conic.  p.  119.)  H  A  ^  ad  A  I  *  ut  rectan- 
gulum  X  H  Y  ad  rectangulum  P  I  C,  sed  ratio 
rectanguli  X  H  Y  ad  rect.  P  I  C,  potest  con- 
siderari  ut  composita  ex  ratione  rcct.  X  H  Y  ad 
rect  BH  D,  etex  ratione  ejusdem  rect,  BHDad 
rect.  P I  C.  Est  vero  rect.  X  H  Y  ad  rect  B  H  D 
ut  rect.  C  G  P  ad  rect.  D  G  B  (per  Lem. 
III.  deConic.  p.  117.)  sunt  enim  H  X,  G  C, 
duEe  Parallelaj  in  Sectione  Conica  ductse  et  per 
tertiam  lineam  G  H  sectae,  ideoque  factum  par- 
tium  H  X,  H  Y  Parallel»  H  X,  quje  suniun- 
tur  ab  intersectione  H  ad  curvae  puncta  X  et  Y, 
est  ad  B  H  X  H  D  factum  partium  lineae  se- 
cantis  G  H  sumptarum  ab  intersectione  H  ad 
puncta  curvae  B  et  D,  sicut  factum  partium  al- 
terius  Parallelae  CGXGP,  adDGXGB 
factum  partium  correspondendum  linese  sccan- 
tis.     Est  ergo  ratio  H  A  *  ad  A  I  ^  ajqualis 
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Cas.  2.  Dentur  puncta  qua- 
tuor  B,  C,  D,  P  extra  tan- 
gentem  H  I  sita.  Junge  bina 
lineis  B  D,  C  P  concurren- 
tibus  in  G,  tangentique  oc- 
currentibus  in  H  et  I.  Sece- 
tur  tangens  in  A,  ita  ut  sit 
H  A  ad  I  A,  ut  est  rectan- 
gulum  sub  media  proportion- 
ali  inter  C  G  et  G  P  et  me- 
dia  proportionali   inter  B  H 

et    H    D,   ad    rectangulum  X  y,         / 

sub  media  proportionali  inter  D  G  et  G  B  et  media  proportionali 
inter  P  I  et  I  C;  et  erit  A  punctum  contactus.  Nam  si  rectae 
P  I  parallela  H  X  trajectoriam  secet  in  punctis  quibusvis  X  et  Y :  erit 
(ex  conicis)  (^)  punctum  A  ita  locandum,  ut  fuerit  H  A  quad.  ad  A  I  quad. 
in  ratione  composita  ex  ratione  rectanguli  X  H  Y  ad  rectangulum  B  H  D, 
seU  rectanguli  C  G  P  ad  rectangulum  D  G  B,  et  ex  ratione  rectan- 
guli  B  H  D  ad  rectangulum  P  I  C.  Invento  autem  contactus  puncto  A, 
describetur  trajectoria  ut  in  casu  primo.     Q.  e.  f. 


rationi  compositee  ex  ralione  rect  C  G  P  ad  rect. 
D  G  B  et,  rect  B  H  D  ad  rect  P  I  C  ideoque 
est  H  A  ^  ad  A  I  ut  V  C  G  P  X 
VBHDad-v^DGBXV^^C,  sed 


H  G  convenientes  in  G,  et  sectionem  conicam  se- 

cantes  in  punctis  quatuor  C,  P,   D,  B  ;  factum 

C  G  P  X  B  H  D,  erit  ad  factum  D  G  B  X  P I  C, 

in  data  ratione,  nempe  in   ratione  H   A  ^,  ad 

A  I  »  ;     Ducta  enim  linea  H    Y    X  li- 

neaa  I  C  P  parallela,  erit  ut   prius    (per 

Lem  III.   de  Conic.  p.    117.)   D  G  B  : 

BHD=:CGP:XHY  = 

CGPXBHD  .    ..    . 

,   est  verd   H   A  =  ; 


,C  G  P  X  B  H  D 


): 


Radices  quadratae  illorura  Rectangulorum  sunt 
ipsae  mediae  proportionales  intef  illorum  latera  ; 
Ergo  est  HA  ad  Alut  est  rect.  sub  media  propor- 
twnali  inter  C  G  et  G  P  et  media  jrroportionali 
inter  B  H  el  H  D  ad  rect.  sub  tncdia  proportio- 
7iali  inter  D  Get  GBet  media  proportionali  inter 
P  I  et  I  C.  Si  itaque  H  I  in  A  secetur  in  ea 
ratione,  habebitur  punctum  contactus. 

320.  Corol.  1.  Si  ex  punctis  quibuslibet 
H  et  I  rectae  H  I  sectionem  conicam  tan- 
gentis  in   A,  agantur  duce  quaevis  recta;  I  G, 

L5 


D  G  B 
AI^=XHY(        -^^^ 

PI  C  (per  Cor.  5.  ejusdemLem)  ergo 
HA*:A  I^=CGPXBHD: 
D  G  B  X  P  I  C. 

Quod  si  linea  H  Y  X,  extra  sectionwn 
cadat  aut  eam  tangat,  ex  puncto  quovis  h 
lineae  H  A  I,  ducatur  alia  linca  h  y  x  li- 
neffi  I  C  P  parallela  qua;  sectioni  oc- 
currat  in  x  et  y,  et  ducatur  alia  h- 
nea  h  d  b  g  lineae  H  D  B  G  Parallela 
ita  ut  sectioni  occurrat  in  d  et  b,  et  lineae  P  C  in 
g,  habebiturque  ut  prius  hA^^AI^— Qgp 
"  X  b  h  d  :  d  g  b  X  P  I  C.  Sed  cum  ob 
parallelas  G  H,  b  h  sit  (per  Lemma  3"™.  de 
Con.  p.  117.)CgP:dgb=CGP: 
D  G  B,  et  (per  Cor.  3.  ejusd.  Lem.) 
sit  h  A  2  :  b  h  d  =  H  A  2  :  B  H  D  substitutis 
his  ultimis  rationibus  loco  priorum  in  proportione 
hA2:A  I^=CgPxbhd:d£rby 
PIC  fietHA2:AI2  =  CGPxBHD 
:DGBXPICut  prius,     Unde  sati« 
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Capi  autem  potest  punctum  A  vel  inter  puncta  H  et  I,  vel  extra  ;  et 
periude  trajectoria  dupliciter  describi. 

PROPOSITIO  XXIV.     PROBLEMA  XVL 

Trajectoriam  describere^   quce  transihit  per  data  tria  punctaf   et  rectas  duas 
positio7ie  datas  continget. 

Dentur  tangentes  H  I,  K  L  et  puncta  B,  C,  D.  Per  punctorum  duo 
qusevis  B,  D  age  rectam  infinitam  B  D  tangentibus  occurrentem  in  punc- 
tis  H,  K.  Deinde  etiam  per  alia  duo  quaevis  C,  D  age  infinitam  C  D 
tano-entibus  occurrentem  in  punctis  I,  L.  Actas  ita  seca  in  R  et  S,  ut 
sit  H  R  ad  K  R  ut  est  media  proportionalis  inter  B  H  et  H  D  ad  me- 
diam  proportionalem  inter  B  K  et  K  D ;  et  I  S  ad  L  S  ut  est  media  pro- 
portionalis  inter  C  I  et  I  D  ad  mediam  proportionalem  inter  C  L  et  L  D. 
Seca  autem  pro  lubitu  vel  inter  puncta  K  et  H,  I  et  L,  vel  extra  eadem; 
dein  age  R  S  secantem  tangentes  in  A  et  P,  et  erunt  A  et  P  puncta  con- 
tactuum.  Nam  si  A  et  P  supponantur  esse  ^uncta  contactuum  alicubi  in 
tano-entibus  sita ;  et  per  punctorum  H,  I,  K,  L  quodvis  I,  in  tangerite 
alterutra  H  I  situm,  agatur 
recta  I  Y  tangenti  alteri 
K  L  parallela,  qu3e  occurrat 
curvae  in  X  et  Y,  et  in  ea 
sumatur  I  Z  mediapropor- 
tionalis  inter  I  X  et  I  Y,  erit  ^ 
ex  conicis,  (^)  rectangulum 
XIY  seu  I  Z  quad.  ad  L  P 
quad.  ut  rectangulum  C I D  ad 
rectangulum  C  L  D,  id  est 
(per  constructionem)  ut  S  I 
quad.  ad  S  I-  quad.  atque 
ideo  I  Z  ad  L  P  ut  S  I  ad  S  L.  Jacent  ergo  puncta  S,  P,  Z  in  una  recta. 
Porro  tangentibus  concurrentibus  in  G,  erit  (ex  conicis)  rectangulum  X I Y 
seu  I  Z  quad.  ad  I  A  quad.  ut  G  P  quad.  ad  G  A  quad.  ideoque  I  Z  ad 
I  A  ut  G  P  ad  G  A.   Jacent  ergo  puncta  P,  Z  et  A  in  una  recta,  ideoque 

patct    demonstrationem    constructionis   univcr-  inhoccasuH  A*:  A  I*=GC*  X  BH  D:  CI* 

salem  esse,  quomodocumque  recta;  G  I,   G  H  X  D  G  B.  Coeuntibus  quoque  punctis  B  et  D, 

flectantur,  adeoque  etiam  valere,  ubi  recta  H  X  et  secante  G  H,  in  tangentem  g  h,  mutata,  erit 

s^jctioni  non  occurrit  h  A*:AI^=g  C^X  dh^:  C  I  »  X 

321.  Corol.  2.  Coeuntibus  punctis  C,  P,  recta  g  d  *,  ac  proinde  hA:Al=gCX   «^l': 

I  Gfit  tangensin  CetGP=GC,  CI=P  I,  ClXgd;  ethAxCIXgd=AIX 

tdeoque  C  G  P=  G  CS  et  P I  C=  C 1*;  und^  g  C  X  d  h.  Quarc  si   ducantur  tres  rccta;  sec 
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puncta  S,  P  et  A  sunt  in  una  recta.  Et  (*)  eodem  argmnento  probabitur 
quod  puncta  R,  P  et  A  sunt  in  una  recta.  Jacent  igitur  puncta  contac- 
tuum  A  et  P  in  recta  R  S.  Hisce  autem  invcntis,  trajectoria  describetur 
ut  in  casu  primo  problematis  superioris  {^).     Q.  e.  f. 


tionem  conicam  tangentes  et  inter  se  concur- 
rentes  in  punctis  I,  g,  h,  facta  ex  tribus  tangen- 
tium  partibus  inter  concursuiun  et  contactuum 


puncta  altematim  sumptis  A  I,  C  g,  d  h,  et 
A  h,  I  C,  g  d,  sunt  sequalia. 

(^)  Erit  ex  Conicis  rect.  XI  Yad  L  P^  ut 
rect.  C  I D  ad  rect.  C  L  D.  Scilicet  cum  P  sup- 
ponatur  punctum  contactus  alicubi  in  Tangente 
K  L  situm  et  cum  linea  I  Y  sit  (per  const) 
parallela  Tangenti  K  L  et  utraque  secetiu'  per 
iineam  I  L,  illa  in  I  haec  in  L  erit  (per  Lem. 
III.  de  Conic  p.  117.)  rect.  partium  Parallelae 
I  Y  ab  intersectione  I  ad  curvae  puncta  X  et  Y 
sumptarum  ad    Rectang.  partium  Parallelas  L  P 

ab  intersectione  L  ad  ciuT£e  puncta  (quas 
coeunt  in  uno  P  quia  L  P  debet  esse  Tangens, 
ideoque  illud  rectangulum  est  quadratum  L  P) 
sicut  rect.  C  I  D,  ad  rect.  C  L  D  quia  nempe 
haec  rectangula  sunt  facta  partium  lineae  secantis 
I  L  factis  partium  singulae  Parallelae  corres- 
pondentia,  ideoque  (per  const.)  I  Z  '^  :  L  P  ^ 
=  S  I  ^  :  S  L  2  atque  adeo  I  Z  •-  L  P  =  S  I : 
S  L,  cum  igitur  sit  I  Z  parallela  L  P  (per 
const-)  puncta  S,  P,  Z,  jacent  in  una  recta. 
Porro  Tangentibus  concurrentibus  in  G,  cum 
supponatur  punctum  contactus  alicubi  situm  in 
Tangente  G  A  erit  (^per  Cor.  2.  ejusdem  Lem, 
III.  de  Con.  p.  118.)  X  I  Y  (sive  I  Z  ^)  : 
IA2=GP^:GA2  ideoque,  &c. 

( * )  Et  eodem  a^gumento  ])robabitur  quod 
puncta  R,  P  et  A,  sunt  in  una  rectd,  si  per 
punctum  K,  agatur  recta  K  V,  tangenti  G  H, 
parallela,  quae  occurrat  ciUTraB  in  T  et  V,  et  in 
ea  sumatiu"  K  Q,  media  proportionalis  Inter  K  T 
et  K  Y,  cum  recta  K  H  secet  Parallelas  K  V 
et  A  H  crit  (per  Lem.  III.  de  Con.  p.  117.) 


rectan.  V  K  T  (sive  K  Q  *)  ad  A  H  *  sicut 
rect.  B  K  D  ad  rect.  B  H  D  hoc  estut  K  R  » 
ad  H  R  ^  (per  const. )  adeoque  erit  K  Q :  A  H 
=  K  R  :  11  H,  quare  puncta  Q,  R,  et  A 
erunt  in  eadem  recta.  Porro  Tangentibus  con- 
currentibus  in  G  erit  (per  Cor.  2.  Lem.  III.  de 
Conic.)  VKT(KQ2):  PK^^^GA^: 
GP*  et  KQ:PK=G  A:G  P,  unde 
erunt  P,  Q  et  A  in  eadem  recta,  ideoque  P,  R, 
et  A  in  eadem  recta. 

(  "  )  322.  Corol.  1.  Hinc  si  duse  recta  H  G, 
P  G  (yid.  fig.  Newt.)  concurrentes  in  G,  scc- 
tionem  conicam  tangantin  A  et  P,  jungaturque 
A  P  et  producatur,  et  ex  punctis  quibusvis  I  et 


H,  in  un4  tangentium  G  H,  sumptis  agantur 
ad  idem  sectionis  conica  punctum  D,  duae 
rectas  1  D,  H  D,  quarum  altera  I  D  secet  soc- 
tionem  conicam  in  C,  rectam  A  P  in  S,  et  tan- 
gentem  G  P  in  L,  altera  vero  H  D  secet  sec- 
tionem  in  B,  rectam  A  P,  in  R,  et  tangentem 
G  P,  in  K ;  erit  semper  H  R  ^  :  K  R  ^  = 
BHD:BKD.  etIS2:LS2=CID- 
C  L  D,  quomodocumque  inflectantur  rectse 
I  D,  H  D,  et  tangentes  G  A,  G  P. 

323.  Corol.  ?.  Si  puncta  D  et  C,  coeant, 
(vid.  fig.  Newt.)  ut  I  L  S,  tangens  evadat  in 
D,  seu  C,  erit  C  I  =  D  I,  et  C  L  =  D  L, 
adeoque  IS^:LS^=DI2:DL^et 
I  S  :  L  S  =  D  I  :  D  L.  h.  e.  si  Tangens  I  L, 
terminata  per  duas  alias  Tangentes,  secet  in  S 
lineam  A  B  jungentem  puncta  contactus  earum 
Tangentium,  ejus  partes  a  sectione  S  ad  utram- 
que  Tangentem  sumptae,  erunt  inter  se  sicut 
ejus  partes  a  puncto  contactus  ad  easdem  Tan- 
gentes  termihatae. 
Li 
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In  hac  propositione,  et  casu  secundo  propositionis  superioris  construc- 
tiones  esedem  sunt,  sive  recta  X  Y  trajectoriam  secet  in  X  et  Y,  sive  non 
secet;  eaeque  non  pendent  ab  hac  sectione.  Sed  demonstratis  construc- 
tionibus  ubi  recta  illa  trajectoriam  secat,  innotescunt  constructiones,  ubi 
non  secat;  iisque  ultra  demonstrandis  brevitatis  gratianon  immoror. 


LEMMA  XXIL 


Figuras  in  alias  ejusdem  generis  Jiguras  mutare. 

Transmutanda  sit  figura  quaevis  H  G  I.     Ducantur  pro  lubitu  rectae 

du£e  parallelse  A  O,  B  Ltertiam  quamvis  positione  datam  A  B  secantes  in 

A  et  B,  et  a  figurse  puncto  quovis  G,  ad  rectam  A  B  ducatur  quaevis  G  D, 

ipsi   O  A  parallela.     Deinde  a  pmicto  aUquo  O,    in  Unea  O  A  dato, 

ad  punctum  D  ducatur  rec- 

ta  O  D,  ipsi  B  L  occurrens 

in  d,  et  a  puncto  occursus 

erigatur  recta   d  g  datum 

quemvis  angulum  cinn  rec- 

ta   B  L   continens,    atque 

eam   habens  rationem    ad 

O  d  quam  habet  D  G  ad 

O  D ;  et  erit  g  punctum  in 

figura  nova  h  g  i  puncto 

G     respondens.      Eadem 

ratione  puncta  singula  fi- 

gurae  primae  dabimt  punc-  A  B  D 

ta  totidem  figurae  novae.  Concipe  igitur  punctum  G  motu 
tinuo  percurrere  puncta  omnia  figurae  primas,  et  punctum  g  motu 
itidem  continuo  percurret  puncta  omnia  figurae  novae  et  eandem  describet. 
Distinctionis  gratia  nominemus  D  G  ordinatam  primamj  d  g  ordinatam 
novam  ;  A  D  abscissam  primam,  a  d  abscissam  novam ;  O  polum,  O  D 
radium  abscindentem,  O  A  radium  ordinatum  primum,  et  O  a  (quo  pa- 
rallelogrammum  O  A  B  a  completur)  radium  ordinatum  novum. 

Dico  jam  quod,  si  punctum  G  tangit  rectam  hneam  positione  datam, 
punctum  g  tanget  etiam  Hneam  rectam  positione  datam.  Si  pimctum  G 
tangit  conicam  sectionem  punctum  g  tanget  etiam  conicam  sectionqm. 
Conicis  sectionibuB  hic  circulum  annumero.     Porro  si  pmictum  G  tangit 


con- 
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lineam  (•=)  tertii  ordinis  analytici,  punctum  g  tanget  lineam  teitii  itidem 
ordinis ;  et  sic  de  curvis  lineis  superiorum  ordinum.  Lineas  duaa  erunt 
ejusdem  semper  ordinis  analytici  quas  puncta  G,  g  tangunt.  C^)  Etenira 
ut  est  a  d  ad  O  A  ita  sunt  O  d  ad  O  D,  d  g  ad  D  G,  et  A  B  ad  A  D  ; 

'OAXAB  T  /^Avy/l™ 

ideoque  il  A  D  sequalis  est ,  et  D  G  aequalis  est . 


a  d  .  a  d 

Jam  si  punctum  G  tangit  rectam  lineam,  atque  ideo  in  aequatione  quavisy  qua 
relatio  inter  abscissam  A  D  et  ordinatam  D  G  habetur,  indeterminatae  illae 
A  D  et  D  G  ad  unicam  tantum  dimensionem  ascendunt,   scribendo  in  hac 

aequatione  ^^  ^  ^^  pro  A  D,  et  ^^  ^/gpro  D  G,  («)  producetuf 
a  d  a  d 

aequatio  nova,   in  qua  abscissa  nova  a  d  et  ordinata  nova  d  g  ad  unicam 

tantum  dimensionem   ascendent,  atque  ideo  quae  designat  lineam   rec- 

tam.  (^     Sin  A  D  et  D  G,   vel  earum   alterutra,   ascendebant   ad  duas 

dimensiones  in   aequatione  pi'ima,    ascendent  itidem  a  d  et  d  g  ad  duas 

in  aequatione  secunda.     Et  (^)  sic  de  tribus  vel  pluribus  dimensionibus. 


(')  324.  NEWTON'tis  lineas  geometricas  in  or- 
dines  analyticos  distinguit  secundum  numerum 
dimensionum  aequationis  qua  relatio  inter  ordi- 
natas  et  abscissas  definitur,  vel  (quod  proinde 
est)  secundum  numerum  punctorum  in  quibus  a 
linea  recta  secari  possunt ;  tot  enim  dimensiones 
habet  sequatio  ad  curvam  quot  possunt  esseillius 
curvae  et  rectae  intersecliones  ;  nam  si  intersec- 
tiones  illa  seorsim  quserantur,  quoniam  eadem 
est  omnium  lex  et  conditio,  idem  erit  calculus  in 
casu  unoquoque  et  propterea  eadem  semper  con- 
clusio,  quae  igitur  debet  omnes  intersectiones  si- 
mul  complecti  et  indifferenter  exhibere,  adeoque 
tot  esse  debent  aequationis  radices  ac  proinde  di- 
mensiones  quot  sunt  intersectiones.  Hinc  linea 
primi  ordinis  erit  recta  sola,  lineae  secundi  sive 
quadratici  ordinis  erunt  sectiones  conicas  et  cir- 
culus,  et  lineae  tertii  sive  cubici  ordinis  parabola 
cubica,  parabola  Neiliana,  Cissois  veterum  et 
alise.  Cum  autem  recta  inter  curvas  non  sit  nu- 
meranda,  curva  primi  generis  eadem  est  cum  li- 
nea  secundi  ordinis,  et  curva  secundi  generis  ea- 
dem  cum  iinea  tertii  ordinis,  et  linea  ordinis  in- 
finitesimi  ea  est  quam  recta  in  punctis  infinitis 
secare  potest,  qualis  est  spiralis,  cyclois,  quad- 
ratrix  et  linea  omnis  quae  per  radii  vel  rotae  revo- 
lutiones  infinitas  generatur. 

(  "^ )  325.  Etenim  ob  similia  triangula,  a  d  O, 
A  O  D,  a  d  :  O  A  =  O  d  :  O  D,  (et  per 
constr.)  O  d  :  O  D  =  d  g  :  D  G,  et  ob  rectas 
A  O,  B  d  parallelas  Od:  OD=AB:  AD; 
nnde  ad:OA  =  dg:D  G=AB:AD, 

^  -  a   Ti        O  AX  AB 

atque  adeo  A  D 

O  AXdg 


=  X,  D  G  =  y,  a  d  =  z,  d  g  =  u,  et  erit  x  = 
b  a  a  u 

— 'y=T- 

(  *  )  •  Sit  G  I,  recta  positione  data  et  ad  il- 

lam  asquatio  quaevis  cx-|-   dy-^ef  =  o,  in 

qua  -\-,  significat  vel  -|-,  vel — ,  loco  x  et  y,  sub- 

,         , .  ba  au  , 

stituantur  eorum  valores  (325.)  — ,  —  et  produ- 


ad 


etD  G 


cb  1 


4-   +  ^* 


cetur  ——     4-  +  e  f  =  o,  hoc  est,  re- 

ductione   ad   communem  denominatorem  facta 

cba,  -{-  dau  -{-efz=o  a?quatio  uova  unius 

dimensionis  ad  rectam  lineam  g  i. 

(f)  *   Sit  G  I,  sectio  conica  et  ad  illam  aequa- 

tio  generalis,  cxx-{-dyy-J-exy-j-g^x 

-j-m^y-^n3  =  v,  loco  x,  y,  substituantur 

b   a    a  u  ,., .  .  j        . 

— ,   ,  et  prodibit  aequatio  nova  ad  conicam 

z        z 

cb^a  *  ,  d  a 
sectionem  ^ j 


e  b  a  *  u 

T 75 r 


bag^.m^au,      ,  , 

2 — 1_ l-n  3  =  0,    hoc   est,    reduc- 

z       •        z         ' 
tione  facta,  cb^a^-^  da^ua-f-ebaSu 
-}-bag2z-{-m*auz-J-n3z2  =  o. 

(6)  •  Et  sic  de  tribus  vel  pluribus  diniensioni- 
bus,  nam  si  in  serie  1,  x,  x  ^,  x  3,  x  *,  &c.  loco 

X,  et  dignitatum  ejus  substituantur  — ,  et  ipsius 

,    *     1     1     1    o 

dignitatcs  prodibit  senes  nova  l , — >—>—>—.  &c« 

et  reductione   ad    communcm   denominatorem 

z  4,  z  3,  z  2,  z>,  1 
facta  habebitur . 


Similiter  a 


ad 


Sit  O  A  =  a,  A  B  =  b,  A  D    iu  ^jIq  y,  y  *,  y  3,  y  *,  &c.  loco  y,  substiluatu» 
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Indeterminatae  a  d,  d  g  in 
aequatione  secunda,  et  A  D, 
D  G  in  prima  ascendent 
semper  ad  eundem  di- 
mensionum  numerum,  et 
propterea  llneae,  quas  punc- 
ta  G,  g  tangunt,  sunt  ejus- 
dem  ordinis  analytici. 

{^)  Dico  praeterea,  quod 
si  recta  aliqua  tangat  li- 
neam  curvam  in  figura 
prima;  haec  recta  eodem 
modo  cum  curva  in  figu- 
ram  novam  translata  tan- 
get  lineam  illam  curvam  in  figura  nova ;  et  contra.  Nam  si  curv£e  punc- 
ta  quaevis   duo  accedunt  ad  invicem  et  coeunt  in  figura  prima,  puncta 

"  prodibit  series  'nova  -,— ,  — ,  ^,  ,^''"'°  f^i"^^^'"  "™?^«  ^^  hujusmodi  dignitati. 
z  zz^z^^z*'     bus  et  lactis  composita  est,  et  abjici  potest  com- 

&c.  et  per  reductionem  ad  denominatorem  com-  munis  omnium  terminomm  denominator  qui  hic 
uz  3,  u^z^u^z,  u*    ..  ,  est  z   4,  ergo   hujusmodi  substitutionibus  non 

munem  —-  ,  usdem   x   et   y     mutatur  gradus    aequationis.     Eadem  quoque 

valoribus  substitutis  in  seriebus  factorum  x  y,  demonstrari  possunt  ex  eoquod  si  linea  recta 
X  y  2,  X  y  3,  &c.  et  X  2  y,  X  3  y,  &c.  et  reductione  <^"'"^''>m  H  G  I,  secet  m  quotUbet  punctis,  ea- 
ad  communem  denominatorem  z  *  facta,  habe-  ^^"^  ^«^«i*»  translata  curvam  h  g  i  in  totidem 
"uzu^zu3  zuu      punctis  intersecare  debeat,  quoniam  singulae  nec 

plures  intersectiones  in  novam  figuram  transfe- 

runtur. 


buntur    series 


z4 


(h)  526.  Recta  G  C  curvam  G  I  tangat  in  in  figura  nova  puncta  c,  r,  g,  adeoque  Unea  g  c» 
G,  transferatur  punctum  G,  in  g,  et  ducta  P  C  positione  coincidit  cum  chorda  evanescente  g  r» 
parallela  D  G,    quae  curvae  occurrat  in   R   et    hoc  est  cum  tangente  in  g.     Idem  alia  ratione 


tangenti  in  C;  transferatur  punctum  C,  in  c, 
faciendo  utOP:  PC=Op:pc  parallelam 
d  g,  et  recta  g  c,  quBB  puncta  g,  ct  c,  jungit, 
novam  curvam  g  i,  tanget  in  g ;  nam  acccdat 
P  C,  ad  D  G,  et  accedat  correspondens  p  c,  ad 
d  g,  et  punctis  C,  R,   G,  coliuntibus,  coibunt 


potest  demonstrari ;  quoniam  enim  P  C  :  p  c  =: 
P  O  :  p  o  =  P  R  :  p  r,  et  proinde  P  C  : 
P  R  =  p  c  :  p  r,  ergo  punctum  c,  non  est  in  cur- 
va  g  i,  nisi  cum  C  reperitur  in  curva  G  I,  hoc 
cst,  nisi  C  ct  G  coeant. 
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eadem  translata  accedent  ad  invicem  et  coibunt  in  figura  nova ;  atque  ideo 
rectae,  quibus  haec  puncta  junguntur,  simul  evadent  curvarum  tangentes  in 
figurS  utraque. 

Componi  possent  harum  assertionmn  demonstrationes  more  magis  geo- 
metrico.     Sed  brevitati  consulo. 

Igitur  si  figura  rectihnea  in  aliam  transmutanda  est,  sufficit  rectarum, 
a  quibus  conflatur,  intersectiones  transferre,  et  per  easdem  in  figura  nova 
lineas  rectas  ducere.  Sin  curvilineam  transmutare  oportet,  transferenda 
sunt  puncta,  tangentes,  et  hneae  rectae,  quarum  ope  curva  linea  definitur. 
Inservit  autem  hoc  lemma  solutioni  difficihorum  problematum,  transmu- 
tando  figuras  propositas  in  simpliciores.  Nam  (*)  rectae  qu£Evis  conver- 
gentes  transmutantur  in  parallelas,  adhibendo  pro  radio  ordinato  primo 
lineam  quamvis  i*ectam,  quae  per  concursum  convergentium  transit ;  idque 

(')  327.  Radius  ordinatus  primus  O  A,  per  runtur  capiendo  in  nova  ordinata  B  k  =  B  K, 
concursuin  F  rectarum  F  G,  F  C  transeat,  B  e  =  B  E  ;  fst  enim  (per  constr,)  BK:  BO 
ducta  G  D  radio  O  A  parallela,  transferantur  =Bk:  BO.  etBE:  BO=Be:  B  O. 


puncta  G,  C,  in  g,  c,  et  puncta  K,  E,  in  k,  e, 
recta  k  g,  e  c,  erunt  parallelae ;  nam  ducta  in- 
telligatur  O  L  radio  O  A  infinite  proxima,  et 
rectas  A  D,  a  B  secans  in  L  et  1,  et  acta  L  Q 
P  radio  O  A,  parallela,  puncta  P,  Q  in  p,  q, 
translata  concipiantur,  et  erit  O  L  :  O  1  = 
PL:  pl=:  QL:q).  coeuntibus  verd  punctis 
P,  Q,  F  erit  O  1  infinita  etQL=FA  =  PL, 
adeoque  p  1  =  q  1.  Punctum  igitur  concursiis 
F  ad  distantiam  infinitam  transfertur,  et  ImeEB 
g  p,  c  q,  ad  illud  convergentes  sunt  parallelae. 

528.   Corol.  1.  Puncta  K  et  £,  seu  intersec- 
tiones  linearum  F  G,  F  C  cum  a  B,  transfe- 


329.  Corol.  2.  Si  punctum  F,  cum  puncto 
A,  coincidat,  erunt  g  k,  c  e,  rectis  O  A,  a  B 
parallelae  ;  nam  ob  garallelas  B  K,  D  G,  A  O 
et  (per  constr.)  AB:AD=Od:0  D  = 
dg  :  D  G,  et  coeuntibus  punctis  F,  A,  A  B  : 
A  D  =  B  K  (B  k) :  D  G,  adeoque  d  g :  D  G 

=  B  k  :  D  G,  ac  proinde  B  k  =  d  g,  unde 
g  k  lineae  B  d  est  parallela. 

530.  Corol-  3.  Si  recta  linea  F  G,  coincidat 
cum  A  D,  transformabitur  in  rectam  coinciden- 
tem  cum  a  B,  nam  punctum  D,  transfertur  in 
d,  punctum  L,    in  1. 
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quia  concursus  ille  hoc  pacto  abit  in  infinitum ;  lineae  autem  parallelae  sunt, 
quae  nusquam  conciuTunt  Postquam  autem  problema  solvitur  in  figura 
nova  ;  si  per  inversas  operationes  transmutetur  haec  figura  in  figuram  pri- 
mam,  (^)  habebitur  solutio  quaesita. 

(^)  Utile  est  etiam  hoc  lemma  in  solutione  solidorum  problematum. 
Nam  quoties  duae  sectiones  conicae  obvenerint,  quarum  intersectione  pro- 
blema  sqlvi  potest,  transmutare  hcet  earum  alterutram,  si  hyperbola  sit 
vel  parabola,  in  ellipsin:  deinde  ellipsis  facile  mutatur  in  circulum. 
Recta  item  et  sectio  conica,  in  constructione  planorum  problematum, 
vertuntur  in  rectam  et  circulum. 


(^)  331.  (Videfig.  Newt  pag.  218.)  Figura 
h  g  i  data  in  figuram  primam  H  G  I,  trans- 
formatur,  faciendo  ut  O  d,  ad  d  g,  ita  O  D,  ad 
D  G,  parallelam  radio  O  A. 

(')  332.  Sit  curva  C  G  I,  parabola  cujus  dla- 
meter  C  D,  diametri  vertex  C,  ordinata  G  D  radio 
ordinato  primo  A  O  parallela,  lalus  rectum  1,  sit- 
que  O  A  =  a,  A  B  =  b,  A  C  =  c,  A  D  =  X, 
C  D  =  X  — c,  G  D  =  y,  nova  absdssa,  a  d  =  z, 
ncva  ordinta  g  d  =  u,  erit  ex  natura  parabolae 
Ix  —  lc  =  yy,  et  substitutis  pro  x,  et  y,  eo- 

rum  valoribus  — ,  —  (325. )  producetur  aequatio 

.Iba       ,  b  2u2 

novaadnovamcurvamgi, —  1  c  = — 

°      z  z  ^ 

hoc  est,  reductione  facta  b^u2  —  Ibaz   -j- 

1  c  z  2  =  o,  sequatio  ad  EUipsim  cujus  diameter 

_,         b  a    ,  la  b  az 

aF= ,  latus  rectum  =T-  nam — 

-         c  b  c 

z  2  :  u2=  —  ~— -. 
c       b 


Si  nova  ordinata  g  d,  ponatur  ad  sdbscissam 
B  d,  perpendicularis,  et  praeterea  fiat  1  c  =  b  % 
Bive  1  X  A  C  =  A  B  *   superior  ad   Ellipsim 

aequatio  in  hanc  mutabitur  u  ^ .— 4-     z  z 


=   o,    quae    est  ad  circulimi  cujus  diameter 

b  a  .. 

,  ex  tnbus  autem  rectis  a,  b,  c,  bmae   a  et 

b,  vel  a  et  c,  possunt  ad  arbitrium  assumi,  et 
tertia  determinatur  per  aquationem  1  c  =  b  b, 
in  cLTCulo. 

Si  vertex  C  cum  puncto  A  coeat,  hoc  est, 
si  A  C  =  c  =  o  squatio  ad  novam  curvam 
erit  b*u^  —  Iba  z  =  o,  hoc  est,  curva  g  i, 
erit  parabola ;  et  eodem  modo  invenitur  Ellipsim 
et  Hyperbolam  atque  adeo  Sectiones  omnes  co- 
nicas  ui  parabolam  transformari,  dum  diametri 
A  D  radio  O  a  parallelje  vertex  C  coinddit 
cum  puncto  A  radii  ordinati  primi  O  A  ordlnatis 
ad  diametrum  paralleli. 

Si  parabol»  vertex  C  cum  puncto  B  coeat, 

erit  b  =:  c,  adeoque  Ellipsis  vel  circuli  g  i  di»- 

b   a 
meter ,  erit  a  =  O  A  =  a  B. 


Si  curva  C   G  I,  fuerit  hyperbola  cujus   sit 

diameter  d,  latus  rectum  1,  manentibus  caeteris 

denominationibus  ut  supra,  erit  ex  natura  hy- 

perbolas dy^=:lx^  —  2clx-|-  dlx  — 

T     Idc  +  lcc,  et  substitutis  loco  x  et  y,  eo- 

nim  valoribus  et  reductione  ad  communem 

denominatorem   facta ,producetur. 

db^u^^-f^clbaz-^-ldcz^— Ib^a» 

—  dlbaz  —  lc^z*  =  o 

nova  aequatio  ad  parabolam  vel  hyperbolam 

aut  EUipsim  prout  aseumitur  linea  c,  acqua- 

lis  vel  major  vel  minor  diametro  d,  Ellipsis 

autem  in  circulum  abit  ponendo  1  d   c  — • 

1  c  ^  =:  d  b  *,  et  angulum  g  d  a,  rectum, 

ut  ex  locorum  geometricorum   doctrina  li- 

quct.     Eadem  ratione    transformatiu:  £1- 

lipsis. 

333.    His    praemissis   facile    intelligitur 

hujus  lemmatis  usus  in  sohdorum  aut  etiam 

planorum    problematum   solutione.     Nam 

sit  quaBrenda  interscctio  G  conicae  sectionis 

B  G  I  cum  altera  sectione  conica  aut  recta  linea 

C  G  F  positione  data.  tran^iformetur  (352.)  sec- 

tio  conica  B  G  I  in  circulum  B  G  a,  et  linea 

C  G  F,  in  lineam  c  g  f,  tum  ex  puncto  inter- 

scctionis  g,  circuli  B  g  a,  et  lineac  c  g  f,  deniit. 
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PROPOSITIO  XXV.    PROBLEMA   XVIL 

Trajectoriam  describere,  qiue  per  data  dm  puncta  transibit,  et  rcctas  ires 
continget  positione  datas. 

Per  concursum  tangentium  qnarumvis  j\ |^_ ]^ 

duarum  cum  se  in^ncem,  et  concursum 
tangentis  tertiae  cum  recta  illa,  quae  per 
puncta  duo  data  transit,  age  rectam  in- 
finitam ;  eaque  adhibita  pro  radio  ordi- 
nato  primo,  transmutetur  figura,  per 
lemma  superius,  in  figuram  novam.  (™) 
In  hac  figura  tangentes  illae  duae  evadent 
sibi  invicem  parallel£B,  et  tangens  tertia 
fiet  parallela  rectae  per  puncta  duo  data 
transeunti 


f 


Sunto  h  i,  k  1  tangentes  illae  duse  parallelae,  i  k  tangens 
tertia,  et  h  1  recta  huic  parallela  transien  per  puncta  illa  a,  b,  per  quae 
conica  sectio  in  hac  figura  nova  transire  debet,  et  parallelugrammum  h  i  k  1 


tatur  ad  a  B  nova  ordinata  sive  per- 
pendicularis  g  d,  et  per  punc- 
tum  d,  agatur  radius  abscindens 
O  d  D  secans  rectam  A  B  in 
D,  denique  per  D  agatur  G  D 
radio  ordinato  primo  O  A  paral- 
lela  quae  sit  ad  O  D  ut  g  d, 
ad  O  d,  et  erit  G  punctum  inter- 
sectionis  quiesitum.  Cum  enim  in 
puncto  inter  sectionis  duarum  li- 
nearum  B  G  I,  C  G  F,  com- 
munis  slt  ordinata  G  D  manifcs- 
tura  est  intersectionem  illam  trans- 
formari  in  intersectionem  lineanuu 
B  g  a,  c  g  f,  et  vice  versa  (331). 

(m)  534.  Sit  O,  con- 
cursus  tangentium  dua- 
rum  O  V,  O  P,  A  con- 
cursus  tangentis  tertiae 
A  T,  cum  recta  A  G, 
qu2E  per  puncta  duo  E, 
G,  data  transit,  age 
rectam  infinitam  O  A, 
eaque  adliibita  pro  i-adio 
ordinato  primo,  et  O  X  o 
panillela  A  T,  •T)ro  ra- 
dio  ordinato  novo  usurpa- 
ta,  transmutetur  figura 
in  figuram  novam,  quod 

facUlimum  est,  si  ordinatae  novse  parallela;  su- 
mantur  radio  ordinato  novo  O  X,  nam  recta 
A  T  transformatur  in  rectam  B  X  i  (330),  recta 
A  G  in  rectam  C  h  ipsi  B  X  parallelam  (529) 
et  punctum  illius  C,  reperitur,  capiendo  B  C 
=  B  M  (328).  rectae  O  V,  O  P  transmutantur 
in  rectas  parallelas  R  k,  S  i,  (327);  earumque 
puncta  R,  S,  habentur  capiendo  B  R  =  B  N, 


ARC 


B  S  =  B  Q,  et  alia  puncta  duo  (per  Lem. 
XXII.)  facile  reperiuntur.  Puncta  E,  et  G, 
transferantur  in  b,  et  a,  et  productis  lineis  pa- 
rallelis  B  i  et  C  h,  R  k,  et  S  i,  dcnec  sibi  mu- 
tuo  occurrant,  compleatur  parallelogrammum 
1  h  i  k,  et  nova  sectio  conica  transibit  per  puncta 
b,  et  a,  et  tangetur  a  rectis  tribus  h  i.  1  k,  k 
(526). 


174.  PHILOSOPIIL^  NATURALIS       [Mot.  Corpor. 

complens.     (")  Secentur  rectae  h  i,  i  k,    i\ A 

k  1   in  c,  d,  e,  ita  ut   sit  h  c  ad  latus 

quadratum  rectanguli  a  h  b,  i  c  ad  i  d, 

et  k  e  ad  k  d  ut  est  summa  rectarum 

h  i  et  k  1  ad  summara  trium  linearum 

quarum  prima    est   recta   i   k,    alterae      C-\- 

duae    sunt  latera    quadrata     rectangu- 

lorum   a  h  b  et  a  1  b :  et  erunt  c,  d,  e 

puncta  contactuum.     Etenim,  ex  coni-  _ 

cis,  sunt  h  c     quadratum  ad  rectangu-  JiV      Sb  ^      \l 

lum  a  h  b,  et  i  c  quadratum  ad  i  d  quadratum,  et  k  e   quadratum   aa 

k   d  qaadratum,  et   e  1  quadratum  ad   rectangulum   a  I   b   in   eadem 

ratione  ;  et   propterea   h   c  ad  latus   quadratum  ipsius  a   h  b,  i  c   ad 

i  d,  k  e  ad  k  d  et  e  1  ad  latus  quadratum  ipsius  a  1  b  sunt  in  subduplicata 

illa  ratione,  et  composite,  in  data  ratione   omnium  antecedentium  h  i  et 

k  1  ad   omnes  consequentes,  quag  sunt  latus  quadratum  rectanguli  a  h  b, 

et  recta  i  k,  et  iatus  quadratum   rectanguli  a  1  b.     Habentur   igitur   ex 

data  illa  ratione  puncta  contactuum  c,  d,  e,  in  figura  nova.     Per  inversas 

operationeslemmatis  novissimi  transferantur  haec  puncta  in  figuramprimam, 

et  ibi    (per  Prob.  XIV.)  describetur   trajectoria.  Q.  e.  f.    (°)    Caeterum 

perinde  ut  puncta  a,  b  jacent  vel  inter  puncta  h,  1,  vel  extra,  debent  puncta 

c,  d,  e  vel  inter  pimcta  h,  i,  k,  1  capi,  vel  extra.     Si  punctorum  a,  b   al- 

terutrum  cadit  inter  puncta  h,  1,  et  alterum  extra,  problema  impossibile  est. 

PROPOSITIO  XXVL    PROBLEMA  XVIIL 

Trajectoriam  descriherey  qiuE  transibit  perpuncium  datum,  et  rectas  qiiaiuor 
positione  datas  continget. 

Ab  intersectione  communi  duarum  quarumlibet  tangentium  ad  intsr- 

•  (-)  Interah,  hb,  qua.ratur  media  propor-  P"-"?-  ^Pf"-\  ^  "  V  ^1\=  '  •  '  «  *  ^^' ''' 

UonaUs  qu^  dicat^r  M,  et  inter  a  1,  1  b.  media  f  f  «q^e  h  c  -  :  a  h  X  h  b  ==  ,  c     :  ,  d  -  = 

proportionaUs  N ;  et  deinde  ita  secentur  rect^  ^^^-  HH^^l  *  :  a  1  X  1  b,  et  propterea 

h  i,  ik,  k  1,  in  c,  d,  e,  ut  sith  c,  ad  M,  i  c,  ad  h  c  :  V  a  h  X  h  b  (M)  =  i  c  :  i  d  =  k  e  : 

i  d,  et  k  e  ad  k  d,  ut  est  h  i  +  k  1,  ad  i  k  4-  k  d  =  e  1  :  v'  a  1  X  1  b   (N),   et  composite 

M  4-  N,  et  erunt  c,   d,  e,  puncta  contactuum ;  Kumma  omnium  antcccdentium  est  ad  summam 

Etenim   si  fuerint  c,  d,  e,  puncta  contactuum,  omnium  consequentium    ut  quilibet  antecedens 

o  b,  h  1  parallelam  tangenti  i  k,  quae  cum  altera  ad  suuin  conse<juentem,    hoc  est  h  c  :    M  = 

tangente  h  i,  concurrit  in  i,  erit  (per  Prop.  16.  ic:id=ke:kd=el:N=hc 

et  18.  lib.  3.  Conic.    Apoll.    sive  per  Corol.  2.  -j-ic-f-ke4.el(hi-}.kl):M  +  id-|- 

Lem.  III.  de  Conic.  p.  1 18.)  h  c  *  :  ah  X  h  b=  k  d  -j-  N  (i  k  +  M  +  N).       Habentur  igitur 

i  c  *  :  i  d  ',  et  o  b,  h  i,  occurrentem  sectioni  in  solo  (per  constr. )  ex  data  illa  ratione  puncta  contac- 

puncto  c,  et  parallelam  tangenti  1  k,  quae  alteri  tuum  c,  d,  e,  in  figura  nova   per  inversas  ope- 

tangenti  i  k  occurrit  in  k,  erit  (per  easdem  Prop.  rationes  (331). 

ApoU.)  i  c  X  ic  (i  c  ^)  :  i  d  ^  =  k  e  *  :  k  d  *,  et         (°)  335.     Quoniam  duaj   parallelaj  h  i,    1  k, 

o  b,  h  1,  parallelam  tangenti  i  k,  quae  cum  altera  neque  parabolam,  neque   hyperbolam   simplicera 

tangente  1  k,  convcnit  in  k,  erit   (per   easdem  contingere  possunt,  tangent  hyperbolas  oppositas 
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sectionem  commimem  reliquarum  duanim  agatur  recta  infinita,  et  eadem 

pro  radio  ordinato  primo  adhibita,  transmutetur  figura  (per  Lem.  XXII.) 

in  figuram  novam,  et  tangentes  binaa,  quae  ad  radium  ordinatum  primum 

concurrebant,  jam  evadent  parallelae. 

Sunto  illae  h  i  et  k  1,  i  k  et  h  1  conti- 

nentes  parallelogrammum  h  i  k  1.   Sit- 

que  p  punctum   in  hac   nova   figura 

puncto  in  figura  prima  dato  respondens* 

(P)  Per  figurae  centrum  O  agatur  p  q^ 

et  existente  O  q   aquali  O  p,  erit  q 

punctum   alterum    per    quod    sectio 

conica   in   hac    figura   nova   transire 

debet.     Per  Lemmatis  XXII.   opera-    _[ 

tionem  inversam  transferatur  hoc  punc- 

tum  in  figuram  primam,  et  ibi  habebuntur  puncta  duo  pcr  qwae  trajec- 


0 


«J 


1 


vel  ellipsim,  circulo  inter  ellipses  annumerato. 
Porro  Ellipsis  tota  inter  tangentes  parallelas,  et 
hyperbolae  oppositae  totae  extra  easdem  sunt ; 
quare  in  Ellipsi  puncta  a,  b,  inter  puncta 
h,  1,  sita  sunt ;  in  hyperbolis  extra ;  atque  adeo 
si  punctorum  a,  b,  alterum  cadit  inter  puncta 
h,  1  et  alterum  extra,  problema  impossi- 
bile  est.  In  Ellipsi  punctum  contactus  d,  in- 
ter  puncta  i,  k,  necessario  cadit ;  alia  duo 
c,  e,  inter  puncta  h  et  i,  1  et  k,  vel  aliquando 
extra  esse  possunt ;  in  hyperbolis  oppositis  con- 
tactuum  puncta  duo  ut  c,  d,  extra  puncta  h,  i, 
k,  1,  necessario  posita  sunt,  tertium  ut  e,  vel 
extra  vel  intra  esse  potest,  unde  praiscribit  Newto- 
nus  ut  puncta  c,  d,  e,  vel  inter  puncta  h,  i,  k,  1, 
vel  extra  capiantur,  perinde  ut  punota  a,  b,  ja- 
cent  vel  inter  puncta  h,  1,  vel  extra. 

C)  336.  Parallelogrammi   h,    i,  k,  1,  sectio- 
ni  conicae  circumscripti  diagonales  in  secdonis 
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toria  describenda  est.     Per  eadem  vero  describi  potest  trajectoria  illa  per 
ProblemaXVIL     Q.  e.  f. 

LEMMA  XXIIL 

Si  rect(Z  dux  positione  data  A  C,  BD  ad  data  jpuncta  A,  B,  terminentur, 
datamque  habeant  rationem  ad  invicem,  et  recta  C  D,  qud  puncta  inde- 
terminata  C,  T>  Jungu?itur,  secetur  inratione  datd  in  K  :  dico  quodpunc- 
ium  K  locabitur  in  rectd  positione  datd. 

,    (1)  Concurrant  enim  rectae  A  C,  B  D  in  E,  et  in  B  E  capiatur  B  G 

ad  A  E  ut  est  B  D  ad  A  C,  sitque  F  D  semper  aequalis  datae  E  G  ;   et 

erit  ex  constructione  E    C 

ad  G  D,   hoc  est,  ad  E  F 

ut  A  C  ad  B  D,    ideoque 

in  ratione  data,  et  propte- 

rea  dabitur    specie  trian- 

gulum   E  F  C.      Secetur 

C  F  in  L  ut   sit  C  L  ad 

C  F  in  ratione  C   K  ad 

C  D ;  et  ob   datam  illam 

rationem,     dabitur     etiam 

specie  triangulum  E  F  L ;     E       H  S    B    F  TT 

proindeque  punctum    L  locabitur  in  recta  E  L  positione   data.     Junge 

L  K,  et  similia  erunt  triangula  C  L  K,  C  F  D  ;  et  ob  datam  F  D  et 

datam  rationem  L  K  ad  F  D  dabitur  L  K.     Huic  sequalis  capiatur  E  H, 

et  erit  semper  E  L  K  H  parallelogrammum.     Locatur  igitur  punctum  K 

in  parallelogrammi  illius  latere  positione  dato  H  K.     Q.  e.  d. 

Corol,  Ob  datam  specie  figuram  E  F  L  C,  rectae  tres  E  F,  E  L  et  E  C, 

id  est  G  D,  H  K  et  E  C,  datas  habent  rationes  ad  invicem. 

LEMMA  XXIV. 

Si  rect(E  tres  tangant  quamcunquc  coni  sectionem,  quarum  ducE  parallelce  sint 
ac  dentur posifione ;  dico  quod  sectionis  semidiameter  kisce  duabus parallela, 
sit  media  proportionalis  inter  harum  segmenta,  punctis  contactuum  et 
tangenti  tertia>  interjecta. 

Sunto  A  F,  G  B  parallelas  duae  coni  sectionem  A  D  B  tangentes  in  A 
et  B ;  E  F  recta  tertia  coni  sectionem  tangens  in  I,  et  occurrens  prioribus 
tangentibus  in  F  et  G ;  sitque  C  D  semidiameter  figurse  tangentibus  pa- 
rallela  :  dico  quod  A  F,  C  D,  B  G  sunt  continue  proportionales. 

centro   O,  se  niutuo  intersecant.     Nam    recta     27.  et31.  Ijb.  2.  Conic.  Apoll  utque  sequitur 
quae   opposita    contactuum  puncta  jungunt,  sunt     ex  Lem,  IV.  de  Conic.  p.  119). 
sectionis  diumetri  centro  O  bisectje   (pcr  Prop.         (")  •  Vid.  not.  67.  pag.  28. 
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Nam  si  diametri  conjugatae  A  B,  D  M  tangenti  F  G  occurrant  in 
E  et  H  seque  mutuo  secent  in  C,  et  compleatur  paiallelogram- 
muml  KCL;  C)  erit 
ex  natura  sectionum  co- 
nicarum  ut  E  C  ad  C  A 
ita  C  A  ad  C  L,  et  ita 
divisim  E  C  —  C  A  ad 
C  A  —  C  L,  seu  E  A 
ad  A  L,  et  composite 
E  A  ad  E  A  +  A  L  seu 
ELutECadEC  + 
C  A  seu  E  B  ;  ideoque 
ob  similitudinem  trian- 
gulorum  E  A  F,  E  L  I, 

ECH,  EBG,  AF     ^" Q.      B 

ad  L  I  ut  C  H  ad  B  G.  Est  itidem,  ex  naturj  sectionum  conicarum,  L  I 
seu  C  K  ad  C  D  ut  C  D  ad  C  H ;  (^)  atque  ideo  ex  oequo  perturbate  A  F 
ad  C  D  ut  C  D  ad  B  G.     Q.  e.  d. 

Corol.  1 .  Hinc  si  tangentes  duae  F  G,  P  Q  tangentibus  parallelis  A  F, 
B  G  occuiTant  in  F  et  G,  P  et  Q,  seque  mutuo  secent  in  O ;  erit  ex 
aequo  perturbate  A  F  ad  B  Q  ut  A  P  :  d  B  G,  (*)  et  divisim  ut  F  P  ad 
G  Q,  atque  ideo  ut  F  O  ad  O  G. 

Corol.  2.  (")  Unde  etiam  rectae  duae  P  G,  F  Q,  per  puncta  P  et  G»  F 


(')  •  Erit  'ex  natwa  sectionum  conica- 
rum,  &c.  (pcr  Prop.  37.  38.  Lib.  1.  Co- 
nic.  Apoll.  vide  Cor.  2.  Lem.  V.  de  Conic.  p. 
121.) 

(•)  •  Cum  sit  E  A  :  E  L  =  E  C  :  E  B,  et 
ob  similitudinem  trlangulorum  E  A  F  E  I  L 
sit  E  A  :  E  L  =  A  F  :  L  I,  seu  C  K,  et  ob 
simJlitudinem  triangulonim  E  C  H,  E  B  G 
8itEC:EB=CH:BG,  eritAF:CK 
=  C  H  :  B  G,  et  quia  (ex  Conic.  loco  citato) 
C  K  :  C  D  =  C  D  :  C  H,  erit  A  F  X  C  K  : 
CKXCD=CHXCD:BGXCH, 
hoc  est,  AF:CD=CD:BG. 

(')  •  Est  enim  A  F  :  C  D  =  C  D:  B  G,  et  si- 
miUter  B  Q  :  C  D  =  C  D  :  A  P,  seu  C  D  : 
B  Q,  =  A  P  :  C  D,  adeoque  A  F  X  C  D  : 
CDXBQ=CDXAP:BG 
X  C  D,  hoc  est  A  F  :  B  Q  =  A  P  :  B  G  = 
AP  —  AF:BG  —  BQ=FP:G  Q  = 
F  O  :  O  G,  ob  «imilia  triangula  F  O  P, 
GO  Q. 

(")  '    Agatur  enim    recta   F  Q,   ipsi  A  B 
occurrens  in  T,  et  jungatur  P  T,  rectam  B  G, 
sccans  in  g,  cH-it  A  F  :  B  Q  =  A  T  :  B  T  = 
A  P  :  B  g,  sed  per  Corol.  1.  A  F ;  B  Q  = 
YoL.  I.  M 
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et  Q  ductae,  concurrent  ad  rectam  A  C  B  per  centrum  figurae  et  puncta 
contactuum  A,  B  transeuntem. 


LEMMA  XXV. 

Si  parallelogrammi  latera  qiiatuor  infinite  produda  tangant  sectionem  quam- 
cunque  conicam^  et  abscindantur  ad  tangentem  quamvis  quintam ,-  sumantur 
autem  laterum  quorumvis  diiorum  conterminorum  abscissce  terminatce  ad 
angulos  oppositos  parallelogrammi :  dico  quod  abscissa  alterutra  sit  ad 
latus  illud  a  quo  est  abscissa,  ut  pars  lateris  alterius  contermini  inter 
punctum  contactus  et  latus  tertium  est  ad  abscissarum  alteram. 

Tangant  parallelogram-  -p 
mi  M  L  I  K  latera  qua- 
tuorML,  IK,  KL,  MI 
sectionem  conicam  in  A,  B, 
C,  D,  et  secet  tangens 
quinta  F  Q  haec  latera  in 
F,  Q,  H  et  E ;  sumantur 
autem  laterum  M  I, 
K  I  abscissae  M  E,  K  Q, 
vel  laterum  K  L,  M  L> 
abscissae  K  H,  M  F :  dico 
quod  sit  M  E  ad  M  I  ut  B  K  ad  K  Q;  et  K  H  ad  K  L  ut 
A  M  ad  M  F.  Nam  pei  corollarium  primum  lemmatis  superioris  est 
M  E  ad  E I  ut  A  M  seu  B  K  ad  B  Q,  et  componendo  M  E  ad  M  I  ut  B  K 
ad  K  Q.  Q.  e.  d.  Item  K  H  ad  H  L  ut  (^)  B  K  seu  A  M  ad  A  F,  et 
dividendo  K  H  ad  K  L  ut  A  M  ad  M  F.     Q.  e.  d. 

Corol.  1.  Hinc  si  datur  parallelogrammum  I  K  L  M,  circa  datam  sec- 
tionem  conicam  descriptum,  dabitur  rectangulum  K  Q  X  M  E,  ut  et 
huic  aequale  rectangulum  K  H  X  M  F.  iEquantur  enim  rectangula 
illa  ob  similitudinem  triangulorum  K  Q  H,  M  F  E. 

Corol.  2.  Et  si  sexta  ducatur  tangens  e  q  tangentibus  K  I,  M  I  occur- 
rens  in  q  et  e ;  (^)  rectangulum  K  Q  X  M  E  aequabitur  rectangulo  K  q 
X  M  e  ;  eritque  K  Q  ad  M  e  ut  K  q  ad  M  E,  et  divisim  ut  Q  q 
adEe. 

A  P  :  B  G,  est  ii^itur   B   G  =  B  g   ac  proinde  raune  sectionis  conica;  et  parallelogrammi,  {536) 

punctum  g,  cum  G  coincidit.  adeoque  erit  A  ]\I  =  B  K. 

C)  •  Nam  si  puncta  contactuum  A,  et  B,         (")  *   Nam  rectangula  K  Q  X  M  E,  K  q  X 

recta  jungantur,  haec  tiansibit  per  centrum  com-  M   e,  aequantur  rectangulo  M  I  X  B  K 
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Corol.  3.  Unde  etiara  si  E  q,  e  Q  jungantur  et  bisecentur,  et  recta  per 
puncta  bisectionirai  agatur,  transibit  haec  per  centrura  sectionis  conicje. 
Nam  cum  sit  Q  q  ad  E  e  ut  K  Q  ad  M  e,  transibit  eadem  recta  per  me- 
dium  omniura  E  q,  e  Q,  M  K  (^)  (per  Lem.  XXIII.)  et  medium  rectae 
M  K  est  centrum  sectionis.  (") 


PROPOSITIO   XXVIL     PROBLEMA   XIX. 

Trajedoricm  de&crihere,  qu(S  reclas  guinque  positione  datas  continget. 


Dentur  po- 
sitione  tangen- 
tes  A  B  G,  B 
C  F,  G  C  D, 
F  D  E,  E  A. 
Figurae  quadri- 
laterag  sub  qua- 
tuor  quibusvis 
contentaeABFE 
diagonales  A  F, 
B  E  biseca  in 
M  et  N,  et  (per 
Corol.  3.  Lem.  XXV.)  recta  M  N  per  puncta  bisectionum  acta  tran- 


(*)  •  In  rectis  1  M,  I  K,  positione  datis  (^)  Hinc  si  lineae  quatuor  ut  E  D,  e  q,  E  Q, 
capiatur  q  N,  ad  E  F,  ut  est  q  Q,  ad  E  e,  et  Q  B  sectionem  conicam  tangant  et  sibi  mutuo 
puncta  N,  F,  tanquam 

data  seu   fixa   conside-  jyj 

rentur,  et  erit  N  q  : 
FE=qQ;Ee  = 
Q  K  :  e  M,  et  com- 
po»te,  N  q  :  F  E  = 
N  Q:  F  e  =N  K: 
F  M;  quare  si  rcctsB 
E  q,  e  Q,  M  K,  quibus 
punctaindeterminata  E, 
et  q,  E,  Q,  INI  et  K 
junguntur,  secentur  in 
ratione  data  in  x,  y,  o, 
puncta  omnia  x,  y,  o, 
locantur  in  una  eadera- 
que  recta  x  y,  (per 
Lem.  XXIII).  Si  ita- 
que    recta    x  y,  lineas 

E  q,  e  Q,  bisecat,  rectam  M  K  bisecabit,  adeoque     occurrant  in  punctis  e,  E,  q,  Q  junganturquc 
(336)  per  centrum  sectionis  conicae  transibit.  puncta  opposita  e,  Q  et  E,  q,  bu^ariamque  divi- 
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sibit  per  centrum  trajectoriae.  Rursus  figurae  quadrilaterae  B  G  D  F 
sub  aliis  quibusvis  quatuor  tangentibus  contentse,  diagonales  (ut  ita  dicam) 
B  D,  G  F  biseca  in  P  et  Q :  et  recta  P  Q  per  puncta  bisectionum  acta 
transibit  per  centrum  trajectoriae.  Dabitur  ergo  centrum  in  concursu  bi- 
secantium.  Sit  illud  O.  {^)  Tangenti  cuivis  B  C  parallelam  age  K  L, 
ad  eam  distantiam  ut  centrum  O  in  medio  inter  parallelas  locetur,  et 
acta  K  L  tanget  trajectoriam  describendam.  Secet  haec  tangentes  alias 
quasvis  duas  G  C  D,  F  D  E  in  L  et  K.  Per  harum  tangentium  non  paral- 
Idarum  C  L,  F  K  cum  parallelis  C  F,  K  L  concursus  C  et  K,  F  et  L 
age  C  K,  F  L  concurrentes  in  R,  et  recta  O  R  ducta  et  producta  secabit 
tangentes  parallelas  C  F,  K  L  in  punctis  contactuum.  Patet  hoc  per 
Corol.  2.  Lem.  XXIV.  Eadem  methodo  invenire  licet  alia  contactuum 
puncta,  et  tum  demum  per  construct.  Prob.  XIV.  trajectoriam  describere. 
Q.  e.  f. 


ScJiolium, 

Problemata,  ubi  dantur  trajectoriarum  vel  centra  vel  asymptoti,  inclu- 
duntur  in  praecedentibus.     (^)  Nam  datis  punctis  et  tangentibus  una  cum 


dantur  lineae  e  Q,  E  q,  linea  eas  bisecans  erit  lo- 
cus  centri  ^gurje  :  Idque  semper  verum  erit 
quamcumque  figuram  faciant  linese  E  D,  e  q, 
EQ,,  QB  sivesese  decussent  sive  trapezium  con- 
stituant,  concipiatur  illas  diametros  duci  quarum 
vertex  estin  puncto  contactus  harum  linearum  do- 
nec  occurrant  curvse  altero  suo  vertice,  tangcntes 
in  eo  verticeductaeeruntparallelae  prioribus :  Da- 
buntur  ergo  parallelse  duabus  lineis  E  D,  Q  B, 
quae  erunt  tangentes  curvse,  ideoque  fiet  ut  in 
Lemmatis  hypothesi  parallelogrammum  MIKL 

constans  quatuor  tangentibus  quarum  opposi- 
tae  erunt  inter  se  paralleliB,  et  tangentes  E  Q  et 
e  q  considerari  poterunt  ut  quinta  et  sexta  tan- 
gens  de  quibus  agitur  in  hoc  Lemmate,  ideoque 
per  ejus  CoroUarium  3.  si  bisecentur  lineie  E  y> 
e  Q  et  recta  per  bisectionum  ]mncta  agntur/ransi- 
bit  hcBC  per  centrum  Sectionis  Conicce,  &c. 

(")  337.  Datis  sectionis  conicse  centro  O,  et 
tangente  quavis  B  F,  altera  tangens  L  K  datje 
parallela  facile  invenitur  ;  Nam  per  centrum  O 
ducatur  recta  quiEvis  infinita  M  O  N  tangenfi 
datae  occurrens  in  N,  et  sumpta  O  M  =  O  N 
per  M  ducatur  M  K  tangenti  datae  F  B  paraJ- 
iela,  erit  M  K  tangens  ;  si  enim  per  punctum 
contactus  T  et  centrum  O  agatur  sectionis  dia- 
meter  T  O  S,  erit  S  O  =  O  T  et  tangens  in  S 
tangenti  in  T  parallela  lineam  N  O  M  ita  scca- 
bit  iii  M,  ut  sit  M  O  =  O  N,  ob,  S  O  :  O  T 
=  M  O/:  O  N. 

(°)    333.  Hinc  datls  praeter  centrum   tribus 


tangentibus  non  parallelis  vel  duabus  tangenti- 
bus  convergenlibus  et  puncto,  Vel  tangente  et 
punctis  duobus,  vel  punctis  tribus,  dantur  sex 
tangentes,  vel  tangentes  quatuor  et  puncta  duo, 
vel  tangens  et  puncta  quatuor,  vel  puncta  sex, 


s 
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quibus  datis  trajectoria  describi  potest  per  Prop. 
(27.  26.  25.  24.  23.  22.).  Ex  datis  centro, 
alterutro  axe,  et  duabus  tangentibus  non  paral- 
lells,  vel  tangente  et  puncto  trajectoriaj  Ellipti- 
cae  et  Hyperbolicae  ex  Lcmmatibus  sequcniibus 
facild  dcscribuntur. 
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centro,  dantur  alia  totidem  puncta  aliseque  tangentes  a  centro  ex  altera 
parte  sequaliter  distantes.  Asymptotos  autem  pro  tangente  habenda  est,  et 
ejus  terminus  infinite  distans  (si  ita  loqui  fas  sit)  pro  puncto  contactus. 
Concipe  tangentis  cujusvis  punctum  contactus  abire  in  infinitum,  tt  tan- 
gens  vertetur  in  asymptoton,  atque  constructiones  Problematum  praece- 
dentium  vertentur  in  constructiones  ubi  asymptotos  datur. 


339.  Lemma.  Si  ex  sec- 
tionis  conicas   umbilico  u- 
trovis    S    demittantur    ad 
tangentem     P   Q,    norma- 
les  S  T,  F  G,  recUE  C  T, 
C  G  centrum  sectionis   C 
et    puncta    intersectionum 
T,    G  jungentes    aequales 
erunt    semiaxi     principali 
C   B,    et   p.irallelae    lineis 
F  P,  S  P  ex  altero  umbilico 
F  et  S  ad  punctum   con- 
tactus  P    duct«.      Produ- 
cantur   enim   F  P,   S    T, 
donec  concurrant  in  K,  et 
erit      (per     Lem.      XV. 
Newt)    F  K  =  2  C  B, 
K  T  =  T  S,  cumque  sit 
etiam   F   C  =  C   S,  erit 
S  T  :  S  K  =  S  C  :  S  F, 
et  ideo  quia  latera  SK,  S  F 
secantur     proportionaliter 
in  T  et  C  erit  C  T  paral- 
lela  F  K  sive  F  P,  ideo- 
que  erit    S   T  :    S  K  = 
C  T  :  F  K  et  quia  S  T  = 
i  S  K   erit  C   T  sequalis 
J  F  K,  seu  aequalis  C  B. 
Eodem   modo  probabitur, 
C   G   esse  aequalem  C  B 
et  parallelam  lineae  P  S. 

340.  Datis  centro  C,  dua- 
bus  tangentibus  P  Q,  E  Q 
con  vergentibus  et  axe  princi- 
pali  A  B,  describitur  sectio 
conica.  Nam  si  centro  C  et 
intervallo  C  B  sequalis  semi- 
asi  principali  describatur  cir- 
culus  tangentes  secans  in  T  ct 
R,  agantur  tangentibus  per- 
pendiculares  T  S,  R  S,  con- 
currentes  in  S,  erit  punctum 
S,  alteruter  umbilicus  qiio  da-  _^| 
to  cumcentro  C,  dantur  posi- 
tio  axis  principalis  C  B,  et  ip- 
siuslongitudo  ac  umbilici  duo. 

541.  Datis  centro  C,  tan- 
gente  P  Q,  et  puncto  contac- 
tiis  P,  cum  axe  principali, 
trajectoria  conica  describitur. 
Centro  enim  C,  et  intervallo 
aequali  semiaxi  principali  describatur  circulus 
tangentem  secans  in  T  et  G ;  in  T  excitetur 
perpendiculum  T  S,  et  juncta  C  G,  per  punc- 


K 


tum  contactus  ducatur  P  S  ipsi   C  G  parallcl 
pcrpendiculo  T  S  occurrens  in  S,  erit  S  umbUi- 
cus  (539). 
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542.   Si  ex  centro   C   scc- 
tionis   conicas   ad    tangentem 
P  Q,,  demittatur  perpendicu- 
laris  C  D,  et  ex  altero  umbi- 
lico  S  ad  C  D  agatiir  normalis 
S    X,    sitque  C  E   semiaxis 
miniis    principalis,     erit    in 
ellipsi  C    X»  =C  D^  — 
C  E  ^,  et  in  hyperbola  C  X  * 
__  C  D2  -1-   C  E2,  et  dc- 
missa  ex  umbilico  in  tangen- 
tem  perpendiculari  S  T,  junc- 
taque   C  T,  rectam   S  X  se- 
cantc  in   N,  erit   in  utraque 
sectionc   X    N   sequalis  D  P 
distantiae  puncti  contactus   P 
a  perpendiculari  C  D  ;  Nam 
in   Ellipsi   C   S-=  CT2 
(C  B  2)  —  CE  2,  in    Hyper- 
boiaCS2=CT2-f  CE^ 
ct  in  utraque  sectione  C  S  ^  = 
CX2-i-  SXS=CX^+DT'^; 
Ergo  in   Ellipsi  C  X  *  + 
DT2=  CT«  —  CE*  = 
CD^-»-DT2  —  CE-2,  et 
hincCX2=CD^— CE«, 
et  in   hyperbola    C  X  *   -J- 
DT*  =  CT^-f-CE*  = 
CD2.f.DT2+    CE^ 
adeoque  C  X  2  =  C  D  ^  + 
C  E  2.     Q.  e.  1. 

Ex   altero  umbilico  F,  in 

tangentem  demittatur  perpen. 

dicularis  F  Y,  et  junctis  F  P, 

S  P,  similia   erunt  triangula 

F  P  Y,  S  P  T,  ob   angulos 

aequales   (per  natur.   tangen- 

tium  et  focorum)  F  P  Y,  S  PT, 

et   S  T  P,   F  Y  P  rectos; 

et  quoniam  F  P  et  C  T,  F  Y 

et  CjD  sunt  parallelae,  similia 

quoque    erunt    trianeula    C   T    D,    F   P   Y* 

ideoque   duo   triangula  C    T   D,   S  P  T  Bunt 

similia;  quare  C  D  :   D  T=  S  T  (D  X)  : 

P  T,  et  divisim  CD:  DT=CD  —  DX: 

D  T  —  P  T,  ct  composit^  C  D  :   D   T  = 

CD  +  DX:DT-}-PT.     Unde  quoniam 

in  Ellipsi  CD— DX=CX,  etDT  — 

P  T  =  D  P ;  in  hyperboia  vero  C  D  +  D  X. 

=  C  X,  et  D  T  +   P  T  =  D    P,  erit  in 

utraque  sectione  CD:D   T=C  X:D   P: 

Verim    ob    S  X   tangenti    D   T    parallelam, 

C  D  :  D  T=  C  X :  X  N,  ergo  X  N=  D  P. 

Q.  e.  2. 

343.  Hinc  datis  centro  C,  semiaxe  minus 
principali  C  E,  tangentibus  duabus  non  paral- 
lelis,  D  Q,  R  Q,  trajectoria  Elliptica  et  Hy- 
perbolica  describitur.  Nam  ex  centro  C,  ad 
tangentes  demittantur  perpendicula  C  D,  C  R, 
et  capiantur  C  X,  C  L,  ita  ut  C  X  *  =  C  D  ^ 
—  CE»,  CL2=CR^  —  CE^si  descri- 
benda  sit  ellipsis ;  vel  itaut  C  X  *  =  C  D  *  + 
C  E  »,  et  C  L  »  =  C  R  2  +  C  E  S    si  de- 


P/ 


scribenda  sit  hyperbola ;  et  per  X  et  L  puncta, 
erigantur  ad  C  D,  C  R  perpendicula  X  S,  L  S 
concurrentia  in  S,  erit  S  focus  ex  quo  si  ad  tan- 
gentem  alterutram  D  Q,  demittatur  normalis 
S  T,  juncta  C  T,  prit  semiaxis  principalis. 

344.  Datis  centro  C,  semiaxe  miniis  princi- 
pali  C  E,  tangente  P  Q,  et  puncto  contactus 
P,  sectio  conica  describitur.  Nam  ducta  X  S, 
infinita  ut  supra  (343.)  capiatur  X  Ni=  D  P 
et  jungatur  C  N,  producaturque  donec  tangenti 
occurrat  in  T,  recta  T  S,  tangenti  normalis 
secabit  rectam  X  S  in  umbilico  S,  eritque  C  T 
semiaxis  principalis. 

345.  Dato  centro  cum  tangente  et  alteru- 
tro  axe  datur  positio  rectse  per  umbilicum  tran- 
seuntis ;  unde  si  prjeterea  detur  punctum  eslra 
tangentem,  facile  erit  umbilicum  invenire.  Ea- 
dem  fere  methodo  qua  superiora  Lemmata  de- 
monstravimus,  Hermannus  in  Tom.  IV.  Acade- 
mia;  Petropolitanae  solvit  problema  de  Ellipsi 
Conica,  cujus  axis  alteruter  datus  est,  angulo 
positionc  et  magnitudinc  dato  ita  inscribendS  ut 
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centrum  ejus  intrd  datum  angulum  sit  etiam  po- 
sitione  datum. 

346.  Datis  asymptotis,  dantur  hyperbolae 
centrum  seu  asymptotorum  concursus ;  2°.  datur 
positio  axium  qui  asymptotorum  angulos  dein- 
ceps  positos  bifariam  dividunt,  3°.  datur  eorum 
axium  ratio,  sunt  enim  sicut  sinus  dimidiorum 
illorum  angulorum  C  G  A,  A  C  G  ideoque 
datis  asymptotis  cum  puncto  vel  tangente,  hy- 
perbola  describi  potest  (per  Prop.  4.  et  9*"".  Lib. 
2.  Conic.  Apoll.)  SciUcet  per  punctum  P  duca- 
tur  P  O  perpendicularis  in  axem  et  P  V  asymp- 
toto  parallela  et  descripto  circulo  super  diame- 
trum  C  O  in  eo  secetur  chorda  O  Z  =  O  V, 
et  sumatur  C  A  =  C  Z  et  erit  A  vertex  hy- 
perboIiB.  Nam  sit  a  verus  hyperbolae  vertex, 
sit  C  asemi-axis  major  et  a  g  semi-axis  minor, 
eritC  a^:ag»=C  O^  —  C  a^:P  O  » 
(per  nat  Hyp.  vid.  Theor.  2.  de  Hyp.  p.  93. 
et  Cor.  1.  Lem.  3.  de  Conicisp.  90.)  sed  (per 
const. )  est  C  a  :  a  g  =  O  V  :  P  O,  sive  C  a  ^  : 
a  g  ="  =  O  V  »  :  P  O  *  cst  ergo  O  V  »  = 
C  O  2  —  C  a  ^  Rursus  (per  constr.)  est  O  V  ^ 
sive  O  Z  » =  C  O  »  —  C  Z  2  ergo  C  O  2 
_Ca2=  C02  —  CZ^etC  a  = 
C  Z  =  C  A,  ergo  erit  A  vertex 
hyperbolae. 

Si  detur  tangens,  producatur  illa 
usque  ad  utramque  asymptoton  ubi 
utrinque  terminetur,  ejus  medium  erit 
punctum  contactus,  sive  punctura 
ad  hyperbolam  pertinens,  cujus  ope 
axis  major  invenietur  ut  supra. 

347.  Datis  asymptotis  et  umbilico 
Vel  alterutro  axe,  facile  est  hyperbo- 
lam  describere.  Sunto  asymptoti  CG, 
C    D   concurrentes    in   C,    S  um-  -^ 


G  A,  invenitiu*  alter  scmiaxis  C  A,  scu  E  G 
rectae  C  E  normalis  in  E,  et  asymptoto  occur  ■ 
rens  in  G,  et  hinc  reperitur  lunbilicus, 

348.  Asymptotus  data,  ut  notum  est,  in  pro- 
blematum  solutione  aequivalet  tangenti  data;  cum 
puncto  contactus  ad  distantiam*  infinitam  posito, 
atque  adeo  recta  quaevis  ex  puncto  dato  ad  punc- 
tum  contactus  asymptoti  ducta  ipsi  asymptoto 
parallela  est  et  positione  data.  Hinc  facile  erit 
problematum  sectionis  IV.  constructiones  ad 
hyperbolam  transferre  ubi  asymptotus  alterutra 
cum  umbUico  data  est. 

Datis  umbilico  S,  axe  principali,  et  asymptoto 
C  G,  invenitur  axis  positio,  demittendo  ex  um- 
bilico  S  ad  asymptotum  perpendicularem  S  T, 
et  capiendo  T  C  aequalem  semiaxi  dato,  est 
enim  C  hyperbolaa  centrum,  C  S  axis  principalis 
positio,  T  S  semiaxis  miniis  principalis  (348). 

Datis  umbiUco  et  asymptoto  describitur  hy- 
perbola  specie  data,  per  constr.  Cas.  5.  Prop. 
XIX.  vtl  brevius,  observando  datam  esse  T  S 
semiazem  minus  principalem,  unde  ob  datam 
axium  rationem,  dabitur  centrum  et  axium  po- 
sitio  cura  altera  asjinptoto,  et  hyperbola  descri- 
bitur  (348). 


bilicus,  C  A,  C  E  semiaxes;  a  ex  umbilico 
S,  in  asymptotum  quae  est  tangens,  demittatur 
perpendiculura  S  T,  erit.C  T,  asqualis  semiaxi 
principali  C  A,  (339),  et  S  T  aequalis  semiaxi 
miniis  principali  C  E  seu  G  A,  ob  triangula 
C  A  G,  C  T  S,  similia  et  aequalia  propter  latus 
C  A  asquale  lateri  C  T.  Quare  dato  praeter 
asymptotos  semiaxe  principali  C  T  seu  C  A, 
datur  umbilicus  S,  et  contra.  Dato  praeter 
ssymptotos  semiaxe  minus    principali  C  E,  seu 

M 


Datis  asymptoto,  umbilico  et  tangente,  inveni- 
tur  umbilicus  alter  ac  proinde  axis  transversi  po- 
sitio  et  centrum.  Sit  enim  asymptotus  data  C  G, 
umbilicus  S,  tangens  B  D,  ex  umbilico  S,  ad 
asymptotum  et  tangentem,  demittantur  perpen- 
dicula  S  T,  S  t,  et  producantur  ad  Y  et  V  ut 
sint  T  Y  =  S  T,  t  V  =  S  t ;  per  punctum  Y, 
agatur  Y  H,  asymptoto  parallela,  et  juncta  Y  V, 
bisecetur  in  M,  perpendiculo  M  H  ;  perpendi- 
culi  hujus  et  rectae  Y  H  corranunis  intersectio  H, 
est  umbiUcus  alter,  recta  enira  H  Y,  asymptoto 
parallela  transit  per  punctum  contactus  asympto- 
ti,  adeoque  ob  T  Y  =  T  S,  transit  etiam  per 
umbilicura  H ;  Porro  rectae  Y  H,  V  H,  per 
umbilicura  H,  ductse  sunt  a^quales  axi  principali 
hyperbolae  per  Lem.  XV.,  et  ideo  aequales  inter 
se ;  quare  perpendiculura  H  M,  ex  umbilico 
H  in  rectam  Y  V  demissura   eam  in  M  bisecat. 

Datis  asymptoto  C  G,  puncto  P,  et  umbilico 
S,  invenitur  umbilicus  alter  H,  demisso  ad 
asymptotum  perpendiculo  S  T,  et  sumpta  T  Y 
=  S  T,  actaque  Y  H  asymptoto  parallela  jun- 
gatur  Y  P,  et  in  ea  capiatur  M  N  =  S  P,  et 
ita  locetur  ut  sit  Y  M  =  P  N,  hyperbola  um- 
bilicis  Y,  P,  et  axe  principali  M  N,  descripta, 
rcctam  Y  H  secabit  in  altero  umbiUco  H  quaesito. 
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Nara  P  S  scu  M  N  est  rectarum  H  Y,  H  P, 


Per  puncta  duo  data  C,  D,  age  reclam  in- 
finilam  C  D,  asymptoto  et  tangend 
cccurrentem  in  punctis  I,  L,  actam 
ita  scca  in  S,  ut  sit  I  S  ad  L  S,  ut 
est  media  proportionalis  intcr  C  I 
et  I  D  ad  mediam  proportjonalem 
inter  C  L  ct  L  D,  deinde  age  S  P 
asymptoto  G  I  parallelam,  haec  se- 
cabit  tangentem  G  L,  in  puncto 
contactus  P ;  nam  si  P  supponatur 
esce  punctum  contactus,  et  per  punc- 
tum  I  agatur  I  Y  tangenti  G  L 
parallcla  quae  occurrat  hyperbola: 
in  X  et  Y,  et  in  ea  sumatur  I  Z, 
media  proportionalis  inter  I  X  et 
lY  erit    (per  Prop.  a.  et  10.  Lib.2. 


differcntia,  quw  semper  SDqualis  est  ayi  princi- 
pali  H  Y. 


Aliter,  Huc  redit  problema,  datis  in  trian- 
gulo  H  Y  P  latere  P  Y,  angulo  Y,  et  laterura 
H  Y,  H  P  differentia  P  S,  invenire  latera.  Ex 
puncto  P,  in  H  Y,  demittatur  perpendicularis 
P  A,  capiatur  laterum  H  P,  H  Y,  differentia 
P  C  =  P  S,  et  sumatur  Y  H  ad  C  Y,  ut  est 
YSadSC^l2YA,  scribendo  —  2  Y  A,  si 
angulus  H  Y  P  est  obtusus,  et  -)-  2  Y  A,  si 
acutus,  et  delendo  ^^  Y  A,  si  fuerit  rectus, 
erit  H  punctum  quaesitum,  facilis  est  demons-ra. 
ob  angulum  rectura  A. 
Sectionis  Vse.  problemata,  ubi  asymptotus 
alterutra  data  est  ad  sequcntia  revocantur. 

349.  Data  asymptoto  C  G,  cum  tribus  punc- 
tis  A,  D,  B,  vel  b,  hyperbolam  describere.  Per 
punctuai  quodvis  A,  datum  et  alia  duo  D,  B, 
vel  b,  agantur  linese  infinitae  A  D,  A  B  vel 
A  b,  asymptoto  datae  occurrentes  in  L  et  G, 
vel  g;  tum  capiantur  F  D  =  A  L,  B  E 
=  G  A,  vel  b  e  =  g  A,  juncta  F  E,  aut 
F  e,  erit  asymptotus  altera  (per  Prop.  8*"". 
Lib.  2.  Conic.  Apoll.  per  Lem.  I.  de  Conic.  p. 
87.)  quare  (346.)  hyperbola  describitur,  cum 
facile  inveiiiri  possint  quinque  sectionis  puncta, 
per  angulos  mobiles  organice  potest  describi. 

350.  Datis  asymptoto  G  I,  tangente  G  L, 
punctisqueduobus  C,  D,  hyperbolam  describercj 
constructio  et  demonstratio  eaedem  fere  sunt  ac 
Problematis  (XVL). 
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Conic.  Apoll.)  I  X  X  I  Y  sive  I  Z  *=  P  G^, 
sit  enim  OO  punctum  contactus  hyperbolEe  et 
asymptou  erita0l2:00G2=IXXlY: 
P  G  2  (per  Cor.  2.  Lem.  III.  de  Conic.  p.  90.) 
sed  cum  CO  I  et  00  G  sint  lineae  infinitse  quan- 
titate  finita  G  I  differentes,  pro  aequalibus  hc- 
bentur,  ergo  etiam  I  X  X  I  Y  sive  I  Z  ^  = 
P  G  "^  atque  adeo  I  Z  =  P  G,  et  consequenter 
juncta  P  Z,  parallela  est  asymptoto  G  1 ;  recta 
Z  P  producta  secet  rectam  I  L,  in  puncto  aliquo 
S,  et  ob  similia  triangula  S  I  Z,  S  L  P,  erit 
IZ2:LP^=  I  S*:L  S2;  verum  (vid. 
Not.  ad  Probl.  XVI.  aut  Lem.  III.  de  Conic. 
p.  89.)  XIXIY^IZ^^^^LP^^CI 
X1D:CLXLD;  ergo  I  S  ^  :  L  S^  = 
CIXID:  CLXLD,  quare  si  recta  I  L  ita 
seceturinS,  utsitIS2:  LS^^CIXID: 
C  L  X  L  D,  et  agatur  S  P,  asymptoto  G  I  paral- 
lela,  erit  P  punctum  contactus.  Datis  autem  tri- 
bus  punctis  C,  P,  D,  hyperbola  describitur  (549). 


351.  Datis  asymptot»  O  L,  duabus  tangen- 
tibus  O  C,  R  D,  et  puncto  A,  hyperbolam 
describere  :  (solutio  facile  deducitur  ex  Proble- 
mate  XVII). 

Per  coneursum  O  asymptoti  O  L  cum  tan- 
gente  O  C,  et  concursum  R  tangentis  alterius 
R  D  cum  recta  R  A  quae  per  punctum  datum 
A  et  punctum  contactus  asj-mptoti  transit,  seu 
quae  est  asymptoto  parallela  ;  age  rectam  infini- 
tam  O  R,  eaque  adhibita  pro  radio  ordinato 
primo,  O  L  vero  pro  radio  ordinato  novo  usur- 
pata,  sumptisque  ordinatis  novis  asymptoto  pa- 
rallelis  (ad  majorem  constructionis  facilitatem), 
transmutetur  figura  per  Lem.  XXII.  infiguram 
novam,  nimiriun  linea  B  A  in  lineam  B  a, 
(330),  punctum  A  in  a,  linea  R  D  in  i  k  ipsi 
B  L  parallelam  (329)  O  Cinih,  OLinkL 
ipsi  i  h  parallelam  (327)  et  punctum  contactus 
asymptoti  infinite  distans  transferetur  in  L  ; 
Nam  punctum  contactiis  asymptoti  est  commu- 
nis  jntersectio  linearum  R  A,  O  L  infinitarum, 
et  ideo  transfertiu-  in  L  communem  intersectio- 
nem  rcctarum  k  L,  B  L  parallelogranimi  h  i 
k  L  ;  Tria  ergo  latera  h  i,  i  k,  k  L  tangunt  no- 
vam  sectionem  conicam  quae  transire  debet  per 
punctum  a,  dicantur  c  et  d  puncta  contactuum  li. 
nearaim  h  i,  ik,  sic  invenietur  punctumc,  sumatur 

Radix  quadrata  facti  h  L  X  h  a  et  addatur  lineae 
i  k,  illa  summa  erit  ad  duplum  lineae  h  i  ut  ea  ipsa 

Radix  quadrata  ad  portionem  h  c.     Hoc  est  i  k 


+  <V/hLXha:2hi  =  y'h  L  X  h  a: 
h  c.  Nam  (per  Cor.  2.  et  3.  Lem.  III,  de  Co- 
nic.  p.  90.)  est  dk^^kL^^di^^ic^^ 
hLXha:hc2  inde  estdk:kL=di:  ic 
=  \/hLXha:hc,  et  sumendo  summam 
Antec.  et  Conseq.  est  d  k  -J-  d  i  + 
>y/  h  L  X  h  a  :  k  L  -|-  i  c  -f-  h  c  sive  i  k  -J- 
V  h  L  X  hl  :  k  L  -f  h  i  (2  h  i)  = 
-V/h  LXha:  hc:  Invento  autem  puncta  c 
mvenitur  punctum  d,  si  quidem  est  d  i :  i  c  = 

.^/hLXh  a:h  c:  Construitur  autem  haec 
solutio  capiendo  h  f,  aequalem  mediae  propor- 
tionali  inter  L  h  et  a  h,  et  producta  L  k  ad  P, 
ut  sit  k  P  =  k  L,  agendo  per  f  et  P  rectam  f  P, 
illa  f  P  latera  h  i,  i  k  secabit  in  punctis  quaesitia 
c,  d ;  nam  ob  parallelas  c  h,  P  L  et  i  k,  f  L  est 
L  f  (i  k  -I-  v'  a  h  X  h  L)  :  L  P  (2  k  L  sive 
2ih)  =  hf(^ahXhL):hc,  ethc:hf 
=:  i  c  :  i  d ;  per  inversas 
operationes  Lem.  XXII. 
(331),  tiansferantur  punc- 
ta  c,  d,  in  figuram  primam, 
nimirum  in  C,  D,  et  data 
erunt  tria  hyperbolae  punc- 
ta  D,  C,  A,  cum  asymptoto 
O  L,  quare  describetur  hy- 
perbola  (549). 

352.  Data  asymptoto  O  a, 

(  Vid.  Fig.  jrrim.  jmg.  seq.y 

et  tribus   tangentibus  O  C, 

A  F,  A  H  hyperbolam  des- 

cribere,  solvitur  ut  Proble- 

ma   XVIII.    Ab  intersec- 

tione  communi  O  asymptoti 

O  a,  et  tangentis  O  C,  ad  intersectionem  com- 

munem  A  aliarum  tangentium  A  F,   A  H  aga- 

tur  recta  infinita    O  A,    et    eadem  pro  radio 

ordinato    primo   adhibita,   O  a  vero   asymptoti 

parte  pro  radio  ordinato  novo  sumpta,  transmu- 

tetur  figura  in  figuram  novam,  nimirijm  tangens 

O  C  et  asymptotus  in  parallelas  i  h,  k  1  punctum 

contactus  asymptoti  in  a,  et  duae  tangentes  A  F, 

A  H  in  parallelas  i  k,  h  1,  et  parallelogrammi 

h  1  k  i,  latera  singula  novam  sectionem  conicam 

tangunt,  et  quidem  latus  k  1,  in  a,  per  a,  et  pa- 

rallelogrammi  centrum  m,  agatur  a  q,  tangenti, 

i  h,  occurrens  in  q,  et  erit  q,  punctum  alterum 

quo  i  h,  novam  sectionem  tangit.     Per  Lem- 

matis  XXII.  operatioaera  inversam  transfera- 

tur  hoc  punctum  in  figuram  primam,  nempe  in 

C,  et  erit  C,  punctum  contactiis  tangentis  O  C, 

quare  datis  asymptoto  O  a,  duabus  tangentibus 

A  F,  A  H,  et  puncto  C,  describetur  hyperbola. 

(351). 

353.  Datis  asymptoto,  axium  ratione,  duo- 
bus  punctis  vel  puncto  et  tangente  aut  binis 
tangentibus,  hyperbolam  describere.  Sunto 
hyperbolse  asymptoti  C  E,  C  G,  centrum 
C,  vertex  principalis  A,  semiaxis  transver- 
sus  C  A,  semiaxis  conjugatus  A  E  ad  C  A, 
normalis ;  in  triangulo  rectangulo  C  A  E 
data  ratione  crurum  C  A,  A  E,  datur  angu- 
lus_E  C  A,  est  enim  C  A,  ad  E  A,  ut  sinus 
totus  ad  tangentem  anguli  E  C  A,  quare  data 
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specie  hyperbolK  seu  axium  ratlone  datur  asymp- 
totorum  angulus  E  C  B,  et  viceversa  dato 
asymptotorum  angulo  datur  specie  hyperbola; 
his  positis  problema  facile  solvitur. 

Cas.  1.  Data  sit  asymptotus  C  H,  cum  axium 
ratione  seu  asymptotorum  angulo  et  punctis 
duobus  D,  F,  per  puncta  illa  age  rectam  infini- 
tam  D  F,  asymptoto  dat£e  occurrentem  in  H, 
fac  F  G  =  H  D,  et  per  punctum  G,  age  rec- 
,tam  infinitam  G  C,  qujE  cum  asymptoto.C  H, 
cfficiat  angulum    H    C    G,  asqualem    angub 


asymptotomm  dato,  erit  C  G,  asymptotus  al- 
tera  (per  Prop.  8*'".  Lib.  2.  Conic.  Apoll.  sive 
Lemma  I.  de  Conic. )  quare  describetur  hyper- 
bola  (346). 

Cas.  2.  Data  sit  asymptotus  C  E,  cum  asymp- 
totorum  angulo,  puncto  D,  et  taugcntc  F  A ; 


per  punctum  D  datum  agantur  recta  B  D,  ad 
anguliun  D  B  E  datum,  seu  £equalem  asymp- 
totorum  angulo,  ct  D  E  tangenti  F  A  paraJlela, 
cai^dantur  B  S  aequalis  mediae  proportionali  inter 
B  E  et  A  E,  et  A  C  aequalis  2  S  E,  erit  C  hy- 
perbolae  centrum,  C  F  vero  rectae  B  D  parallela 
asymptotus  altera.  Nam  sit  T  punctum  con- 
tactus,    C    F  asymptotus  alteraj    ducta   T  L 


asyraptoto  F  C  parallela,  crit  F  T  =  T  A  (per 
Prop.  3="".  Lib.  2.  Conic.  Apoll.  sup.  Theor.  L 
de  Hyp.  p.  95.)  ac  proind^  L  A  =  C  L :  Est 
autem  ex  natura  hyperbolae  inter  asymptotos 
CLXLT,  hocest  ALxLT=CBX 
B  D,  adeoque  BD«LT=AL:CB. 
(2  A  L  4*  A  B)  et  ob  triangula  similia  A  L  T, 
EBD,  BD:LT=BE:  AL;erg6 
BE:AL=AL:2AL  +  AB,  sed(per 
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Postquam  trajectoria  descripta  est,  invenire  licet  axes  et  umbilicos  ejus 
hac  methodo.     In  constructione  et  figura  Lemmatis  XXI.  fac  ut  angulo- 


rum  mobilium  P  B  N,  P  C  N  crura  B  P,   C  P,  quorum  concursu  tra- 
jectoria  describebatur,  sint  sibi  invicem  parallela,   eumque  servantia  situm 


constr.)  BE:BS=BS:BE-J-AB,  et 
compositeBE:  BS=SE:SE+  AB.etBE: 
SE=SE:  2SE+AB.  est  igitur 
AL=SE,  et2ALseuAC=2SE. 
Cas.  3.  Data  sit  asymptotus  G  I,  cum 
asymptotonim  angulo  et  duabus  tangenti- 
bus  F  I,  G  Q  se  mutuo  intersecantibus  in 
L  et  asymptotum  in  G  et  I ;  ex  puncto  L 
agatur  ad  asymptotum  G  I  recta  L  H,  in 
angulo  asymptotOEum  dato  L  H  G,  produ- 
catur  G  L  ad  N,  ut  sit  L  N  ad  H  I,  ut  est 
G  L  ad  G  H,  capianturque  G  K  ajqualis 
mediae  proportionali  inter  G  L,  et  L  N,  et 
L  P  aequalis  i  L  K,  erit  P  punctum  con- 
tactiis  tangentis  G  Q..  Nam  si  supponamus 
P,  D  esse  puncta  contactuum,  et  C  Q 
asymptotum  alteram  tangenti  G  Q  occur- 
rentem  in  Q  et  alteri  asymptoto  in  C,  et 
ex  punctis  D,  P  ductae  intelligantur  rectie 
D  M,  P  R  et  P  S,  asymptotis  C  I  et  C  Q 
parallelx  ac  D  M,  P  R  asymptoto  C  I  oc- 
currant  in  IM,  R,  P  S  vero  tangenti  F  I  in 
S,  erit  CR=RG,  etCM  =  MI;  ct 
obsimilia  triangula  G  L  I,  P  L  S,  G  L  : 
L  P  =  L  I  :  L  S,  adeoque  componendo 
G  P  :  L  P  =  I  S  :  L  S,  sed  (323.)  I  S  : 
L  S  =  D  I  :  L  D ;  quare  G  P  :  L  P  = 
D  I  :  L  D,  ac  proinde  G  P  +  L  P  :  G  P 
=  L  1  :  D  L  Porro  in  triangulis  simi- 
libus  ILH,  IDM,  LI»:HIXLH 
=  D  I  *  :  D  M  X  M  I,  et  in  triangulis 
similibus  GLH,  GRP,  GHXLH: 
GL»=GRXRP:GP^=DM 
XMI:  GP2,  obMIXDM=CM 
X  D  M  =CRXRP=GRxRPex 
natura    hyperbolae  inter  asymptotos,  quare  per 


compositionepi  •ationum  LI^XGHXLH: 
GL2XmXLH=DI^:GiP»  =  H« 


XGH:GL*XHL  Verum (per constmct) 
GH:HI  =  GL^:GLXLN,etGK^=GL 
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revolvantur  circa  polos  suos  B,  C  in  figura  illa.  Interea  vero  describant  al- 
tera  angulorum  illorum  crura  C  N,  B  N,  concursu  suo  K  vel  k,  circulum 


B  G  K  C.  Sit  circuli  hujus  centrum  O.  Ab  hoc  centro  ad  reguJam 
M  N,  ad  quam  altera  illa  crura  C  N,  B  N  interea  concurrebant,  dum 
trajectoria  describebatur,  demitte  normalem  O  H  circulo  occurrentem  in 
K  et  L.  Et  ubi  crura  illa  altera  C  K,  B  K  concurrunt  ad  punctum  illud 
K  quod  regulae  propius  est,  crura  prima  C  P,  B  P  parallela  erunt  axi 
majori,  et  perpendicularia  minori ;  et  contrarium  eveniet,  si  crura  eadem 
concurrunt  ad  punctum  remotius  L.  Unde  si  detur  trajectoriae  centrum, 
dabuntur  axes.    (^)  Hisce  autem  datis,  umbilici  sunt  in  promptu. 

(^)  Axium  vero  quadrata  sunt  ad  invicem  ut  K  H  ad  L  H,  et  inde 
facile  est  trajectoriam  (^)  specie  datam  per  data  quatuor  puncta  descri- 
bere.  Nam  si  duo  ex  punctis  datis  constituantur  poli  C,  B,  tertium  da- 
bit  angulos  mobiles,  P  C  K,  P  B  K ;  his  autem  datis  describi  potest  cir- 
culus  B  G  K  C.  Tum  ob  datam  specie  trajectoriam,  dabitur  ratio  O  H 
ad  O  K,  ideoque  ipsa  O  H.  Centro  O  et  intervallo  O  H  describe  alium 
circulum,  et  recta,  quae  tangit  hunc  circulum,  et  transit  per  concursura 
crurum  0  K,  B  K,  ubi  crura  prima  C  P,  B  P  concurrunt  ad  quartum 

Q,  C  altera  asymptotus,  et  hyperbola  describe- 
tur  (346). 

(«)  ♦  Vid.  not.  314. 

(^)  *  Vid.  iiot.  315. 

(f)  Sit  describenda  trajectorla  specie  data 
per  puncta  quatuor  C,  B,  P,  Q,  duo  puncta 
C,  B  constituantur  poli  et  junctis  C  P,  B  P 
erunt  P  C  B,  P  B  C  anguli  mobiles,  fac  ut  an- 
gulorutn  illorum  crura  B  P,  C  P  sint  sibi  invi- 
cem  parallela,  nemp^  in  positione  quavis  B  p, 
C  p,  et  crura  alia  B  C,  C  B  se  mutuo  inter- 
secent  in  F ;  et  ccntro  O  describe  circulum  per 


X  L  N,  ac  proinde  GH:  H  1  =  0^=^: 
G  K  ^ ;  unde  DI*:  GP»=LI^X 
GL*:GL^  X  GK*  =  LI^:GK^, 
et  D  I  :  G  P  =  L  I  :  G  K,  atque  adeo 
L  I  :  D  I  =  G  K  :  G  P ;  sed  supra  in- 
venimus  GP-fLP:GP=L  I:D  I, 
ergo  GK:  GP=GP  +  LP:  GP,  atque 
ita  G  K  =  G  P  +  L  P,  seu  G  L  +  L  K  = 
G  L  +  2  L  P,  ac  proind^  L  K  =  2  L  P,  ct 
L  P  =:\  L  K  ;  invento  autem  puncto  contac- 
tfis  P,  si  capiatur  P  Q,  =  P  G,  et  per  pune- 
tum  Q,  agatur  Q  C,  ipsi   L  H  paroJlcla,   erit 
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datum  piinctuin,  erit  regula  illa  M  N  cujus  ope  trajectoria  describetur.  (e) 
Unde  etiam  vicissim  trapezium  specie  datum  (si  casus  quidam  impossibiles 
excipiantur)  in  data  quavis  sectione  conica  inscribi  potest. 

Sunt  et  alia  lemmata  quorum  ope  trajectoriae  specie  datae,  datis  pimc- 
tis  et  tangentibus,  describi  possunt.    {^)  Ejus  generis  est  quod,  si  recta 


tria  puncta  C,  F,  B  transe- 
untem  cujusque  proind^ 
segmentum  C  F  B  capit 
angulum  C  F  B,  centro  O 
radio  O  H  describatur  cir- 
culus,  (punctum  vero  H, 
ita  d.eterminetur  in  Diame. 
tro  k  L  ut  sit  K  H  ad  L  H 
ut  sunt  ad  invicem  quadra- 
ta  axium  trajectoriae).  Tum 
crurura  B  P,  C  P  concur. 
sus  adducatur  ad  punctum 
Q  et  interea  notetur  punc- 
tum  R  ubi  concurrunt  alia 
crura  C  A,  B  D,  et  ex 
puncto  R  agatur  recta 
11 M  N  tangens  circuluni  ra- 
dio  O  H  descriptum,  eril 
NMregula  cvjus  ope  trajec- 
toria  describetur  (314J. 

Si  describenda  foret  para- 
Dola,  ducendae^t  ex  punc- 
to  K  recta  R  N,  circulura 
C  K  B  tangens ;  nam  in 
parabola  punctum  H,  coin- 
cidit  cum  puncto  K  (313). 

Quoniam  aiitem  ex  punc- 
to  R,  du«E  tangentcs  ut  R  N 
duci  possunt,  patet  duas  tra- 
jectorias  specie  datas  per  da- 
ta  qualuor  puncta  posse  des- 
cribL 

(*)  *  Nam  si  des- 
cribatur  trapezium 
quodvis  specie  da- 
tum,  et  huic  cir- 
cumscribatur  sec- 
lio  conica  datae  si- 
milis  Methodo  in 
nota  proecedente 
expositA,  deinde  in 
sectione  conica  da- 
ta  quatuor  agantur  ^\ 
lineae  ineasimiUter  '«- 
positae  ac  quatuor 
trapezii  latera  in 
sectione      trapezio  -j^ 

circumscripta,   ha-  11 

bebitur   trapezium    specie  datum    in 
tione  conica  inscriptum 


datA 


G  H  per  punctum  P  ducta,  bifariam  divisa  est 
in  puncto  K  ubi  circulo  P  K  C  occurrit ;  Nam 
(")  •  Hoc    Lemma   facile    demonstratiir   in    junct^   K  C,  erit  angulus   C   K    P   rectus   ac 
circulo.     Intra   vel    extra  circulum   A  F  D  E     proinde  chorda  H  G  bisecta  in  K. 
datum  sit  punctum  P  per  quod  et  per  centrum  •     Idem    Lemma   pari    facilitate    in   Cicto- 

drculi  C  agatur  P  D  ;  tum  diametro  P  C  de*-     ris   sectionibus    conicis   demonstratur.      Datum 
cribatur    circiilns  P  K  C  P,     cborda   qualibet     sit  punctura    P,    per   hoc    et   per  centrum   C 
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linea  per  punctuni  quodvis  posilione  datiun  ducatur,  quoe  datam  coni  sec- 
tionem  in  punctis  duobus  intersecet,  et  intersectionum  intervallum  bise- 
cetur,  punctum  bisectionis  tanget  aliam  coni  sectionem  ejusdem  speciei 
cum  priore,  atque  axes  habentem  prioris  axibus  parallelos.  Sed  propero 
ad  magis  utilia. 

LEMMA  XXVI. 

Trianguli  specie  et  magniiudine  dati  tres  angulos  ad  rectas  totidem  positione 
datas,  qiuB  non  sunt  omnes  parallelce,  singulos  ad  singulas  ponere. 

Dantur  positione  tres  rectae  infinitae  A  B,  A  C,  B  C,  et  oportet  trian- 
gulum  D  E  F  ita  locare,  ut  angulus  ejus  D  lineam  A  B,  angulus  E  li- 
neam  A  C,  et  angulus  F  lineam  B  C  tangat.  Super  D  E,  D  F  et  E  F, 
describe  tria  circulorum  segmenta  D  R  E,  D  G  F,  E  M  F,  quse  capiant  an- 


sectionis  conicae  A  F  D  E  agatur  diameter 
A  D,  tum  diametro  P  C,  quae  similis  sit  dia- 
metro  A  D,  describatur  alia  sectio  conica  P  M 
K   C,  ejusdem  speciei  cum  data,   et  diameter 


in  L  et  sectioni  in  M,  erunt  S  M,  N  C  dia- 
metri  similes,  et  earum  ordinatas  parallelae,  sed 
quia  m  triangulis  similibus  P  S  L,  P  C  K  est 
P  S  =  S  C  erit  quoque  P  L  =  L  K,  ac 
proinde  PL  K  eritordinata  ad  diametrum  SM, 
adeoque  G  K  H  erit  ordinata  ad  diametrum 
14  C ;  quare  G  K  =  K  H  ergo  punctum  bitec- 
tionis  Ktangel  curvam  jmori  dmilemetaxeshaben- 
tem  prioris  axibus  2>arallelos.  Eadem  est  demon- 
stratio,  si  punctum  P  extra  sectionem  sumatur. 

a354.  Adjungemus  aliud  Lemma  maxime 
universale.  Si  ex  puncto  quovis  P  dato  ducatur 
recta  P  B,  curvae  cuilibet  A  B  C  occurrens  in 


conjugata  ipsius  P  C,  similis  erit  et  paralleld 
diametro  R  Q,  conjugatae  ipsius  A  D,  et  quia 
in  duabus  figuris  similibus,  si  duo  latera  homo- 
loga  paralltla  sint,  caetera  omnia  latera  similia 
sunt  edam  parallela,  ambarum  sectionum  coni- 
carum  similes  diametri  omnes,  ade6que  et  axe» 
paralleli  erunt ;  agatur  nunc  pcr  punctum  datum 
P,  chorda  qua;vis  G  P  H,  sectioni  P  M  C  occur- 
rens  in  K,  dico  esse  KH  =  KG.  Nam  jungatur 
C  K,  et  producatur  donec  traiectoria;  A  H  t)  oc- 
currat  in  N,  et  per  centrum  S  trajectorije  P  K  C, 
agatur  S  M  paralleia  C  K,  chorda:  PK  occurrcns 


B,  et  recta  illa  P  B  ita  dividatur  in  b,  ut  sit 
semper  P  b  ad  P  B  in  ratione  dat3,  punctum 
b,  tanget  curvam  a  b  c  ejusdem  speciei  et  ordi- 
nis  cum  curva  A  B  C,  atque  lincas  habentem 
similibus  curva^  A  B  C  Uneis  parallclas. 
Nam  si  fuerit  A  B  C  polygonum  rectilineum 
cujus  latus  unum  B  C,  cum  sit  (per  hyp.)  P  b : 
P  B  =  P  c  :  P  C,  similia  erunt  triangula 
P  B  C,  P  b  c,  et  latera  B  C,  b  c,  parallela  et  in 
data  ratione  P  B,  ad  P  b,  ac  proinde  totum 
polygonum  A  B  C  simile  polygono  a  b  c,  et 
eorum  latera  homologa  parallcla  erunt.  Late- 
rum  polygoni  A  B  C  niuncrus  augeatur  in  in- 
finitum  et  ipsorum  longitudo  in  infinitum  mi- 
nuatur  et  duo  polygona  A  B  C,  a  b  c  mutabim- 
tur  in  curvas  simue«  in  quibus  latera  homologa 
sunt  parallela. 
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gulos  angulis  B  AC, 

A  B  C,  A  C  B 

aequales      respec- 

tive.      Describan- 

tur  autem  haec  seg- 

menta  ad  eas  par- 

tes  linearum  D  E, 

D   F,    E   F,    ut 

literse  D  R  E  D 

eodem  ordine  cum 

literis  B  A  C   B, 

literae  D  G  F  D 

eodem  cum  literis 

A  B  C  A,  et  lite- 

rae  E  M  F  E  eo- 

dem  cum  literis  A 

C  B  A  in  orbem 

redeant ;      deinde 

compleantur    haec 

segmenta  in  circu- 

los  integros.     Se- 

cent    circuli    duo 

priores    se  mutuo 

in  G,  sintque  cen- 

tra  eorum  P  et  Q. 

Junctis  G  P,  P  Q, 

cape  G  a  ad  A  B 

utestGPadPQ, 

et  centro  G,  inter- 

vallo    G    a    des- 

cribe  circulum,  qui 

secet  circulum  primum  D  G  E  in  a.  '  Jungatur  tum  a  D  secans  crrculun 

secundum  D  F  G  in  b,  tum  a  E  secans  circulum  tertium  E  M  F  in  c. 

Et  jam  Mcet  figuram  A  B  C  d  e  f  constituere  similem  et  aequalem  figurae 

a  b  c  D  E  F.     Quo  facto  perficitur  problema. 

Agatur  enim  F  c  ipsi  a  D  occm-rens  in  n,  et  jungantur  a  G>  b  G,  Q  G, 
Q  D,  P  D.  Ex  constructione  est  angulus  E  a  D  aequalis  angulo  C  A  B, 
et  (*)  angulus  a  c  F  aequalis  angulo  A  C  B,  ideoque  triangulum  a  n  c  tri- 

(')  •  Angulus  a  c  F  eequalis  anmdo  Jl  C  B,  anguli  in  segmento  E  M  F  complemenUnn  ad 
nam  angulus  F  c  E  est  anguli  a  c  F  atque  etiam     duos  rectos,  quare  angulus  a  c  F,  est  sequalis 


im 
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anffulo     A     B   C 

o 
aequiangulum.  Er- 

go  angulus   a  n  c 

seu  F  n  D  angulo 

A    B   C,    ideoque 

angulo    F     b     D 

aequalis      est ;     et 

propterea      punc- 

tum   n    incidit   in 

punctum  b,    Por- 

ro  angulus  G  P  Q, 

(^)  qui  diraidius  est 

anguli  ad  centrum 

G   P  D,    aequalis 

est  angulo  ad  cir- 

cumferentiam  G  a 

D ;  et  angulus   G 

Q  P,-  qui  dimidius 

est  anguli  ad  cen- 

trum    G     Q     D, 

aequalis    est    com- 

plemento  ad  duos 

rectos    anguli    ad 

circumferentiam  G    ^.  , 

b   D,  ideoque   ae-        N 

qualis  angulo  Gb   1 

a ;    suntque    ideo    \ 

triangula  G  P   Q,     \ 

G  a  b  similia  ;    et       ^ 

G  a  est  ad  a  b  ut 


angulo  quem  capitsegmentum  E 
M  F,  hic  autem  angulus  aequalis 
est  angulo  ACB  (per  constr.) 

(k)  ■»  Angulus  G  P  Q,  di- 
midius  est  anguli  ad  centrum 
G  P  D,  recta  enim  P  Q,  quae 
circulorum  D  It  G  D,  D  G 
F  D  centra  jungit,  perpendi- 
cularis  est  ad  rectam  G  D,  quae 
puncta  intersectionum  circulo- 
rum  jungeret  adeoque  angulum 
G  P  D  bisecat. 

355.  Si  trium  rectarum  G  C, 
A  B,  C  B  positionc  datarum 


d 
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G  P  ad  P  Q ;  id  est  (ex  constructione)  ut  G  a  ad  A  B.  ^^quantur  ita- 
cjue  a  b  et  A  B ;  et  propterea  triangula  a  b  c,  A  B  C,  quae  modo  similia 
esse  probavimus,  sunt  etiam  aequalia.  Unde  cum  tangant  insuper  trianguli 
D  E  F  anguli  D,  E,  F  trianguli  a  b  c  latera  a  b,  a  c,  b  c  respective,  com- 
pleri  potest  figura  A  B  C  d  e  f  figurae  a  b  c  D  E  F  similis  et  aequalis, 
atque  eam  complendo  solvetur  problema.     Q.  e.  f. 

Co7-ol.  Hinc  recta  duci  potest  cujus  partes  longitudine  dutae  rectis  tribus 
positione  datis  interjacebunt.  Concipe  triangulum  D  E  F,  puncto  D  ad 
latus  E  F  accedente,  et  lateribus  D  E,  D  F  in  directum  positis,  mutari 
in  lineam  rectam,  cujus  pars  data  D  E  rectis  positione  datis  A  B,  A  C,  et 
pars  data  D  F  rectis  positione  datis  A  B,  A  C,  interponi  debet ;  et  appli- 
cando  conslructionem  praecedentem  ad  hunc  casum  solvetur  problema. 


PROPOSITIO  XXVIII.     PROBLEMA  XX. 

Trajectoriam  specie  et  magnitudine  datam  describerc,  cujus  partes  datdt  rectis 
tribus  positione  datis  interjacebunt. 

Describenda  sit  trajectoria,  quae  sit  similis  et  aequalis  lineac  ourvae 
D  E  F,  quaeque  a  rectis  tribus  A  B,  A  C,  B  C  positione  datis,  in  partes 
datis  hujus  partibus  D  E  et  E  F  simiies  et  aequales  secabitur. 


--(f 


Age  rectas  D  E,  E  F,  D  F,  et  trianguli  hujus    D  E  F  pone  angulos 
D,  E,  F  ad  rectas  illas  positione  datas  (per  Lem.  XXVI.)   (^)  dein   circa 


duse  G  C,  A  B  sint  parallelic  et  opcrteat  trian- 
gulum  datum  D  E  F  ita  locare  ut  angulus 
ejus  D  lineam  A  B,  angulus 
E  lineam  G  C,  et  angulus  F 
lincam  B  C  tangat,  centro 
quovis  E  in  linea  G  C,  ad  ar- 
Ditjium  sumpto  et  radio  %  S, 
aH)uali  E  D,  describatur  cir- 
culus  recta;  A  B,  occurrens 
in  S  ;  super  basi  i  2  construa- 
tur  triangulum  t  S  ip  siraile  ft  „ 
a^^uale  triangulo  dato  E  D  F,  -C 
et  ex  angulo  illius  <p  agatur  <p  »  recta  B  C  pa- 
VoL.  I. 


rallela  sccans  G  C  in  x,  et  A  B  in  b,  et  complca- 
tur  figura  C  B  f  d  e  similis  et  jE<]ualJs  figuras »  b 
^  5  s,  patet  factum.  Si  recta  E  D  minor  sit  paral- 
iclarum  G  C,  A  B  distantia,  probleraa  impcssi- 
bile  est ;  si  major  fuerit  circulus  radio  {  5,  de- 
scriptus,  rectam  A  B  in  duobus  punctis  secabit, 
et  duae  erunt  rect»  i  S  positiones. 

(')  *  Si  cnim  data  sit  curva  D  E  F,  trian. 
gulo  dato  E  F  D  circumscripta,  dabitur  diame- 
trorum  et  axium  ejusdem  curvse  positio  ad  tri- 
anguli  E  F  D  latera,  'et  hinc  habebitur  posiiio 
diametrorum  et  axium  curvaj  similis  et  a;quali9 
circa  triangulum  e  f  d  describendap. 


N 
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triangulum  describe  trajectoriam   curvae  D  E  F   simileiii   et  seoualem 
Q.  e.  f. 


LEMMA   XXVIL 

Trapezium  specie  datum  describere^  cujus  anguli  ad  rectas  quatuar  positioue 
datas,  quce  ntque  omnes  parallelce  sunty  neque  ad  commune  punctum  con- 
verguntf   singidi  ad  singtdas  consisteht. 

Dentur  positiorie  rectse  quatuor  A  B  C,  A  D,  B  D,  C  E ;  quarum  prima 
secet  secuudam  in  A,  tcrtiam  in  B,  et  quartam  in  C  :  et  descriliendum 
sit  trapezium  f  g  h  i,  quod  sit  trapezio  F  G  H  I  simile  ;  et  cujus  ano-ulus 
f,  angulo  dato  F  sequalis,  tangat  rectam  A  B  C  ;  caeterique  anguli  g,  h,  i. 


caeteris  angulis  datis  G,  H,  1  aequales,  tangant  caeteras  lineas  A.  D,  B  D, 
C  E  respective.  Jungatur  F  H  et  super  F  G,  F  H,  F  I  describantur 
totidem  circulorum  segmenta  F  S  G,  F  T  LI,  F  V  I ;  quorum  primum 
F  S  G  capiat  angulum  aequalem  angulo  B  A  D,  secundum  F  T  H  capiat 
angulum  aequalem  angulo  C  B  D,  ac  tertium  F  V  I  capiat  angulum 
sequalem  angulo  A  C  E.  Describi  autem  debent  segmenta  ad  eas  partes 
linearum  F  G,  F.H,  F  I,  utliterarum  F  S  G  F  idem  sit  ordo  circuluris 
qui  literarum  B  A  D  B,  utque  literae  F  T  H  F  eodem  ordine  cum 
literis  C  B  D  C,   et  literae  F  V  I  F  eodem   cum   literis  A  C   E   A 
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in  orbera  redeant.  Compleantur  segmenta  in  circulos  integros  ;  sit- 
que  P  centrum  circuli  primi  F  S  G,  et  Q  centrum  secundi  F  T  H. 
Juno-atur  et  utrinque  producatur  P  Q,  et  in  ea  capiatur  Q  R  in  ea  ra- 
tione  ad  P  Q  quam  habet  B  C  ad  A  B.  Capiatur  autem  Q  R  ad  eas 
partes  puncti  Q  ut  literarum  P,  Q,  R  idem  sit  ordo  atque  literarum  A, 
B,  C  :  centroque  R  et  intervallo  R  F  describatur  circulus  quartus  F  N  c 
secans  circulum  tertium  F  V I  in  c.  Jungatur  F  c  secans  circulum  pri- 
mum  in  a,  et  secundum  in  b.  Agantur  a  G,  b  H,  c  I,  et  figurae  a  b  c 
F  G  H  I  similis  constitui  potest  figura  A  B  C  f  g  h  i.  Quo  facto  erit 
trapezium  f  g  h  i  illud  ipsum,  quod  constituere  oportebat. 

Secent  enim  circuli  duo  primi  F  S  G,  F  T  H  se  mutuo  in  K.  Jun- 
gantur  P  K,  Q  K,  R  K,  a  K,  b  K,  c  K,  et  producatur  Q  P  ad  L. 
Anguli  ad  circumferentias  F  aK,  FbK,  FcK  sunt  semisses  angu- 
lorum  FPK,  FQK,  FRKad  centra,  ideoque  angulorum  illo- 
rum  dimidiis  L  P  K,  L  Q  K,  L  R  K    aequales.      ("*)  Est  ergo  figura 

(")  •  Est  enim  angulus  K  a  b  =  K  P  R,  F,  I,  H,  G  aequales,  rectas  A  D,  B  K,  C  L, 
aijCTulus  Kba=KQP,  ac  proinde  trian-  A  C,  tangant,  per  punctum  quodvis  i,  recta;  B  K 
gulum  a  K  b,  simile  triangulo  P  Q,  K,  et  si-  agatur  S  i  R,  parallelis  A  D,  B  K,  C  L  nor- 
militer  patet  triangulum  b  K  c,  esse  simile  tri-  malis,  iisque  occurrens  in  S,  et  R,  producatur 
anwulo  Q,  K  R,  adeoque  totam  figuram  a  b  c  K,  H  I,  ad  O,  ut  sit  H  I  ad  I  O  ut  est  R  i  ad  i  S 
Bimilem  esse  figura:  P  Q,  R  K.  jungantmquc   F   O  ;  tum   ex   puncto  i,  agatur 

i  f,  paralleiam  A  D  secans  in  f,  ita  ut  sit  angu- 
lus  f  i  B  seu  i  f  D,  ^equalis  angulo  I  F  O,  et 
super  latere  f  i,  simili  F  I  construatur  trapezium 
f  i  h  g  simile  trapezio  F  1  H  G,  ac  per  angulum 
g  agatur  recta  P  Q  ipsi  A  C  parallela,  et  tan- 
dem  super  recia  A  C,  construatur  figura  similis 
figurae  P  Q  h  i  f  g.      Dico  factum. 

Demonstrandum  est  angulum  h  esse  in  pa- 
rallela  C  L  ;  si  punctum  h,  non  est  in  linea 
C  L  producatur  i  h  donec  rectae  C  L  occur- 
rant  in  t,  et  producatur  t  i,  donec  occurrat 
rectae  A  D  in  o  et  erit  HI:I  0  =  hi:io 
=  R  i :  i  S,  ob  figuras  o  i  f  h,  O  I  F  H,  (per 
consir.)  similes;  sed  ob  simih'a  triangula  t  i  R^ 
o  i  S,  t  i  :  i  o  =R  i  :  i  S,  ergo  h  i  :  i  o  =  t  i : 
i  o,  atque  adeo  h  i  =  t  i ;  quare  punctum  U 
cum  h,  coincidit. 

oN 


•  Si  ex  quatuor  rectis  positione  datis  duae  vel 
tres  fuerint  parallelas  manet  eadem  constioictio. 
Potest  tamen  haec  alia  adhiberi  quae  etiam  valet, 
ubi  quatuor  sunt  parallela;.  Datae  sint  tres 
parallela;  A  D,  B  K,  C  L  quas  quarta  A  C  in 
A,  B,  C  secat  et  oporteat  describere  trapeziura 
simile  trapezio  F  I  H  G  et  cujus  anguli  angulij 
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P  Q.R  K  figurae  a  b  c  K  aequiangula  et  similis,  et  propterea  a  b  est  ad  b  c  ut 
P  Q  ad  Q  R,  id  est,  ut  A  B  ad  B  C.  Angulis  insuper  F  a  G,  F  b  H, 
F  c  I  aequantur  fAg,  fBh,  fCi  per  constructionem.  Ergo  figurne 
a  b  c  F  G  H  I  figura  similis  A  B  C  f  g  h  i  compleri  potest.  Quo  facto  tra- 
pezium  f  g  h  i  constituetur  simile  trapezio  F  G  H  I,  et  angulis  suis  f,  g, 
h,  i  tanget  rectas  A  B  C,  A  D,  B  D,  C  E.     Q.  e.  f. 

Corol.  Hinc  recta  duci  potest  cujus  partes,  rectis  quatuor  positione  da- 
tis  dato  ordine  interjectae,  datam  habebunt  proportionem  ad  inviceui. 
Augeantur  anguli  F  G  H,  G  H  I  usque  eo,  ut  rectae,  F  G,  G  H,  H  1 
in  directum  jaceant,  et  in  hoc  casu  construendo  problema  ducetur  recta 
f  g  li  i,  cujus  partes  f  g,  g  h,  h  i,  rectis  quatuor  positione  datis  A  B  et 
A  D,  A  D  et  B  D,  B  D  et  C  E  interjectae,  erunt  ad  invicem  ut  lineje 
F  G,  G  H,  H  I,  eundemque  servabunt  ordinem  inter  se.  Idem  vero  sic 
iit  expeditius. 

Producantur  A  B  ad  K,  et  B  D  ad  L,  ut  sit  B  K  ad  A  B  ut  H  I  ad 
G  H ;  et  D  L  ad  B  D  ut  G  I  ad  F  G ;  et  jungatur  K  L  occurrens  rectae 
C  E  in  i.  Producatur  i  L  ad  M,  ut  sit  L  M  ad  i  L  ut  G  H  ad  H  I,  et 
y^^atur  tum  M  Q  ipsi  L  B  parallela,  rectaeque  A  D  occurrens  in  g,  tum 
g  i  secans  A  B,  B  D  in  f,  h.     Dico  factum. 

Secet  enim  M  g  rectam  A  B  in  Q,  et  A  D  rectam  K  L  in  S,  et 
agatur  A  P  quae  sit  ipsi  B  D  parallela  et  occurrat  i  L  in  P,  et  erunt  g  M 
ad  L  h  (g  i  ad  h  i,  (")  M  i  ad  L  i,  G  I  ad  H  I,  A  K  ad  B  K)  et  A  P 
ad  B  L  in  eadem  ratione.  Secetur  D  L  in  R  ut  sit  D  L  ad  R  L  in  ea- 
dem  illa  ratione,  et  ob  proportionales  g  S  ad  g  M,  A  S  ad  A  P,  et  D  S 
ad  D  L ;  erit,  (°)  ex  asquo,  ut  g  S  ad  L  h  ita  A  S  ad  B  L  et  D  S  ad  R  L ; 
et  mixtim,  BL— RLadLh  —  BLutAS  —  DSadgS  —  AS.  Id 
est  B  R  ad  B  h  ut  AD  ad  A  g,  ideoque  ut  B  D  ad  g  Q.  Et  vicissim  B  R 
ad  B  D  ut  B  h  ad  g  Q,  seu  f  h  ad  f  g.  Sed  ex  constructione  hnea 
B  L  eadem  ratione  secta  fuit  in  D  et  R  atque  hnea  F  I  in  G  et  H  : 
ideoque  est  B  R  ad  B  D  ut  F  H  ad  F  G.  Ergo  f  h  est  ad  f  g  ut 
F  H  ad  F  G.  Cum  igitur  sit  etiam  g  i  ad  h  i  ut  M  i  ad  L  i,  id  est, 
ut  G  I  ad  H  I,  patet  lineas  F  I,  f  i  in  g  et  h,  G  et  H  similiter  sectas  esse. 
Q.e.f. 


(")  *  Nam  (per  constr.)  L  M  :  i  L  =  G  H  :  patet  esse  g  S:Lh  =  AS:B  L=D  S: 

H  I  =  A  B  :  B  K,  ac  proinde  componendo  11  L,  et  consequenter  g  S  —  A   S:Lh 

consequentes  cum  antecedentibus  Mi:  Li=  BL=AS  —  DS:  B  L  —  RL=gS:  Lh; 

GI:HI=AK:BK=A   P:BL   ob  unde  inveitendo  permutando  et  alternando  B  L 

paniUelas.  —  RL:Lh  —  BL=AS  —  DS;gS 

C)  •  Quoniam  enim  —  AS   id   estB   R:Bh  =  ADAg  = 

gM:Lh=AP:BL  =  DL:RL  BD:gQ,    ob    similia  triangula  A   D  B 

et  gS:gM  =  AS:  AP=  DS:  DL  A  g  Q. 
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In  constructione  co- 
rollarii  liujus  postquara 
ducitur  L  K  secans  C  E 
in  i,  producere  licet  i  E 
ad  V,  ut  sit  E  V  ad  E  i 
ut  F  H  ad  H  I,  (?)  et 
agere  Vf  parallelam  ipsi 
B  D.  (1)  Eodem  recidit 
si  centro  i,  intervallo  IH, 
describatur  circulus  se-  M-»"'- 
cans  B  D  in  X,  et  pro- 

ducatur  i  X  ad  Y,  ut  Y 

sit  i  Y,  asqualis  I  F,  et  agatur  Y  f  ipsi  B  D  parallela. 

Problematis  hujus  solutiones  alias  Wrennus  et  Wallisius  olim  excogi- 
tarunt. 


P..-:::"- 


PROPOSITIO  XXIX.  PROBLEMA  XXL 

Trajectoriam  specie  datam  describere,   qtue  a  rectis  qualmr  jpositione  datis 
in  partes  secabitur,  ordine,  spfcie  et  proportione  datas. 

Describenda  sit  trajectoria,  quae  similis  sit  lineee  curvae  F  G  H  I,   et 
cujus  partes,  illius  partibus  F  G,  G  H,  H  I  similes  et  proportionales, 


rectis  A  B  et  A  D,  A  D  et  B  D,  B  D  et  C  E  positioYie  datis,  prima  pri- 
mis,  secunda  secundis,  tertia  tertiis  interjaceant.  Actis  rectis  F  G,  G  H, 
H  I,  F  I  describatur  (per  Lem.  XXVH.)  Tiapezium  f  g  b  i,  quod  sit 

C)  •   Si  enim  ex  puncto  f,  per   superiorem         (')  •  Nam  si  ex  puncto  f,  ut  supra  invento 

cx)nstructionem  invento  agatur  f  Vparallela  B  D  agatur  f  Y,  ipsi  B  D,  parallela  et  rectae  i    X, 

et  lineae  i  E  productse  occurrens  in  V,  erit  ob  si-  producta;  occurrcns  in   Y,  erit  ob  similia  trian- 

milia  triangula  i  E  h,  i  V  f,  E  V  :  E  i  =  f  h :  gula  i  X  h,  i  Y  f,  i   h  :  h   f  =  i  X  :  X  Y'  = 

h  1,  sed  ex  supra  demonstratis  fh:hi=FH:  IH:HF.      Unde   cum   sit   i  X  =  I  H  (ex 

H  I,  ergo  E  V  :  E  i  =  F  H  :  H  I.  hyp.)  erit  X  Y  =  H  F. 

N5 
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trapezio  F  G  H  I  simile,  et  cujus  anguli  f,  g,  h,  i  tangant  rectas  illas  po- 
sitione  datas  A  B,  A  D,  B  D,  C  E,  singuli  singulas  dicto  o/dine.  Dein 
circa  hoc  trapezium  describatur  trajectoria  curvae  lineas  F  G  H  I  con- 
similis. 


ScJiolium. 

Construi  etiam  potest  hoc  problema  ut  sequitur.  Junctis  F  G,  G  H, 
PI  I,  F  I  produc  G  F  ad  V,  jungeque  F  H,  I  G,\  et  angulis  F  G  H, 
V  F  H  fac  angulos  C  A  K,  D  A  L  aequales.  Concurrant  A  K,  A  L 
cum  recta  B  D  in  K  et  L,  et  inde  agantur  K  M,  L  N,  quarum  K  M  con- 
stituat  angulum  A  K  M  aequalem  angulo  G  H  I,  sitque  ad  A  K  ut  est 
H  I  ad  G  H;  et  L  N  constituat  angulum  A  L  N  sequalem  angulo 
F  H  I,  sitque  ad  A  L  ut  H  I  ad  F  H.  Ducantur  autem  A  K, 
K  M,  A  L,  L  N  ad  eas  partes  linearum  A  D,  A  K,  A  L,  ut  literae  C  A 
K  M  C,  A  L  K  A,  D  A  L  N  D,  eodem  ordine  cum  literis  F  G  H  I  F 
in  orbem  redeant ;  et  acta  M  N  occurrat  rectae  C  E  in  i.  Fac  angulum 
i  E  P  aequalem  angulo  I  G  F,  sitque  P  E  ad  E  i  ut  F  G  ad  G  I ;  et  per 
P  agatur  P  Q  f,  quae  cum  recta  A  D  E  contineat  angulum  P  Q  E  aequa- 
lem  angulo  F  I  G,  rectaeque  A  B  occurrat  in  f,  et  jungatur  f  i.  Agantur 
autem  P  E  et  P  Q  ad  eas  partes  linearum  C  E,  P  E,  ut  I 
literarum  PEiPetPEQP  idem  sit  ordo  circularis 
qui  literarum  F  G  H  I  F;  et  si  super  linea  f  i  eodem 
quoque  literarum  ordine   constituatur  trapezium  f  g  h  i 

P  i 


trapezio  F  G  H  I  similc,  et  circimiscribatur  trajectoria  specie  data,  solve- 
tur  problema.  C") 

(')  HavnovaconstrucUohocpraemissoLem-        Lemma.  Si  ex  puncto  A  extra  trianeulum 
mate  dcmonstratur  p  G  II  dato  agatur  ad  engulum  F  rccla  A  l^; 
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Hactenus   de  orbibus   inveniendis.     Superest   ut  n^.otus  corporum  in 
orbibus  inventis  determinemus. 


et  ad  ano-ulum  G  recta  A  G,  secans  latus  oppo-  enim  DAL=DAB-|-BAK-)-KAL 
silum  H  F  in  O,  et  super  rectam  A  F,  con-  =fAg-|-  PAf-|-hPA;  sed  (per  constr.) 
struatur   triangulum  F  A  P,    siraile   triangulo     PAf=fgh,    etfPA  =  fhg;    cumque 

sit    triangulum   f    P    h,    simile 

triangulo  f  A  g,   (556.)  angulus 

f  P  h  =  f  A  g,  adeoque  h    P  A 

-|-fAg  =  hP  A-f-fPh  = 

f  P  A  =  f  h  g  ;  quare  D  A  L  = 

fgh  +  fhg  =  Vfh  (per  32. 

1  •  Elem. )  Et  similiter  ostenditur 

angulum   D  A  T,  esse  fequalem 

angulo  V  f  i,  ob  triangula  f  A  Q, 

f  Q.  i,  triangulis  f  g  i,  f  A  g, 

similia.     Agantur   rectae  K  M, 

L  N,  qusB  cum  rectis  A  K,  A  L 

constituant   angulos     A     K    M, 

A  L  N  angulis  g  h  i,  f  h  i  aequales, 

rectisque    A   O,   A  T   productis 

occurrant  in  M  et  N,  et  trian- 

gula  A    K  M,   A  L    N   simiUa 

erunt  triangulis  g  h  i,  f  h  i,  (un- 

de  juxta    constructionem  New- 

toni  erit  KM:AK=hi:hg,  etLN:AL 

=  h  i  :  h  fj.    Etenim  angulusM  A  K  =  P  A  Q 

=  PA  f_QAf=fgh  — fgi  =  igh, 

(per  conrtr.)  quare  cum  sit  quoque  (per  constr.) 

angulus  A  K  M  =  g  h  i,  triangula  A  K  M,  g  h  i 

sunt  similia,  angulus  vero  NAL  =  DAL  — 

DAT=Vfh—  Vfi  (per  Dem.)  sed  Vfh 

—  V  f  i  =  i  f  h,  ergo  triangula  i  f  h,  N  A  L 

similia  smit.  jungatur  BI  N,  demonstrandum  est 

hanc    lineam   productam  ti-ansire  per   angulum 

i,    quo     trapezium    tangit  Jineam  E   C    i,    ex 

puncto   A,  ad   rectam  P  h,  agatur   A  R  rectne 

B   h,    parallela,    ob    similia    triangula    f  g    h, 

fA   Perit fg:hg=Af:PA 


F  G  H,  jungaturque  P  H  secans  A  G  in  X, 
■  et  A  F  in  Y,  similia  erunt  triangula  P  H  F, 
A  G  F,  et  anguU  H  X  G,  H  F  G  a^juales ; 
quoniam  enim  anguli  A  F  P,  H  F  G  sunt 
aequales  (per  hyp.)  a?quales  quoque  erunt  anguli 
P  F  H,  A  F  G ;  et  quoniam  duo  triangula  P  F  A, 
H  F  G,  similia  sunt  (per  hyp.)  erit  P  F  :  A  F 
=  H  F  :  F  G,  adeoque  triangula  A  F  G, 
P  F  H,  quorum  latera  proportionalia  aequalem 
angulum  continent  sunt  similia,  et  hinc  anguli 
H  P  F,  G  A  F  sequantur;  cumque  anguli  op- 
positi  P  Y  F,  A  Y  X,  sint  etiam  aequales,  li- 
quet  angulum  A  X  Y  sive  H  X  G,  aqualem 
esse  angulo  A  F  P  =  H  F  G.     Q.  e.  d. 

557.  Hoc  itaque, 
posito,  demonstratur 
Newtoniana  construc- 
tio.  Trapezli  f  g  h  i, 
anguli  quatuor  tan- 
gant  rectas  C  i,  B  h, 
A  g,  A  f.  Super  recti 
A  f,  construantur  tri- 
angulaf  A  P,  f  A.Q, 
triangulis  f  g  h,  f  g  i, 
similia;  junganturPh, 
Q  i,  et  latera  P  A, 
Q  A,  producantur,  ut 
rectis  B  b,  C  i,  occur- 
rant  in  K,  et  O  ;  erunt 
anguUB  A  K,  BAO, 
aequales  anguhs  da- 
tis  f  g  h,  f  g  i ;  agan- 
fur  A  L,  A  T,  rectis 
P  h,  Q  i  paraUelae,  et 
producto  latere  g  f, 
ad  V,  erit  angulus 
D  A  L,  aequaUs  an- 
gulo  V  f  h  ;  angulus 


a.^ 
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obsim.  trt,  f  gi,  f  AQ,.  . . .  gi:  fg=Q,A  :  Af 

ob  sim,  tri.  g  h  i.  AKM . . . .  h  g :  g  i=AK  -,  AM 

ob  sim.  tri,  AKL.PAR . . .  AK:  AL=PA:  PR 

absim,  tri,f  Qi,  fPh, .  ,.fh:fi=Ph:Qi; 

sed  ob  sim.  tri.  f  h  i,  A  L  N, 

fh:  fi=  AL:  A  N. 

ergo  A  L  :  A  N  =  P  h  :  Q  i 

etAL:A   N=Ph— AL:Qi  —  AN 

et  quia  AL=Rh  est  AL :  AN=PR :  Q  i  —  AN 


Q  i  seu  Q  i  —  A  N  +  A  N.  Quoniam  igitur 
rectae  A  N,  Q  i,  sunt  parallelae  (per  constr.) 
phtet  puncta  M,  N,  i,  esse  in  imk  rectd,  atque 
hasc  est  prima  pars  constructionis  Newlonianae 
quas  erat  demonstranda. 

2*.  Illius  pars  facile  ostenditur.  Nam  (vid. 
fig.  Newt.)  juncta  P  i,  erit  (perconstr. )  triangu- 
lum  P  i  E,  super  recta  E  i  constructum  simile 
triangulo   f  i  g,  ad  cujus  angulos  i  et  g,  duct» 


M     ^ 


(M^' 


unde  per  compositlonem  rationum  et  ex  asquo,     sunt   ex  puncto  E,    rectas    E  i,  E   g ;    quare 

(356),  si  per  punctum  P  agatur  recta  P  Q,  quas 
cum  recta  E  g,  contineat  angulum  P  Q  E  Eequa- 
lemangulo  f  i  g,  rectailla  P  Q,  producta  tanget 
angulum  f,  trianguli  f  i  g,  seu  trapezii  f  g  h  i. 
Q.  e.  d. 


A  K 
(Qi 


AN=QAX    AK:    AMX 
A  N)  quare  AKXAM:ANX 


AM=QAXAK:AMXQi  —  AN, 
ac  proinde  A  M  :  A  N  =  Q  A  :  Q  i  —  A  N, 
adeoque  A  M  :  A  N  =  Q  M  seu  Q  A  -f-  A  M  : 
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SECTIO   VI. 

De  inventione  motuum    in   orbihus  datis. 

PROPOSmO  XXX.    PROBLEMA  XXIL 

Corporis  in  datd    trajectorid  parabolicd   moli   invenire  loaim   ad  tempus 

assignatum.  (^) 

(*)  Sit  S  umbilicus  et  A  vertex  princi- 
palis  parabolse,  sitque  4  A  S  X  M  aequale 
areae  parabolicae  abscindendae  A  P  S,  quae 
radio  S  P,  vel  post  excessum  corporis  de 
vertice  descripta  fuit,  vel  ante  appulsum 
ejus  ad  verticem  describenda  est.  Inno- 
tescit  quantitas  areae  illius  abscindenda; 
ex  tempore  ipsi  proportionali.  Biseca  A  S 
in  G,  erigeque  perpendiculum  G  H  ae- 
quale  3  M,  et  circulus  centro  H,  intervallo 


0 


A    G  S 

H  S  descriptus  secabit  parabolam  in  loco  quaesito  P.  Nam,  demissa  ad 
axem  perpendiculari  P  O  et  ducta  P  H,  (")  est  A  G  q  +  G  H  q  ( = 
(*)  H  P  q  =  A  O  —  A^  :  quad.  +  P  O  —  G  H  :  quad.)  =  A  O  q 
+  POq  —  2GAO  —  2GH  X  PO  +  AGq+GHq.  (0  Unde 
2GHxPO(=AOq  +  POq--2GAO)  =  AOq+fPOq. 

POq 

Pro  A  O  q  scribe  A  O  X  7~r^j  et  applicatis  terminis  omnibus  ad  3  P  O 

ductisque  in  2AS,  fietfGHxAS(=iAOxPO+|A  Sx 

AO+3AS       „_       4AO— 3SO 
P  O  =  ^ X  P  O  = r X    P    O    = 


A  p  O  —  6  P  O)  =  areae  A  P  S. 

(•)  338.  Newtonus  in  hac  tota  sectione  sup- 
ponit  corpiis  in  trajectoria  conica  data  ita  moveri, 
ut  radiis  ad  trajectoriae  umbilicum  ductis  arcas 
seu  sectores  describat  temporibus  proportionales ; 
ea  enim  lege  planetas  omnes  in  orbitis  conicis 
revolvi  ex  phenomenis  lib.  3°  ostendit.  Pra;te- 
rea  supponit  notum  esse  tempus  quo  conius  ex 
puncto  trajectoriEe  dato  v.  g.  ex  vertice  illius 
principali  ad  aliud  ejusdem  trajectoria  punctum 
datum  pervenit,  datamque  esse  aream  seu  tra- 
jectoriae  sectorem  huic  tempori  correspondentem, 
atque  ex  his  datis  qujerit  locum  mobilis  in  tra- 
jectoria  ad  aliud  quodvis  tempus  datum,  aut 
contra  quaerit  tempus  quo  mobile  datum  quodvis 
trajectoriae  punctum  attingit ;  nam  cum  sint  areje 


areae 
Sed  G  H  erat  S  M,  et  inde  |  G  H 

(*)  •  Sit  S  umbilicus,  et  A,  vertex  principalis 
parabolae,  datumque  sit  tempus  quo  corpus  in 
parabola  motum,  ut  modo  exposuimus  (358.) 
ex  vertice  A  ad  punctum  P,  aut  ex  puncto  P  ad 
verticem  A  pervenit,  seu  datum  sit  tempus  quo 
sectcr  quilibet  A  P  S  describitur. 

(")  •  Est  A  G  »  +  G  H  »  =  H  P*  ;  nam 
AG=GS,  HP=HS=HA,  et  angu- 
lus  G  rectus  (per  constr.)  quare  H  A  '  =  H  P  * 
=  A  G  ^  +  G  H  «. 

(*)  •  H  P^=(AO— AG)»+(P  O— G  H)». 
Nam  ex  puncto  H,  ad  rectam  P  O  demissa  in- 
telligatur  perpendicularis,  haec  erit  aequalis  ipsi 
GO=AO  —  AG,  et  pars  rectje  P  O  inier 
perpendicularem  et  punctum  P  intercepta  scqua- 


temporibus  pri  portionales,   dato  tcmpore  quovis,    ijs  grit  P  O G  H 

datur  area  hoc  tcmpore  descripta,  et  vicissim  data         /y ,  •  xjnd^  sublatis  utrinque  quadratis  A  G  » 
^rea  descripta  datur  tempus  quo  desu°ibitur. 
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X  A  S  est  4  A  S  X  M.  Ergo  area  abscissa  A  P  S  aequalis  est  abscinden- 
clffi  4  A  S  X  M.     Q.  e.  (1. 

Corol.  1.  Hinc  G  H  est  ad  A  S,  ut  tempus  quo  corpus  descripsit  arcum 
A  P  ad  tempus  quo  corpus  descripsit  arcum  inter  verticem  A  et  (^)  per- 
pendiculum  ad  axem  ab  umbilico  S  erectum. 

Corol.  2.  C^)  Et  circulo   A  S  P  per  corpus  motum  P  perpetuo  transe- 


+  G  H  *,  et  addito  utrinque  rectangiilo 
2  G  HXPO,  estSGHxPO 
=  AO^=  P  O  ^  —  2GA  O;  quoniam 
autem  in  parabola  latus  rectum  =  4  A  S  = 
8  A  G,  est  8  A  G  X  A  O  sive  8  G  A  O  = 
P0Set2G  AO  =  iPOSetPO^  — 
2GAO  =  fPO^.  Cum  vero  sit  4  A  S  X 
A  O  =  P  O  2,  adcoque  4  A  S  X 
A    0^=A    OXPO^etAO^   = 

A  O  X  P  O  ^  grit  igitur  2  G   H  X  P  O  = 

AOXPO^,  2 

____  +  5  PO   , 

que  per  3  P  O,  Het  J  G  H  _      j  ^  ^  g 

_l_  i  p  O,  ductisque  omnibus  terminis  in  2  A  S, 

fietlG   HXA   S  =  ^AO    X    P   O  +  f 

A0+5AS 
A  S  X  P  O  = -^ 


ex  natura  parabolte  (Vid.  Cor.  2.  Theor.  I.  de 
Par.  p.  131.)  S  Q  sequalis  dimidio  lateri  recto 
=  2  A  S,  ergo  area  A  S  P  est  ad  aream  A  S  Q, 
seu  tempus   per  A  P    ad  tempus   per  A  Q,  ut 

|-  G  H  X  A  S  ad  f  A  S  2.  hoc  est,  ut  G  H 
ad  A  S.  Dato  igitur  tempore  quo  describitur 
arcus  A  Q,  et  tenipore  quo  describitur  A  P, 
per  simplicem  proportionem  invenitur  H  G, 
et  inde  punctum  P  habctur. 


et  dividendo  utrin- 
A   O   X    P   O 


XPO  = 


4  A  O 


SO 


XPOob  A  S=AO  — 


,       4  A  O  XPO 

rum   ■ seu 


S  O  unde  est  3  A  S  =  3  A  O  —  3  S  O.     Ve- 

A  O   X   P  O,   est 

area  parabolica  A  P  O   A,  (Archimed.    Prop. 
1.7.  quadr.    Parab.    sup.   Theor.  IV.   de  Parab. 

,      3SOXPO  lorivy 

pag.  133.)  et ^ seu  i    S     O     X 

P  O,  est  area  trianguli  P  S  O,  ergo  area  secto- 

4AO— 3SO 

ris  parabolici  A  P  S,  sequahs  est 

X  P  O,  quare  ^  G  H  X  A  S  =  areae  A  P  S ; 
sed  G  H=3  M,  (per  constr. )  &c. 


(*)  *  Sit  perpendiculum  illud  S  Q,  crit  are« 
A  S  P,  ad  aream  A  S  Q,  ut  4  G  H  X  A  S,  ad 
f  A  S  X  S  Q  (Thcor.  IV.  de  Par.  p.  133.);  sed 


A      Cr        S 


''')  •  Jungatur  A  P,  et  ad  medium  ejus 
punctum  q,  erigatur  perpendiculum  q  L,  axem 
secans  in  L,  et  quoniam  (ex  Dera. )  est  semper 
H  P  =  H  A,  ideoque  est  A  P  chorda  circuli 
cujus  centrum  est  H.  Itaque  (per  1.  3'-  Elem.) 
perpendiculum  illud  q  L,  icctaj  G  H,  nccurrit 
in  H  ;  et  ob  simiHtudinem  triangulorum  L  G  H, 
L  q  A,  est  G  H  :  q  A  seu  ^  A  P  =  L  G  : 
L  q.  Sumatur  A  C  =  2  A  S  dimidio  nemiid 
lateris  recti  parabolai  et  centro  C,  et  intervallo 
C  A,  describatur  circulus  A  N,  hic  parabolam 
osculatur  in  A  (241);  coeuntibus  vero  punctis 
P  et  A,  H  et  G,  coeunt  etiam  L  et  C,  iitque 
Lq=LA  =  C  A  =  2  A  S  =  4G  S,  et 
LG=CG=3GS,  atque  arcus  A  P  jequa- 
lis  chordee  A  P,  (Lem.  VII.);  unde  cum  in 
proportione  superiori  sitGH:-§AP=LG: 
L  q  erit  in  hoc  casu  GH:^AP=3GS: 
4  G  S  hoc  est,  G  H  :  A  P  =  3  :  8.  Verum 
ob  motum  oequabilem  et  sequidiutumum  per  nas- 
centes  A  P,  G  H,  velocitas  puncti  H  in  G,  est 
ad  velocitatem  corporis  P  in  A  ut  G  H  ad  A  P, 
et  quoniarn  (ex  Dem.)  est  semper-j  A  S  X  O  H 
jequalis  areae  A  P  S,  et  ^  A  S,  est  quantitae 
constans,  erit  semper  G  H,  ut  area  A  P  S,  hcc 
est,  ut  tempus  quo  punctura  H,  pcrcurrit  G  H» 
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unte,  velocitas  puncti  H  est  ad  velocitatem  quara  corpus  habuit  in  verlice 
A  ut  3  ad  8  ;  ideoque  in  ea  etiam  ratione  est  linea  G  H  ad  lineam  rectam 
quam  corpus  tempore  motus  sui  ab  A  ad  P,  ea  cum  velocitate  quam  habuit 
in  vertice  A,  describere  posset. 

Coi'ol.  3.  Hinc  etiam  vice  versa  inveniri  potest  tempus  quo  corpus  des- 
cripsit  arcum  quemvis  assignatum  A  P.  Junge  A  P  et  ad  medium  ejus 
punctum  erige  pei-pendiculum  rectae  G  H  occurrens  in  H. 

LEMMA- XXVIII. 

'Nidla  extat  Jigura  ovalis  cujus  areay  rectis  pro  luhitu  abscissa,  possif  per 
cequationes  numero  terminorum  ac  dimensiommjinitas  ge7ieralitei'  inveniri. 
(*^)  Intra  ovalem  detur  punctum  quodvis,  circa  quod  ceu  polum  revol- 
vatur  perpetuo  linea  recta,  uniformi  cum  motu,  et  interea  in  recta  iUa 
exeat  punctum  mobile  de  polo,  pergatque  semper  ea  cuni  velocitate,  quae 
sit  ut  rectae  illius  intra  ovalem  quadratum.  Hoc  motu  punctum  illud 
describet  spiralem  gyris  infinitis.  Jam  si  areae  ovalis  a  recta  illa  abscissas 
portio  per  finitam  aequationem  inveniri  potest,  invenietur  etiam  per  ean- 
dem  aequaticnem  distantia  puncti  a  polo,  C^)  quae  huic  arese  proportiona- 


estque  proinde  motus  illius  aequabilis  et  velocitas 
ubique  eadem.  Q.uare  velocitas  puncti  H,  est 
ubiquc  ad  velocitatem  quam  habet  corpus  P  in 
A,  ut  nascens  G  H,  ad  nascentem  A  ?,  hoc 
est,  ut  3.  ad  8.     Q.  e.  d. 

(*)  359.  Intra  ovalem  A  C  B  A  detur  punc- 
tum  quodvis  P,  circa  quod  ceu  polum  revolvatur 
perpetuo  linea  recta  infinita  P  S,  uniformi  cum 
motu,  ita  ut  punctum  datum  A  illius  linoK  cir- 
culi  A  a  m  X  arcus  aequalcs  eequalibus  tempo- 


ribus  describat,  et  interea  in  recta  illa  P  S,  exeat 
punctum  mobile  p  de  polo  P,  pergatque  semper 
in  eadem  recta  P  s  cum  velocitate  quas  sit  ut 
rectas  illius  intra  ovalem  quadratum,  hoc  est, 
cum  linea  P  S  pervenit  ad  situm  P  s,  et  punc- 
tum  mobile  p  ad  P,  velocitas  puncti  p  sit  ut 
quadratum  recta;  P  Q  inter  polum  P  et  ovalem 
A  Q  C  B  contentas,  hoc  motu  punctum  illud  p, 
describet  spiralem  P  p  n  Z,  gyris  intiiutis. 


(")  360.  His  suppositis  erit  semper  recta  P  p  a  m,  et  ductis  radiis  P  Q,  P  q  spirali,  drculo 
ut  area  P  A  Q  P ;  nam  circulus  A  a  m  X  di-  et  ovali  occurrentibus  in  p  et  n,  a  et  m,  Q  et 
visus  intelligatur  in  arcus  innumeros  sequalos  ut     q,  demissa  capiantur  ex  punctis  Q  et  p,  ad  P  q, 
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lis  est,  ideoque  omnia  spiralis  punctaper  eequationem  finitam  inveniri  pos- 
sunt:  et  propterea  rectae  cujusvis  positione  datae  intersectio  cum  spirali 
inveniri  etiam  potest  per  aequationem  finitam.  Atqui  recta  omnis  infinite 
producta  spiralem  secat  in  punctis,  numero  infinitis,  et  C')  aequatio,  qua 


peipendicula  Q,  r,  p  L,  et  eodem  tempore  quo 
punctum  a,  percurret  arcum  a  m,  punctum  p 
percurret  rectam  L  n ;  quapropter  nascente  arcu 
a  m,  erit  L  n  ut  velocitas  puncti  p  in  recta  P  s, 
hoc  est,  (per  liyp.)  ut  quadratum  rectas  P  Q; 
porro  ob   triangula  similia   P  a  m,  P  Q,  r  est 

Pa:  PQ=am:  Qr=  — ,  ac 

proinde  sectoris  nascentis  P  Q  q  area  -^  Q  r  X 

P  Q  = T^ .     Cum   leitur   a   m   et 

2  P  a  ° 

2  P  a,  sint  quantitates  constantes  (ex  hyp. )  erit 
sector  P  Q  q,  nascens  seu  fluxio  areaD  P  A  Q  ut 
P  Q  ^,  atque  ideo  ut  nascens  L  n,  seu  ut  fluxio 
rect£e  P  p,  et  hinc  tota  area  flucns  P  A  Q,  erit  ut 
tota  recta  fluens  P  p,  (Cor.  Lem.  IV.)  Q.  e.  d. 
361.  Puncta  p  et  Q  referantur  ad  rectam  A  B, 
positioiie  datam  demissis  ad  A  B  perpendicula- 
ribus  Q  H,  p  F  sitque  area  P  A  Q,  ajqualis 
quantitati  finitae  E  ex  lineis  variabilibus  P  H, 
Q,  H  et  aliis  constantibus  quomodolibet  compo- 
sita?,  et  quoniam  linea  P  p  areae  P  A  Q  seu 
quantitati  finitae  E  proportionalis  est  (360)  linca 
illa  exprimi  poterit  per  factum  ex  quantitate  £ 
in  quantitatem  constantem  B,  eritque  P  p  —  V. 
X  B  iBquatio  finita.  Veriim  ob  similia  triangula 
P  F  p,  P  H  Q  et  angulum  ad  H  rectum, 
P  p  !  p  F  =  P  Q,  seu  V  PH^+  Q"H  *  : 
Q  H,  et  P  p :  P  F=P  Q  scu  V PH»-f  QH  * : 


P  H,  et  prasterea  ex  natura  ovalis  A  Q  C  B, 
datur  alia  aquatio  inter  P  H  et  Q  H,  in- 
veniuntur  ergo  quatuor  aequationes  fiuitae  (jua» 
simul  quinque  tantum  variabiles,  uimirum  P  p, 
P  F,  p  F,  P  H,  Q  H  continent,  quseque  pro- 
inde  ad  unicam  a?quationem  finitam  poterunt 
reduci  in  qua  duae  tantum  variabiles  P  F, 
p  F  reperientur,  adeoque  per  hanc  sequationem 
finitam  omnia  spiralis  puncta  inveniri  pote- 
runt,  et  propterea  rectae  cujusvis  S  p  positi- 
one  datae  intersectio  p  cum  spirali  inveniri  etiam 
poterit  per  aequationem  finitam  ;  cum  enim  duse 
rectse  S  p,  S  B  positione  datae  sint,  h'nea  S  P 
magiiitudine  et  triangulum  S  p  F  specie  dantur, 
et  hinc  datur  ratio  lineae  S  F  seu  S  P  If  P  F 
ad  F  p,  et  nova  invenitur  aequatio  inter  P  F  ct 
F  p  ;  per  hanc  igitur  sequationem  et  per  alterara 
quas  ad  spiralem  est,  determinabuntur  P  F,  ct 
F  p,  punctumque  intersectionis  p  invenietur  per 
ajquationem  finitaro. 

C^)  362.  Linese  dua;  S  M  S,  S  m  s  se  mutuo 
intersecantes  in  punctis  S,  s  ad  eaudem  rectara 
A  Q  positione  datam  referantur,  sintque  A  Q, 
A  P  abscissae  communes,  et  Q  S,  P  M,  P  m 
ad  eas  ordinatae  ;  quoniam  in  communibus  linea- 
rum  S  M  s,  S  m  s,  intersectionibus  S,  S,  ordinata^ 
P  M,  P  m  sunt  oequales,  si  in  duabus  ad  lineas 
S  M  s,  S  m  s  aequationibus,  manente  abscissa 
communi,  loco  ordinatarum  P  M,  P  m,  eadem 
scribatur  littcra,  v.  gr.  y,  et  deinde  ex  iliis  «qua- 
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intersectio  aliqua  duarum  lineanim  invenitur,  exhibet  earum  intersectiones 
omnes  radicibus  totidem,  ideoque  ascendit  ad  tot  dimensiones  quot  sunt 
intersectiones.  Quoniam  circuli  duo  se  mutuo  secant  in  punctis  duobus, 
intersectio  una  non  invenietur  nisi  per  aequationem  duarum  dimensionum, 
qua  intersectio  altera  etiam  inveniatur.  (*)  Quoniam  duarum  sectionum 
conicarum  quatuor  esse  possunt  intersectiones,  non  potest  aliqua  earum 
generaliter  inveniri  nisi  per  aequationem  quatuor  dimensionum,  qua  omnes 
simul  inveniantur.  Nam  si  intersectiones  illae  seorsim  quaerantur,  quoni- 
am  eadem  est  omnium  lex  et  conditio,  idem  erit  calculus  in  casu  uno(juo- 
que,  et  propterea  eadem  semper  conclusio,  quae  igitur  debet  omnes  inter- 
sectiones  simul  complecti  et  indifferenter  exliibere.  Unde  etiam  intersec- 
tiones  sectionum  conicarum  et  curvarum  tertiae  potestatis,  eo  quod  sex 
esse  possunt,  simul  prodeunt  per  aequationes  sex  dimensionum,  et  inter- 
sectiones  duarum  curvarum  tertiae  potestatis;  quia  novem  esse  possunt, 
simul  prodeunt  per  aequationes  dimensionum  novem.  (^)  Id  nisi  necessarlo 


(^  •  Exempli  causS. 
Sint  ap  +  P^  =  yy> 
et  b  X  —  X  X  =  y  y,  as- 
quationes  ad  parabolam 
et  circulum,  et  invenie- 
y  y   —    a    p 


tur  X 


—  b 


a   p 


tionibus  eliminetur  littera  quae  abscissam  com- 
munem  exprimit,  obtinebitur  ajquatio  ex  sola  y, 
et  constantibus  composita.  Porro  hasc  ubima 
aequatio  non  magis  primara  ordinatam  commu- 
nem  S  Q,  seu  primam  intersectionem  S,  quam 
secundam  aut  tertiam,  &c.  determinabit,  cum 
sit  eadem  omnium  lex  et  conditio  idemque  cal- 
culus;  haec  igitur  xquatio  debet  omnes  com- 
munes  ordinatas  Q  S,  omnesque  intersectiones  S, 
simul  complecti  et  indifferenter  exhibere,  et  ita 
tot  radices  seu  ipsius  y  valores  reddere  quot  sunt 
coramunes  ordinatje  seu  intersectiones,  sequatio 
autem  tot  dimensiones  habet  quot  radices  ;  Si 
itaque  linearum  S  M  s,  S  m  s,  intersectiones 
S,  s,  sunt  numero  finita;,  aequatio  quoque  quje 
ilias  determinat  finita  est ;  at  si  fuerint  intersec- 
tiones  numero  infinitie,  erit  sequatio  numero 
dimensionum  et  radiciun  infinita. 


et  — 

P 
y*  —  2apyy-^  aapp 

=  y  y,  sequatio  quatuor 
dimensionum,  quoninra 
quatuor  esse  possunt  pa- 
rabolffl  et  circuli  intersec- 
tiones.  Sint  a  p  *  -|- 
p^  x=:y3,  etbi  — 
X  X  =  y  ^  a;quationes 
ad  parabolam  a*^.  po- 
y  3  —  a  p  ' 


testatis  et  ad  circulum,  erit  x  = 
by^  —  bap*       y''  —  2ap*y 


a^p4 


P       .  .         .        P 

=  y  y  aequatio  sex  dimtnsionum  quod  esse  pos- 

sint  intersectiones  ses,  et  ita  de   cajteris.     Ge- 

neratim  vero  tot  esse  possunt  curvarum  duarum 

intersectiones  quot  sunt  unitates  in  facto  cx  po- 

testatis  curvEe  unius  indice  seu  expor.ente  in  al- 

terius  exponentem  ;  index  autem  potestatis  ci:r- 

vae  idem  est  cum  numero  dimenJonum  sequa- 

tionis  ad  illam  curvam. 

(*)  *  Nam  in  solidorum  problematum  con- 
structione  dufe  adhibentur  sectiones  conicEe  qua- 
rum  intersectiones,  seu  ordinatfe  duabus  coni 
sectionibus  communes,  problematis  solutionem 
seu    ultimse     sequationis    radices    suppeditant. 
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fieret,  reducere  liceret,  problemata  omnia  solida  ad  plana,  et  plusqiiani 
solida,  ad  solida.  {^)  Loquor  hic  de  curvis  potestate  ii'reducibilibus.  Nam 
si  agquatio,  per  quam  curva  definitur,  ad  inferiorem  potestatem  reduci 
possit :  curva  non  erit  unica,  sed  ex  duabus  vel  pluribus  composita,  qua- 
rum  intersectiones  per  calculos  diversos  seorsim  inveniri  possunt.  Ad 
eundem  modum  intersectiones  binas  rectarum  et  sectionum  conicarum 
prodeunt  semper  per  aequationes  duarum  dimensionum,  temae  rectarum 
et  curvarum  irreducibilium  tertiae  potestatis  per  sequationes  trium,  quater- 
nae  rectarum  et  curvarum  irreducibilium  quartae  potestatis  per  aequationes 
dimensionum  quatuor,  et  sic  in  infinitum.  Ergo  rectae  et  spiralis  inter- 
sectiones  numero  infinitae,  cum  curva  haec  sit  simplex  et  in  curvas  plurcs 
irreducibiHs,  requirunt  aequationes  numero  dimensionum  et  radicum  infi- 
nitas,  quibus  intersectiones  omnes  possunt  simul  exhiberi.  Est  enim 
eadem  omnium  lex  et  idem  calculus.     (*)  Nam  si  a  polo  in  rectam  illam 


Quare  si  hujusmodi  intersectiones  vel  ordinatte 
communcs  generaliter  possent  pcr  ajquationera 
quadraticam  inveniri,  problemata  solida  per  se- 
quationes  duarum  dimensionum  solvi  ac  construi 
possent,  atque  ita  ad  plana  reducerentur,  eadcm- 
que  ratione  plus  quam  solida  ad  solida,  indeque 
ad  plana  revocarentur. 

C»)  Nonnunquam 
proposita  ad  curvam 
aequatio  ad  inferio- 
rem  potestatem  aut 
in  duas  Eequatio- 
nes  inferioris  po- 
testatis  resolvi  potest. 
Sic  aequatio  a  x  ^  — 
a»x*  —  bx*  y  -\- 
axy*-|-abxy  — 
b  y  3  =—  o  resolvi  po- 
test  in  duas  x  x  — 
a  X  -)-  y  y  =  o,  et 
ax  —.  b  y  =  o  qua- 
rum  prior  est  ad  cir- 
culura,  posterior  ad 
parabolam.  Parabolae 
autem  et  circuli  cum 
linea  quavis  inter- 
sectiones  per  calculos 
diversos  seorsim  in- 
veniri  possunt. 

(')  •  Sit  polus  P,  secans  S  I,  I  1,  ati  eam 
ex  polo  normalis  P  s,  interscctio  prima  inl,  se- 
cunda  in  I  I,  &c.  circa  polum  P,  revolvatur  per- 
pendiculum  P  S,  una  cum  secante  S  1,  1 1  ad 
illud  semper  normali,  ubi  perpendiculum  perve- 
nit  ad  situra  P  s,  et  secans  S  I,  I  I  ad  situm 
s  i  2,  intersectio  prima  I,  percurso  arcu  I  i, 
pervenil  ad  i,  et  post  integram  revolutionem 
cum  s  i  2,  redit  ad  situm  S  I,  I  I,  prima 
intersectio  I,  seu  i,  pervenitad  II,  ct  fitsecunda, 
et  poot  duas  revolutiones  fit  tertia  et  sic  deinceps. 


Ex  punctis  S,  s,  ad  rectam  P  M  infinitam  et 
positione  datam  demittantur  perpendicula  S  F, 
s  f ;  manente  secantis  S  I,  1 1,  positione,  con- 
sfantes  sunt  recta;  S  F,  F  P,  S  P,  quibus  illa 
positio  detenruuatur,  et  demissa  ex  I  ad  P  M 
perpendiculari  I  m  datur  «equatio  aliqua  inter 
P  m  vel  1  m  Gt  datas  S  P,  F  P,  S  F,  qua  inter- 


sectio  I  cxhibetur ;  ubi  verd  sccans  S 1, 1 1,  perve . 
nit  ad  situm  s  i  2,  manente  secantiss  i  2  positione, 
datur  ffiquatio  inter  i  m  vel  P  m  etdatas  s  P,  scu 
R  P,  rf,  sf,  et  aequatio  ha?c  a  priori  diversa  non  est, 
nisi  ratione  quantitatum  F  P  F  S,  quac  mutataB 
sunt  in  f  P,  f  s,  pcr  quas  secantis  s  i  2,  positio  de- 
terminatur,  cum  utraque  aquatio  in  situ  SI,I  I, 
et  situ  s  i  2,  ab  aequatione  ad  spiralem  qua>  ea- 
dem  semper  manet  et  ab  aequatione  sccantis  po- 
sitionem  determinante  «liducantur.  Quoniam 
igitur  lincae  f  s,  f  P  post  primam  revolution«n 


LiBER  Primus.]     PRINCIPIA    MATPIEMATICA. 


m 


secantem  demittatur  perpendiculum,  et  perpendiculum  illud  una  cum  se- 
cante  revolvatur  circa  polum,  intersectiones  spiralis  transibunt  in  se 
mutuo,  quaeque  prima  erat  seu  proxima,  post  unam  revolutionem  secunda 
erit,  post  duas  tertia,  et  sic  deinceps  :  nec  interea  mutabitur  aequatio  nisi 
pro  mutata  magnitudine  quantitatum  per  quas  positio  secantis  determi- 
natur.  Unde  cum  quantitates  illae  post  singulas  revolutiones  redeunt  ad 
magnitudincs  primas,  aequatio  redibit  ad  formam  primam,  ideoque  una 
eademque  exhlbebit  intersectiones  omnes,  etpropterea  radices  habebit 
numero  infinitas,  quibus  omnes  exhiberi  possunt.  Nequit  ergo  intersec- 
tio  rectae  et  spiraUs  per  aequationem  finitam  generaUter  inveniri,  et  idcirco 
nulla  extat  ovaHs  cujus  area,  rectis  imperatis  abscissa,  possit  per  talera 
sequationem  generaliter  exhiberi. 

('')  Eodem  argumento,  si  intervallum  poli  et  puncti,  quo  spirahs  de- 
scribitur,  capiatur  Ovalis  perimetro  abscissae  proportionale,  probari  potest 
quod  longitudo  perimetri  nequit  per  finitam  aequationem  generaliter 
exhiberi.  (')  De  ovahbus  autera  hic  loquor  quae  non  tanguntur  a  figuris 
conjugatis  in  infinitum  pergentibus. 


ac  proinde  post  singiilas  redeuntadmagnitudines 
primas  F  S,  F  P  intersectione  prima  in  secundam 
transeunte,  secunda  in  tertiam,  et  sic  deinceps, 
asquatio  inter  I  I  M,  vel  P  M,  et  datas  P  F, 
P  S,  S  F,  redibit  ad  fonnam  primam  quam 
nabebat  aequatio  inter  I  m,  vel  P  m,  et  easdem 
datas  quantitates  P  F,  P  S,  S  F,  adeoque  una 
eademque  oequatio  exhibebit  intersectiones  om- 
nes  I,  I  I,  &c.  seu  valores  I  m,  II  M,  &c. 
propterea  radices  exhibebit  numero  infinitas  qui- 
bus  omnes  exhiberi  possunt. 

(^)  *  Ea  enim  ratione  spiralis  describetur 
gyris  infinitis  ad  quam  proinde  asquatio  erit  nu- 
mero  dimensionum  infinita,  quas  quidem  finita 
deberet  esse,  si  longitudo  perimetri  ovalis  pro  /^ 
lubitu  abscissa  seu  intervallum  puncti  spiralem 
describentis  et  poli,  per  finitam  a;quationem  ge- 
neraliter  exhiberi  posset. 

(1)  •  Ovalem  A  B  C  D  tangat  in  C  curva 
conjugata  b  C  d,  cujus  rami  C  b,  C  d  in  infini- 
tum  pergant,  pro  hujusmodi  ovalibus  non  valet 
Newtoni  demonstratio.  Supponit  enim  circa 
punctum  datum  in  ovali  perpetuo  revolvi  lineam 
rectam  uniformi  cum  motu  qu<-e  sit  ad  periphe- 
riam  ovalis  terminata,  et  abscindat  areas  sibi  pro- 
portionales ;  si  autem  ovalis  tangatur  a  figura 
conjugata  b  C  d,  cujus  rami  in  infinitum  per- 
gunt,  evidens  est  linea  recta  intra  ovalem  revol- 
vente  non  percurri  totara  nov*  hujus  figurae 
aream,  nec  gyris  perpetuis  ac  infinitis  simplicem 
spiralem  describi. 
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Corollanum. 

("*)  Hinc  area  ellipseos,  quae  radio  ab  umbilico  ad  corpus  mobils  ducto 
describitur,  non  prodit  ex  dato  tempore,  per  aequationem  finitam;  et 
propterea  per  descriptionem  curvarum  geometrice  rationalium  determinari 
nequit.  Curvas  geometrice  rationales  appello  quarum  puncta  omnia  per 
longitudines  aequationibus  definitas,  id  est,  per  longitudinum  rationes 
complicatas,  determinari  possunt;  caeterasque  (ut  spirales,  quadratrices, 


C")  363.  Sit  Ellipseos  A  P  B,  axis  A  B,  um- 
bilicus  S,  radius  vector  S  P,  dataque  sint  totius 
EUipsis  area  et  tempus  periodicum,  sitque  tera- 
pus  periodicum  ad  tempus  per  arcum  A  P,  ita 
area  totius  ellipseos  ad  aream  sectoris  A  P  S, 
obtiaebitur  «quatio  inter  aream  A  P  S,  et  tem- 
pus  quo  illa  describitiir.  Unde  si  postea  inveniri 
posset  ajquatio  finita  inter  aream  indefinitam 
A  P  S  et  radium  vectorem  S  P  ac  datas  quan- 
titates,  inveniretur  quoque  ajquatio  finita  inter 
tenipus  per  arcum  quemvis  A  P,  et  radium  vec- 
torem  S  P,  qui  ita  ex  dato  tempore  per  aequa- 
tionem  finitam  prodiret ;  Et  vice  versa,  si  ex 
tempore  quo  arcus  A  P  describitur,  radii  vecto- 


ris  S  P  longitudo  per  sequationem  finitam  posset 
determinari,  ope  hujus  asquationis   et  superioris 
proportionis  inter  tempora  et  areas   obtineretur 
aequatio  finita  inter  aream  quamlibet  ASPet 
radium  vectorem    S  P  ac  datas  quantitates, 
quod  impossibile  esse  demonstratum  est ;  et   A 
propterea  longitudo  (ac  proinde  positio  quae  ^ 
ex  longitudine  data  est)  radii  vectoris  S  P,   w 
per  descriptionem  curvarum  geometrice  ra^ 
tionalium  determinari  nequit.     Sunt  autera 
curvae  geometrice  rationales  in  quibus  ordi- 
isatarum  et  abscissarum  rectarum  relatio  a;- 
quatione  finita  exprimi  potest,    quarumque   P 
proinde  puncta  omnia  per   harum  rectarum 
linearura  rationes  complicatas  deterrainari 
possunt.     Si  in  sequatione  ad  curvam  a  x  "" 
-|-  b  y  °  -|-  &c.  =  o  numcrus  terminorum 
finitus  sit  et  exponentes  m,  n,  rationales  fue- 
rint,  curva  erit  geomctrice  rationalis,contra  si 
numerus  ternunorum  infinitus  fuerit,  et  sum- 
mari  nequeant,  aut  si  exponens  aiiquis  irra- 
tionalis  fuerit,   curva  est  geometrice  irratio- 
nalis. 


364.  Circuli  Cadeoque  et  Ellipsis)  quadratu- 
ram  seu  rectificationem  indetinitam  finita  ajqua- 
tionc  exhiberi  non  pcsse  demonstravit  Saurinus 
in  Commentariis  Parisiensibus  an.  1720.  illius 
demonstrationem  ut  pote  facilem  et  brevem  re- 
fereraus.  Sit  quadrans  circuli  C  A  B,  et  ex 
puncto  quovis  N  arcus  A  B  demittatur  ad  ra- 
dium  A  C  perpendicularis  N  P,  demonstrandum 
est  arcus  A  N,  et  rectarura  A  P,  P  N  relatio- 
nera  nuUa  sequatione  finita  posse  exprirai. 
Descripta  intelligatur  curva  A  O  M  D  cnjus 
haec  sit  natura  ut  recta  M  P  ex  puncto  quovis 
M  ad  radium  A  C  perpendiculariter  demissa, 
sit  jBqualis  arcui  abscisso  A  N ;  ope  curvae 
A  M  D  arcus  A  N  in  ratione  quavis  data 
rectae  P  G  ad  P  M  dividi  potest  in  R ;  nam 
si  per  punctum  G  agatur  recta  G  o,  ipsi 
P  M  normalis  et  curvae  A  M  D  occurrens 
in  o,  atque  ex  puncto  o,  ducatur  ad  A  C 
perpendicularis  o  Q,  arcum  A  N  secans  in  R, 
erit  A  R  =  Q  o,  adeoque  A  R  :  A  N  = 
P  G  :  P  M.  Veriim  demonstravit  Cla- 
riss.  Hospitalius  Art.  443.  Lib.  10.  Sectionum 
Conicarum,  quod  si  arcus  A  N  sit  in  partes 
sequales  dividendus  quarum  una  sit  A  R,  as- 
quatio  qua  determinatur  partis  unius  Chorda 
A  R,  tot  dimensiones  obtinet  quot  sunt  in  arcu 
A  N,  partes  aequales,  atoue  adeo  si  dividendus 
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trochoides)  geometrice  irrationales.  Nam  longitudines  quae  sunt  vel  noii 
sunt  ut  numerus  ad  numerum  (quemadmodum  in  decimo  elementorum) 
sunt  aritinnetice  rationales  vel  irrationales.  Aream  igitur  ellipseos  tem- 
pori  proportionalem  abscindo  per  curvam  geometrice  irrationalem 
ut  sequitur. 


PROPOSITIO  XXXI.     PROBLEMA  XXIII. 

Curpoi-is   in  datd  trajectorid  elUjpticd  moti  invenire  locum  ad  tcmpus  assig- 

natum. 
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'Ellipseos  APB 
sit  A  vertex  prin- 
cipalis,  S  umbili- 

cus,    et    O    cen-  "'^\/      /  YV-.     ^       \  \      ^E 

trum,     sitque     P 

corporis  locus  in-  \      '•  \v    \    .•  R 

veniendus.  Pro- 
duc  O  A  ad  Gj 
ut  sit  O  G  ad 
O  A  ut  O  A   ad 

O  S.  Erige  perpendiculum  G  H,  centroque  O  et  intervallo  O  G 
describe  circulum  G  E  F,  et  super  regula  G  H,  ceu  fundo,  pro- 
grediatur  rota  G  E  F  revolvendo  circa  axem  suum,  et  interea  puncto 
suo  A  describendo  trochoidem  A  L  I.  Quo  facto,  cape  G  K  in  ratione 
ad  rotas  perimetrum  G  E  F  G,  ut  est  tempus,  quo  corpus  progrediendo  ab 
A  descripsit  arcum  A  P,  ad  tempus  revolutionis  unius  in  ellipsi.  Eriga- 
tur  perpendiculum  K  L  occurrens  trochoidi  in  L,  et  acta  L  P  ipsi 
K  G  parallela  occurret   ellipsi  in  corporis  loco  quaesito  P. 

Nam  centro  -O,  intervallo  O  A  describatur  semicirculus  A  Q  B,  et  arcui 


sit  arcus  A  N  in  ratione  indefinita  rectaj  P  G  ad 
P  3VI,  aequatio  illa  finita  esse  nequit.  Ergo  curva 
A  M  U,  qua  arcus  quilibet  A  N  in  ratione 
quavis  P  G  ad  P  M  per  eandem  semper  con- 
structionem  dividitur  geometrice,  rationalis  non 
est ;  sed  si  arcus  A  N  et  rectarum  A  P,  P  N 
relatio  posset  «cquatione  finita  exprimi,  eadem 
asquatio  exhiberet  quoque  relationem  abscissjE 
A  P  ad  ordinatam  P  M,  ac  proinde  curva 
A  M  D  esset  geomotrice  rationalis.     Ergo  rec- 
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tificatio  arcus  A  N,  aequatione  finita  generaliter 
exhiberi  non  potest.     Q.  e.  d. 

365.  Hinc  patet  curvas  omncs  quarum  de- 
scriptio  pendet  a  quadratura  vel  rectificatione  cir- 
culi  et  ovalium  indefinita  qualcs  sunt  spirajes, 
quadratrices,  trochoidcs  esse  geomctrice  irratio- 
nales.  Ex  demonstratis  autem  roinime  scquitur 
circuli  et  ovalium  quadraturam  vel  rcctifitatltii  em 
determinatam  seu  quadraturam  vel  rectiticalionem 
totius  ovalis  aut  portionis  iliius  determinat;e  im. 
possibilem  esse. 


O 


210 


PHILOSOPHIiE  NATURALIS        [M6t.  CoRroR. 


A  Q  occurrat  L  P 

si  opus  est  pro- 

ducta  in  Q,  jun- 

ganturque    S  Q, 

O  Q.  Arcui  EFG 

occurrat     O     Q 

in   F,  et  in  ean- 

dem  O  Q  demit- 

tatur     perpendi-    „ 

culum    S    R.    (") 

Area   A   P   S,  est  ut  area   A  Q  S,    id   est,   ut  differentia  inter  sec- 

torem    O  Q   A  et  triangulum    O    Q    S,    sive   ut  diiFerentia   rectangu- 

lorum  ^  O  Q  X  A  Q  et  ^  O  Q  X  S  R,  hoc  est,  ob  datam  J  O  Q,  ut 

differentia  inter  arcum  A  Q  et  rectam  S  R,  ideoque  (cum  (p)  eaedem  sint 

datae  rationes  S  R  ad  sinum   arcus  A  Q,  O  S  ad   O  A,  O  A  ad  O  G, 

A  Q  ad  G  F,  et  divi&im  Ci)  A  Q  —  S  R  ad  G  F  —  sinu  arcus  A  Q)  ut 

G  K.  difFerentia  inter  arcum  G  F  et  sinum  arcus  A  Q.     Q.  e.  d. 


(")  366.  Area  A  PS  est  ut  area 
A  Q  S  (251 )  sed  area  A  Q  S  ae- 
qualis  est  differeniue  inter  sectorem 
0  Q  A  et  trinngulum  0  Q  S,  sec- 
tor  vero  OQA  =  iOQXAa  ™, 
et  triangulum  OQS=^OQX    ■• 
S  R.       Ergo  ob   datam  ^   O  Q,  j-. 
area  A  Q  S  adeoque  et  area  A  P  S  ^' 
est  utdifferentia  inter  arcuni  A  Q  et 
rectam    S  R  ex  foco   S  in  radium 
Q  O  perpendiculariter  demissam.  J) 

C)  367.  Si  ex  puncto  Q  ad  dia- 
metrum  A  B,  demittatur  perpen- 
diculum   seu   sinus    arcus    A    Q, 


H 


triangulum  O  S  R,  simile  erit  triangulo  contento 
sub  radio  O  Qsinuet  cosinu  arcusA  Q ;  undeerit 
S  R  au  sinum  arcus  A  Q,  in  dataratione  O  S  ad 
O  Q  seu  O  A  ;  sed  (per  constr.)  O  S  :  O  A 
=  O  A  :  O  G,  et  O  A  ad  O  G  ut  arcus  A  Q 
ad  arcum  G  F,  et  divisim  A  Q  —  S  R  est  ad 
G  F  —  sinu  arcus  A  Q  ut  S  R  ad  sinum  arcus 
A  Q,  sive  in  data  ratione  O  S  ad  O  A.  Est 
igitur  diflfbrentia  inter  arciim  A  Q,  et  rectara 
S  R,  adeoque  et  area  A  P  S,  ut  differentia 
inter  G  F,  et  sinum  arcus  A  Q. 

C)  Quod  autem  sit  G  K  aequalis  differentioe 
inter  arcum  G  F  et  sinum  arcus  A  Q  facile  est 
demonstrare.  Sit  enim  A  L  I  diraidia  trochois 
semirevolutione  rotaa  G  F  E  descripta,  erit  G  H, 
aequalis  semiperipheriae  G  F  E,  et  H  I  a;qualis 
et  parallcla  rectae  G  B  ;  Per  puncta  A,  0,  L 
agantur  recta  A  D,  O  C,  X  T  parallelse  et 
icquales  rectse  G  H,  ct  trochois  dcscripta  in- 
telligatur  duylici  motu  circuli  A  V  B  Q,  alte- 
ro  quidein  quo  ccnUoun   O   cum  piano  circuli 


uniformiter  feratur  per  rectam  O  C,  altoro 
quo  eodem  tempore  punctum  A  in  circuli 
peripheria  uniformiter  percurrat  semiperiplicriam 
A  V  B,  et  centrum  O,  circuli  mobilis  A  V  B 
sit  in  P  quando  punctum  A  pervenit  in  L  ct  jam 
percurrit  arcum  M  L  ;  Quoniam  in  motu  x- 
quabili  spatia  eodem  tempore  percursa  sunt  in  da- 
ta  ratione,  erit  recta  O  C  (hoc  est  semicircumfc- 
rentia  rotae  G  F  E)  quam  centrum  O  percurrit, 
ad  semiperipheriam  AV  B,  quam  eodem  tempoiro 
percurrit  punctum  A,  ut  O  P  ad  arcum  M'  L, 
sed  semiperiphcria  G  F  E  est  quoqne  ad  semi- 
peripheriam  A  V  B,  ut  arcus  G  F  ad  arcum 
A  Q  seu  aequalem  M  L ;  est  igitur  G  F 
=  O  P  =  Y  X,  ac  proinde  Y  X  —  Q  X  = 
YX  — YL=LX=  GK=G  F  — 
Q  X;  est  vero  Q  X  sinus  arcus  A  Q,  ergo  est 
G  K  aequalis  diffcrentiae  inter  G  F  et  sinum 
arcus  A  Q.     Q.  e.  d. 

Itaque  area   A  P  S,  cst  ut    G   K,  adeoque 
area  A  P  S,  est  ad  aream  semiellipsis  A  P  B 
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(vid.  fig.  Newt.)  ut  G  K  ad  G  H,  et  area 
A  P  S,  est  ad  aream  totius  ellipseos  ut  G  K 
ad  2  G  H,  seu  tempus  per  arcura  A  P,  est  ad 
tempus  unius  revolutionis  in  Ellipsi  ut  G  K  ad 
perimetrum  rota;.  Si  ergo  capiatur  G  K  ad  rota; 
perimetrum  ut  est  tempus  per  A  P,  ad  teir.pus 
periodicum  et  caitera  fiant  ut  in  Newtoniana  con- 
structione,  erit  P  locus  corporis  in  Ellipsi.  Ex 
demonbtratis  quaedam  deducuntur  corollaria. 


368.  Corol.  1.  Planeta  revolvatur  in  EUipsi 
A  P  B  vi  tendente  ad  umbilicum  S  quem  sol 
occupat,  sitque  linea  apsidum,  seu  axis  major 
A  B,  centrum  O,  ac  proinde  excentricitas  seu 
distantia  centri  O  a  sole  S,  S  O  ;  B  apbelion  seu 
punctum  in  orbita  a  sole  remotissimum,  A  pe- 
rihelion  sive  punctum  soli  proximum,  locus 
planetae  in  P  ;  centro  O  radio  O  B  describatur 
circulus  B  Q,  A  qui  dicitur  circulus  excentricus, 
et  per  P  agatur  recta  Q,  R  axi  A  B  normalis  et 
circulo  occurrens  in  Q,  junganturque  S  P  (quFe 
dicitur  intervallum)  et  S  Q.  Ex  demonstratis 
(2.51)  manifestum  est  aream  S  Q  B  esse  ad 
aream  totius  circuli  ut  est  area  S  P  B  ad  aream 
totius  ellipseos.  Quare  si  area  circuli  B  Q  A 
recta  S  Q  ex  foco  S  ducta  in  data  ratione  divisa 
fuerit,  demisso  ex  puncto  Q,  perpendiculo  Q  R 
ellipsi  occurrcnte  in  P,  et  juncta  S  P,  erit  etiam 
area  ellipseos  in  eSdem  data  ratione  divisa.  Ut 
itaque  recta  ex  umbilico  S  ducti  abscindatur 
ellipseos  area  data,  seu  qua  sit  ad  aream  totius 
Ellipseos  in  ratione  data,  sufBcit  rectam  S  Q,  in 
circulo  ducere  quae  areara  circuli  in  illa  data 
ratione  secet. 

369.  Corul.  2.  In  radium  Q  O  si  opus  fuerit 
produetum,  ex  umbilico  S  demittatur  pt-rpen- 
diculura  S  F,  et  erit,  (ex  Dem.)  area  S  Q  B 
ut  arcus  B  Q  -j-  rccta  S  F  si  motus  fiat  ab 
aphclio  B  ad  penhelium  A  per  arcum  B  Q  A, 
sci  si  planeta  a  perihelio  A  ad  aphelion  B  fera- 
tur  per  A  p  B,  erit  area  A  S  q,  ut  arcus  A  q  — 
rccta  Sf;  hinc  si  capiatur  arcus  B  N,  vel  A  n, 
proportionalis  tempori  quo  planeta  percurrit  ar- 


cum  B  P,  vel  A  p,  erit  B  Q  +  S  F  =r  B  N, 
vel  A  q  —  S  f  =  A  n,  adeoque  S  F  =  Q  N, 
vel  S  f  =  q  n.  Et  si  datus  fuerit  arcus  B  Q 
vei  A  q,  et  priori  addatur  arcus  N  Q  vel 
posteriori  deraatur  arcus  n  q  aequalis  rectaj 
S  F  vel  S  f  erit  arcus  B  N  proportionalis  tera- 
pori  quo  planeta  feitur  per  arcura  B  P,  arcus 
A  n  proportionalis  tempori  per  arcum  A  p, 
et  arcus  B  A  n  proportionalis  tempori  per 
arcum  B  P  A  p. 

570.  Arcus  B  Q dicitur  anomalia  excentri, 
angulus  B  S  P  sub  quo  distantia  planetae  ab 
aphelio  B  P  ex  sole  videtur  anoraalia  vera  vel 
cuisquata  seu  angulus  ad  Solem  dicitur; 
tempus  vero  quo  planeta  ab  aphelio  B  ad 
orbitfe  su»  punctum  quodlibet  P  digredi- 
tur,  anomalia  media  sive  simplex  appella- 
tur.  Unde  si  tempus  periodicum  tota  cir- 
culi  peripheria  seu  360-  gradibus  exprima- 
tur,  erit  arcus  B  N  anomalia;  media;  a>qua- 
Ttj  lis,  seu  anomaliam  mediara  exhibebit ;  cum 
■^  at  B  N  ad  totam  peripheriam  ut  tempus 
per  B  P  ad  tempus  periodicum  (369.)  l)if- 
ferentia  inter  anomaliam  mediam  et  veram 
seu  difFerentia  inter  angulura  N  O  B  et 
angulum  P  S  B  aequatio  centri  seu  prcsta- 
phaeresis  vocatur. 

371.  Ex  data  anomalia  vera  seu  angulo 
B  S  P,  facile  invenitur  ei  congrua  anomalia 
media,  seu  arcus  B  N,  quoniam  enim  sumpta 
recta  SRpro  sinu  toto,  est  P  R  tangens  an- 
guli  P  S  R,  et  QR  tangens  anguli  QSR,  at- 
que  P  R  ad  Q  R  ut  minor  axis  ellipseos  ad  ma- 
jorem ;  si  fiat  ut  axis  minor  ad  majorem, 
ita  tangens  anguli  dati  P  S  B  ad  4"™.,  invenietur 
tangens  anguli  Q  S  B  sive  QS  O,  ac  proinde  an- 
giilus  Q  S  O  ;  hinc  datis  in  triangulo  S  Q  O, 
duobus  lateribus  S  O,  O  Q  cum  angulo  Q  S  O, 
invenietur  angulus  S  O  Q,  et  ilUus  ad  duos 
rectos  complementum  Q  O  B  seu  anomalia  ex- 
centri  B  Q  dabitur.  Fiat  ut  Q  O,  ad  S  O,  ita 
57°.  29578  (qui  arcus  est  radio  aequalis)  ad 
quartum  et  dabitur  arcus  aequaiis  S  O  in  gradi- 
bus  gradusque  partibus  decimalibus,  dicatur  hic 
arcus  B,  et  quoniam  est  S  O  ad  S  F,  ut  O  Q 
ad  QR,  seu  ut  radius  ad  sinum  anguli  QOB  sive 
arcus  B  Q,  fiat  ut  radius  ad  sinum  arcus  B  Q.  ita 
S  O  sive  arcus  B,  ad  4""".,  et  dabitur  in  gradibus 
arcus  iu  peripheria  B  Q  A  sumendus  aequalis 
recta;  S  F  ;  cumque  sit  recta  S  F  aequalis  arcui 
Q  N,  (569)  dabitur  arcus  Q  N,  et  proinde 
B  N  anomalia  mcdia,  atque  hinc  facile  est  ano- 
maliarum  et  asquaf  ionuiti  centri  tabulas  construere. 
372.  In  orbitis  planeiarum  non  admodum 
excentricis,  data  anomalia  media  facile  per  ap- 
proximationera  duabus  mcthodis  sequentibus 
invenitur  anomalia  coaequata. 

Methodus  Wardi.  Ad  secundum  focum  s,  fvitl. 
fig.  prim.  pag.  seq.J  fiat  angulus  B  s  P,  cequalis 
anomaliaemediae,  jungaturSP,  erit  angulus  PSB, 
anomalia  vera,  quod  quidem  ipseWardus  assume- 
bat  ut  verum  ex  Hypothesi  merS,  sed  quotl  etiara 
ex  suppositione  areasessetemporibusprojwrtiona- 
les  deducitur,  saltem  quam  proxime :  est  enim  an- 
gulus  N  O  B  sive  anomalia  raedia,  a^qualis  an- 
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guUs  Q  O  B  et  N  O  Q/  et  Q  O  B  sive  anoma- 
lia  excentri,  cst  aequalis  angulis  Q  S  B  (sive 
P  S  B  neglecto  Q,  S  P)  et  S  Q.  O,  ergo  angulus 
N  O  B  e^  aequalis  angulis  P  S  B,  S  Q  O, 
N  O  Q  quibus  etiam  quara  proxime  a^qualis  est 
angulus  P  s  B,  nam  cotiuntibus  focis  S  et  s  cura 
centro  O,  puncta  Q  et  P  etiam  coiiunt  et 
angulus  S  P  O  angulo  S  Q  O  est  quara 
proxime  JEqualis  ;  pariter  ut  Q  O  prcxime 
coincidit  cum  P  O  fingatur  S  F  esse  per- 
pendicularem  in  ipsam  P  O,  et  produci 
donec  cum  P  s  producto  in  (J>  concurrat, 
erunt  quara  proxime  O  F,  s  ip  parallete, 
ideoque  ob  sequales  S  O,  O  s,  asquales 
crunt  S  F  et  F  <p,  S  P  et  H  <p,  ut  et  angu- 
liSPFetFPip  sive  O  P  s.  sed  ob  S  F 
»qualem  Q  N  et  S  Qsive  S  Ppropeaequa- 
lem  O  Q  est  angulus  S  P  F  sive  O  P  s 
prope  Eequalis  angulo  N  O  Q  :  ergo  totus 
angulus  S  P  s  est  aequalis  angulis  S  Q  O  /i. 
et  N  O  Q  simul  sumptis,  et  cum  angulus 
P  s  B  sit  asqualis  angulis  P  S  B  et  S  P  s, 
ffiqualis  prope  erit  angulis  P  S  B,  S  Q  O,  N  O  Q 
sicut  angulus  N  O  B,  ergo  angulus  P  s  B 
est  quam  proxime  anomalia  media  cujus  anomalia 
cosequata  est  P  S  B. 

Dato    autera    angulo    B    s    P,     angulum 
P  S  B,  ita  quacrit  Wardus.      Producatur  s  P, 


ad  G,  ut  sit  P  G  =  P  S,  et  jungatur 
S  G,  erit  sG=SP-f  Ps=A  B 
(ex  nat.  Ellips.)  adeoque  in  triangulo 
Gs  S,  datis  lateribus  G  s,  S  s,  angulo  S  s  G 
dantur  anguli  S  G  s  (=  G  S  P,  ob  S  P  = 
P  G)  et  G  S  s,  unde  ccgnoscetur  angului 
P  S  s  sive  P  S  B  aequalis  nempe  difteren- 
tiae  angulorum  G  Ss,  G  S  P,  quarein  tri- 
angulo  S  P  s,  diitis  angulis  duobus  P  s  S, 
P  S  s,  angulo  SPs,  qui  est  summa  augulo- 
rum  GSP,  S  G  P,  et  latere  S  s,  invenietur 
latus  SP  seu  intei-vallum. 

Ubi  excentricitas  paulo  major  est. 
Wardi  methodum  ita  corrigit  Bulliadus. 
Per  punctum  P  Wardi  methodo  determi- 
natura  agatur  Q  R  axi  A  B  normalis,  et 
excentrico  occurrens  in  Q,  jungaturque 
«  Q,  orbitara  secans  in  p,  erit  p,  locus 
pianetaj  accuratior. 

Methodus  Cassini.  Omnibus  positis 
(ut  supra  num.  369. )  jungantur  S  N,  ON 
et  agantur  N  H  rectae  Q  F  parallela  et  lineae 
S  Foccurrens  in  H,  et  N  E  parallela  S  F  rectse 
Q  F  occurrens  in  E,  erit  N  E  =  H  F  sinus  arcus 
N  Q  ;  cumque  sit  S  F  =  N  Q  (369)  erit  S  H 
difFerentia  inter  arcum  N  Q  ct  ipsius  sinura 
N  E ;  si  excentricitas  S  O  exigua  fuerit,  erit  fere 


NQ=NE=H  F=  SFet  proinde 
S  N  parallela  F  Q,  adeoquc  angulus  S  N  O, 
aequalis  angulo  N  O  Q ;  Porro  in  triangulo 
S  N  O,  datis  duobus  latcribus  N  O,  S  O,  et  angulo 
intercepto  S  O  N  (coniplemento  nempc  ano- 
maliae  medise  datas  ad  duos  rectos)  invenietur 
angulus  S  N  O  seu  N  O  Q,  et  ipsius  men- 
sura  nempe  arcus  N  Q  ;  et  inde  innotescet  ano- 
malia  cxcentri  B  Q;  Hinc  in  triangulo  S  Q  O, 
datis  lateribus  S  O,  O  Q  et  angulo  S  O  Q,  in- 
venietur  angulus  Q  S  O,  et  sumpla  S  II  pro 
sinu  toto,  erit  Q  R  ad  P  R  scu  axis  major  ad 
minorcm,  ut  tangens  anguli  dati  Q  S  B  ad  tan- 
gentem  anguli  ad  solem  P  S  B,  quj  ita  obtine- 
bitur. 

Haec  satis  sunt  in  orbitis  planctarum  non 
valde  excentricis,  sed  in  orbitis  Mcrcurii  ct 
Martis  quarum  major  est  excentricitas  ita  in- 
venitur  arcus  N  Q,  Ex  datis  in  triangulo  S  N  O, 
lateribus  SO,  NO,  ct  angulo  SON,  inveniuntur 
latus  S  N,  et  angulus  S  N  O ;  deinde  quaeritur 
in  partibus  decimolibus  radii  O  N  diticrentia 
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(■")  Casterum,  cum  difficilis  sit  hujus  curvae  descriptio,  prsestat  solutio- 
nem  vero  proximam  adhibere.  Inveniatur  tum  angulus  quidam  B,  qui 
sit    ad    angulura    graduum    57.  ^  c,- 

29578,  quem  arcus  radio  £equa- 
lis  subtendit,  ut  est  umbilicorum 
distantia  S  H  ad  elhpseos  dia- 
metrum  A  B;  tum  etiam  lon- 
gitudo  quasdam  L,  quae  sit  ad 
radimn  in  eadem  ratione  inverse. 
Quibus  semel  inventis,  problema     A  S      Ri"     Q  H  B 

deinceps  confit  per  sequentem  analysln.     Per  constructionem   quamvis, 
vel  utcunque  conjecturam  faciendo,  cognoscatur  corporis  locus  P  prox- 


inter  arcum  qui  mctiturangulum  S  N  O,  et  ejus 
sinum  quse  citra  errorem  senslbilem  supponi  po- 
test  JBqualis  rectae  S  H,  seu  diftereniiae  inter 
arcum  N  Q,  anguli  N  O  Q,  mensuram  et 
ejiis  sinum  N  E.  Sitque  ille  decimalium  nu- 
merus  A.  Invenietur  numerus  decimalium 
radii  S  N  quem  eadera  linea  S  H  continet  dicen- 
do  ut  S  N  ad  N  O  sic  A  ad  numerum  quajsitum 
B,  et  quoniam  in  triangulo  rectangulo  S  H  N  est 
S  N  ad  sinum  totum  ut  S  H  sive  15  ad  sinum 
anguli  S  N  H  invenietur  crgo  angulus  S  N  H, 
ex  angulo  invento  S  N  O  subduceudus,  ut 
relinquatur  angulus  H  N  O,  seu  asqualis 
N  O  Q,  sive  arcus  N  Q. 

C)  375.  Sit  axis  major  ellip- 
seos  A  B,  centrum  O,  umbilici  S 
et  H,  et  feratur  planeta  a  perihelio 
A  ad  aphelium  B  radio  A  O  Hes- 
cribaturcirculufrexcentricus  AQB; 
quoniam  radius  circuli  a^qualis 
est  arcui  graduura  57.29578,  si 
fiat  A  B  ad  S  H  seu  Q  O  ad  S  O, 
ut  arcus  vel  angulus  57.29578, 
ad  arcura  B,  erit  B'  arcus  a;qua- 
lis  lectffi  S  O.  Cognoscitur  arcus 
A  N  tempori  proportionalis,  et 
dicatur  N  ;  deinde  per  metho- 
dum  Wardi  aut  Cassini  vel  alia 
ratione  inveniatur  arcus  A  Q, 
proxime  oequalis  anomalias  excentri  A 
a  perihelio  A  sumpta;,  erit  arcus 
N  Q  a:qualis  recta:  S  F  ex  umbi- 
lico  S  in  radium  Q  O  perpendiculariter  demissee 
(369).  fiat  ut  S  H  ad  A  B  sive  ut  S  O  ad  Q  O, 
ita   radius  R   ad  longitudinem   quandam  L,  et 

S  O  X  L 
erit  li  u  =  — ,  etquoniam  triangulum 


S  O  F,  simile  cst  triangtdo  Q  O  R  crit  Q  O  : 
Q  R  =  S  O  :  S  F,  hoc  est,  radius  ad  sinum 
anguli  Q  O  A,  ut  arcus  B  ad  alium  arcum  D 
qui  erit  aequalis  rectse  S  F  :  Si  itaque  arcus 
A  Q  recte  assumptus  fuisset  foret  arcus  D  asquaiis 
arcui  N  Q  (369)  :  Si  vero  arcus  A  Q  ac- 
curatus  non  est,  capiatur  N  M  =  D,  punc- 
tum  ]M  cadet  supr^  vel  infra  punctum  Q. 
Sit  anomalia  excentri  accurata(quEB  est  incoguita) 
A  q,  et  in  radium  q  O  cadat  perpendiculum 
S  E  erit£Bqu.-.le  N  q  ^369)  unde  S  E  —  S  F, 
hoc  est  ferd  L  E=Nq  —  NM  =  Mq  = 
Q  q  —  Q  M.  Quoniam  vero  angulus  Q  U  q, 
parvus  est,  erit  O  E  :  O  q  sive  O  Q  =  L  E  • 


Qq=Qq— QM:Qq.  UndeOQ— OE: 
O  Q  =  Q  M  :  Q  q.  Sed  O  E,  est  fere  sequa. 
lis  O  F,  ergo  O  Q  —  O  F:OQ=Q  M: 
Q  q.  Porro  O  Q,  est  ad  R  O,  seu  radius  ad 
cosinum  anguli   A    O  Q,  ut   S  O,  ad  O  F 
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imus  vero  ejus  loco  p.  Demissaque  ad  axem  ellipseos  ordinatim  ap- 
plicata  P  R,  ex  proportione  diametrorum  ellipseos,  dabitur  circuli 
circumscripti  A  Q  B  ordinatim  applicata  R  Q,  quae  sinus  est  anguli 
A  O  Q  existente  A  O  radio,  quae- 
que  ellipsin  secat  in  P.  SufHcit 
angulum  illum  rudi  calculo  in 
numeris  proximis  invenire.  Cog- 
noscatur  etiam  angulus  tempori 
proportionalis,  id  est,  qui  sit  ad 
quatuor  rectos,  ut  est  tempus,  quo 
corpus   descripsit    arcum    Ap,       A  SK^O  H  B 

ad  tonipus  revolutionis  unius  in  ellipsi.  Sit  angulus  iste  N.  Tum 
capiatur  et  angulus  D  ad  angulum  B,  ut  est  sinus  iste  anguli 
A  O  Q  ad  radium,  et  angulus  E  ad  angulum  N  —  A  O  Q  + 
D,  ut  est  longitudo  L  ad  longitudinem  eandem  L  cosinu  anguli 
A  O  Q  diminutam,  ubi  angulus  iste  recto  minor  est,  auctam  ubi  major. 
Postea  capiatur  tum   angulus  F   ad   angulum  B,    ut   est   sinus   anguli 


S  O  X  cos.  A  Q 


R 


Crescentibus 


adeoque  O  F : 

A  N,  A  Q,  Q  R,  decresclt  R  O,  et  evanescit 
ubi  A  Q  est  circuli  quadrans,  ac  tandem  fit  ne- 
gativa  ubi  A  Q  quadrante  major  est.  Quare 
cura  sit  +  O  Q  :  +  S  O  =  R  O  :  O  F, 
O  F  idem  signum  -|-  vel  —  habere  debet  cuni 
R  O,  adeoque  si  angulus  A  O  Q,  seu  arcus 
A  Q  est  quadrante  minor,  O  F  est  quantitas 
affirmativa  ;  a  A  Q  quadrans  est,  O  F  evants- 
cit ;  si  A  Q  est  quadrante  major, 
OF  fit  negativa.  Est  igitur  OQ — 
SOXcos.AQ^^^_^^._ 


piendo  arcum  F,  ad  arcum  B,  ut  est  sinus  arcus 
A  Q  -}-  E  seu  A  q  ad  radium,  et  arcum  G  ad 
arcum  N  —  A  q  -j-  F,  seu,  N  —  A  Q  —  E 
-|-  F,  ut  est  longitudo  L,  ad  longitudinem  ean- 
dem  cosinu  anguli  A  O  q  seu  A  O-Q  -)-  E 
diminutam  ubi  angulus  A  O  q  recto  minor  est, 
auctam  ubi  major,  erit  A  Q  -^  E  -^  G,  seu 
A  q  -}-  G,  arcus  magis  verus,  et  similiter  si 
loco  arcus  A  q,  usurpetur  arcus  A  q  -J-  G  et 
iflem  repetatur  processus,  invenietur  novus  ar- 


R 
Q  q,  scu  ob  Q  O 


R~^' 


SOXL  — S  OX  cos.  AQ 


SOXL 


R 
sive  L  —  cos. 


A  Q; 


R 
L=  Q  M  :  Q  q,  si  fuerit 
A  Q  minor  quadrante,  et  L 
-f.  cos.  A  Q  :  L  =  Q  M  :  Q  q, 
si  fuerit  A  Q  major  quadrante. 
Est  autem  arcus  Q  M  =  A  N 
—  AQ-l-NM=  N  — AQ  + 

D,  quare  si  arcus  Q  q,   dicatur 

E,  erit  E  :  N  —  A  Q  +  D  = 
L  :    L   +  cos.   A    Q  et  A    Q 

+  E,  erit  aequalis  A  q ;  invcnto  itaquc  E  per 
ultimam  proportionem,  si  loco  A  Q  capiatur 
arcus  accuratior  A  q,  seu  angulus  A  O  Q  + 
E,  et  instituatur  processus  priori  similis,  ca- 


cus  A  Q  +  E+G+I,  seu  Aq  +G+I, 
accuratior  arcu  A  q  +  G,  et  sic  pergere  licet 
in  infinituin  ct  quantumvis  proxime  ad  veritatem 
accedcre. 
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A  O  Q  +  E  ad  radium,  tum  angulus  G  ad   angulum  N  —  A  O  Q 

E  +  F  ut  est   longitudo  L   ad  longitudinem  eandem  cosinu  anguii 

A  O  Q  +  E  diminutam  ubi  angulus  iste  recto  minor  est,  auctam  ubi 
maior.  Tertia  vice  capiatur  angulus  H  ad  angulum  B,  ut  est  si- 
nus  anguli  AOQ  +  E  +  Gad  radium ;  et  angulus  I  ad  angulum  N  — 
A  O  Q  —  E  —  G  +  H,  ut  est  longitudo  L  ad  eandem  longitudinem  cosi- 
nu  anguli  A  O  Q  +  E  +  G  diminutam,  ubi  angulus  iste  recto 
minor  est,  auctam  ubi  major.  Et  sic  pergere  licet  in  infinitum.  Denique 
capiatur  angulus  A  O  q  aequalis  angulo  AOQ  +  E  +  G  +  I  +  &c. 
Et  (*)  ex  cosinu  ejus  O  r  et  ordinata  p  r,  quae  est  ad  sinum  ejus  q  r 
ut  ellipseos  axis  minor  ad  axem  majorem,  habebitur  corporis  locus 
correctus  p.  (*)  Si  quando  angulus  N  —  A  O  Q  +  D  negativus  est, 
debet  signum  +  ipsius  E  ubique  mutari  in  — ,  et  signum  —  in  +. 
Idem  intelligendum  est  de  signis  ipsorum  G  et  I,  ubi  anguli  N  —  A  O  Q 
—  E+F,  etN  —  AOQ  —  E  —  G  +  H  negativi  prodeunt.  Conver- 
git  autem  series  infinita  AOQ  +  E  +  G  +  I  +  &c.  quam  celerrime, 
adeo  ut  vix  unquam  opus  fuerit  ultra  progredi  quam  ad  terminum  secun- 
dum  E.  Et  fundatur  calculus  in  hoc  theoremate,  quod  area  A  P  S  sit  ut 
difierentia  inter  arcum  AQ 
et  rectam  ab  umbili- 
co  S  in  radium  O  Q  per- 
pendiculariter  demissam. 
Non  dissimili  calculo 
conficitur  problema  in  hy- 
perbola.  Sit  ejus  cen- 
trum  O,  vertex  A,  um- 
bilicus  S  et  asymptotos 
O  K.  Cognoscatur  quan- 
titas  areae  abscindcndae 
tempori  proportionalis. 
Sit  ea  A,  et  fiat  conjec- 
tura  de  positione  rectae  (\ 
S  P,  quae  aream   A  P  S 


(*)  *  Ex  cosinu  0  r.  Est  enim  radius  ad 
cosiniim  anguli  inventi  A  O  q,  ut  q  O  ad  O  r, 
invenientur  ergd  punctum  r,  et  ordinata  q  r. 
Deinde  si  fiat  ut  axis  major  ad  minorem,  ita  q  r 
ad  p  r,  habebitur  locus  corporis  p. 

(')  *  Si  quando  angulus  N  —  A  Q  -U  D, 
seuarcus  Q  M,  (vid.  fig.  Not.)  negativus  cst, 
scu   si  punctum    M,  cadit    iufra  punctum   Q, 


debet  signum  ipsius  +  E,  ubique  mutari  io 
— ,  et  signum  —  in  +.  Quoniam  tnim  supra 
invenimus  E:N  —  A  Q-}-D=  L:LIfI 
cos.  A  Q,  si  fuerit  arcus  N  —  A  Q  -^  D,  ne- 
gativus,  debet  quoque  arcus  E  esse  ncgativus, 
et  arcus  A  q  erit  A  Q  —  E.  Idem  intelli 
gendum  cst  de  sigiiis  ipsorum  G  ct  J,  &e.  ofc 
eaudcm  rationem. 
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abscindat    verse    proximam.     Jungatur    O   P,  et  ab  A  et  P  ad  asymp- 
toton  agantur  A  I,  P  K  asymptoto  alteri  parallelae,  et  (*)  per  tabulam  loga- 


(^)  374.  Diximus  superius  (Theor.  IV.  de 
Hyp.  p.  94.)  areaiu  inter  asymptotuni,  Hyper- 
bolam,  ordinatam  in  vertice  erectam  et  aliam 
ordinatam  comprehensam,  esse  Logarithraum 
abscissa?,  idem  vero,  more  vcterum  demonstrare 
et  ad  hanc  Propositionem  propius  accommodare 
hic  non  pigebit. 

Lemma.  Sint  duae  hyperbolae  A  M,  A  N 
quarum  centrum  C,  semidiameter  communis 
A  C,  semidiametri  conjugatse  C  B,  C  D,  per 
punctum  quodvis  P  agatur  P  M  N  ordinatim  ad 
diametrum  C  P  applicata,  hyperbolis  occurrens 
in  punctis  M  et  N,  junganturque  C  M,C  N  spa- 
tiahyperbolica  A  MP,  A  N  P  et  sectorcs  A  M  C, 
A  N  C  sunt  ad  invicem  in  ratione  semidiame- 
trorum  conjugatarum  C  B,  C  D,  vel  etiam 
ordinatarum  P  M,  P  N.  Nam  ex  natura  hy- 
perbolffi  Cnieor.  II.  de  Hyp.)  PM  ^  :  C  B  * 
=  C  P^  —  CA^:  CA^,  efPN^:  CD» 
=  CP— CA2:CA%  unde   P  M  ^  : 


perbolici  C  B  E,  C  D  F  erunt  asquales.  Agantur 
enim  rectae  B  D,  E  F  asymptotis  occurrentes 
in  punctis  M,  O,  N,  P,  et  ob  parallelas  K  B, 
H  D,  C  O  erit  M  B  :  M  K  =  D  O  :  C  H, 
et  ob  parallelas  L  E,  G  F,  C  P  erit  etiam  N  E  : 
N  L  =  F  P  :  C  G  ;  sed,  ex  natura  hyperbolae 
inter  asymptotos  (Lem.  I.  de  Conic.  pag.  87. ) 
M  B  =  D  O.  et  N  E  =  F  P,  unde  M  K 
=  CH  etNL=CG;  Porro  C  G  :  C  H 
=  C  K  :  C  L  (per  hyp.)  hoc  est,  N  L  :  M  K 
=  C  K  :  C  L  =  L  E  :  K  B,  ex  natura  hy- 
perbola;  intra  asymptotos  (Theor.  IV.  de  Hyp. 
p.  94.)  rectoB  igitur  N  E,  M  B,  boc  ost,  E  F, 


CB2=PN2:C  D',  ctPM^tP  N» 
=  C  B  2  :  C  D  2,  ac    P  M  :  P  N  =  C  B  : 

C  D,  ciimque  idem  semper  eveniat  quAcumque 
in  parte  cadat  ordinata  P  M  N,  liquet  spa- 
tia  hyperbolica  A  M  P,  A  N  P  esse  inter 
se  ut  C  B  ad  C  D,  vel  P  M  ad  P  N,  sed 
triangula    C   P  M,   C    P  N   sunt   ad  invicem 


C    B  ad  C    D  ;    ergo 

C  N  P—  A    N   P 

P  M:  PN=  CB: 


ut  P  M   ad  P  N   vel 
C   P    M  —  A  M    P 
=  AM  C:  A  NC  = 
C  D.     Q.  e.  d. 

375.  O>rol.  Si  duae  semidiametri  conjugatae 
C  A,  C  D  fuerint  aequales,  hyperbola  A  N 
erit  aquilatera  ;  quare  inventa  quadratura  spa- 
tiorum  hyperbolicorum  A  N  P  vel  A  N  C  in 
hyperbolis  aequilateris,  habebitur  etiam  quadra- 
tura  spatiorum  hyperbolicorum  A  M  P  vel 
A  M  C  in  aliis  quibusvis  hyperbolis. 

376.  Lemma.  Si  super  hyperbola;  E  B  D  F 
Bsymptoto  C  N  sumantur  quatuor  partes  C  G, 
C  H,  C  K,  C  L,  ut  sit  C  G  :  C  H  =  C  K : 
C  L ;  ducantur  autem  rectac  G  F,  H  D,  K  B, 
LE  aheri  asymptoto  C  P  parallehe,  et  hyperboh-B 
occurrentes  in  punctis  F,  D,  B,  E,  junganlurque 
ecmididmetri  C  F,  C  D,  C  B,  C  E,  scctorcs  hy- 


B  D  erunt  parallelae,  ac  proinde,  h'nea  per  earum 
medium  X,  Z  ducta  erit  Diameter,  transibitque 
per  centrum  C;  (Lem.  IV.  de  Conic.  p.  90.) 
unde  facile  deducitur  trapezia  M  X  Z  N, 
O  X  Z  P  forc  aequalia  ut  et  areae  mixtilineae 
B  X  Z  E,  D  X  Z  F,  unde  singuh"s  ex  corres- 
pondenti  trapezio  substractis  relinquentur  areai 
M  B  E  N  et  O  D  F  P  aequales,  quibus  ad- 
dantur  Triangula  M  B  C,  O  D  C,  a;qualia  ob 
bases  sequales  M  B,  O  D  in  eadem  linea  positas, 
et  ob  vertices  ad  idem  punctum  C  concurrcntes, 
erunt  acquales  areas  C  M  N  E  B  C,  C  O  P  F 
D  C,  ex  quibus  denique  substractis  Triangulis 
N  E  C,  P  F  C  quaj  acqualia  sunt  ob  bases 
aequales  N  E,  P  F  in  eadem  linea  positas,  et 
ob  vertices  ad  idem  punctum  C  concurrentes, 
suiwrerunt  scctorcs  byperbolici  C  B  E,  C  D  F 
inter  se  a-qualcs>     Q.  e.  d 
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377.  Lemmn.  Si  per  puncta  quaevis  asymp- 
toti  C  L,  agantur  duae  recta;  G  F,  H  D  alteri 
asymptoto  C  P  parallelae,  et  hyperboIjE  occur- 
rentes  in  F  et  D,  junganturque  semidiametri 
C  F  C  D,  trapezium  hyperbolicum  G  F  D  H 
sequatur  sectori  C  F  D.  Nam,  ex  natura  hyper- 
bol»  inter  asymptotos,  triangiila  C  H  D,  C  G  F, 
eequantur  ob  aequales  angulos  G  et  H  et  iatera 
reciproca  (per  Theor.  IV.  de  Hyp.  p.  91.) 
adeoque  sublato  communi  triangulo  C  G  A, 
residua  spatia  G  A  D  H,  C  A  F  erunt  a;qualia, 
quibus  si  addatur  idem  spatium  hj^perbolicum 
D  A  F,  summoB  G  F  D  H,  C  F  D  erunt 
sEquales.     Q.  e.  d. 

378.  Ciirol.  1.  Hinc  iisdem  positis  quae 
(num.  376.)  trapezia  hyperbolica  G  F  D  H, 
K  B  E  L  sunt  oEqualia. 

579.  Corol.  2.  Si  asymptoti  partes  C  G,  C  H, 
C  K  fuerint  continue  proportionales,  duo  sec- 
tores  C  F  D,  C  D  B  et  duo  trapezia  hyperbo- 
lica  G  F  D  H,  H  D  B  K,  tequantur.  Eadem 
enim  ratione  qua  num.  376.  ostendetur  rectara 
B  F  tangenti  per  punctum  D  ductas  esse  paral- 
lelam.  Unde  si  super  asymptoto  C  L  sumantur 
partes  quotcumque  C  G,  C  H,  C  K,  C  L,  &c. 
in  continua  progressione  geometrica,  et  ex 
punctis  G,  H,  K,  L,  &c.  agantur  rectae  G  F, 
H  D,  K  B,  L  E,  &c.  alteri  asymptoto  parallelse, 
trapezia  hyperbolica  G  F  D  H,  H  D  B  K, 
K  B  E  L  erunt  aequalia;  et  vicissim  si  tra- 
pezia  illa  sequantur,  erunt  rectae  C  G,  C  H, 
C  K,  C  L,  &c.  in  continua  progressione  geo- 
meirica. 

380.  Corol.  3.  Sit  hyperbola  F  D  B  E  £e- 
quilatera,  cujus  centrum  C,  asymptotus  C  L, 
semiaxis  transversus  C  F,  capiantur  in  asymp- 
toto  partes  C  G,  C  H,  C  K,  C  L,  &c.  in  con- 
tinua  progressione  geometrica,  aganturque  G  F, 
H  D,  K  B,  L  E,  &c.,  alteri  asymptoto  C  P 
parallelce,  trapezia  hyperbolica  G  F  D  H, 
H  D  B  K,  K  B  E  L,  &c.  erunt  aequalia ; 
quare  eorum  summte,  scilicet  o,  G  F  D  H, 
G  F  B  K,  G  F  E  L,  &c.  erunt  in  continua 
progressione  arithmetica.  Si  itaque  C  G  sit 
unitas,  C  H,  C  K,  C  L,  &c.  numeri,  erunt 
o,  G  F  D  H,  G  F  B  K,  G  F  E  L,  illorum 
oumerorum  logarithmi. 

381.  Curjt.  4.  Itaque  per  logarithmorum 
hyperbolicorum  tabulas,  inveniri  possunt  trape- 
ziorum  quorumvis  ■  G  F  D  H,  B  G  F  K,  &c. 
arcae  ;  Sumpta  enim  C  G  pro  unitate,  quseran- 
tur  in  numeiis  valores  rectarum  C  H,  C  K, 
&c.  et  horum  numerorum  logarithmi  exhibebunt 
trapczia  hyperbolica  G  F  D  H,   G  F  B  K,  &c. 

382.  Corol.  5.  SitC  G=l,GH=x,  CH  = 
1  -}-  X,  H  D  =r  y,  et  erit,  ex  natura  hyperbolae 
inter  asymptotos  1  -J-  x  X  y  =  1>  adeoque  y  = 
■ — -7- — ,   et  trapezii    G   F  D  H   elementum 

D  H  Q,  M  seu  y  d  x= — ; —  ;  si  igilur  L.  1  -4- x, 
1  -|-  X 

denotet    logarithmura    numeri    1    -|-   x,    erit 
^('+*)=Cr  F  D  II,  ct  elementum  logarithmi 


dx 


seu  d.L.  l-}-x=ydx  = — — — .  Et  si- 
miiitel  elementum  logarithmi  numeri  cujus^ia 
z  seu   d.    Xj.  z  =    . 


383.   Corol.  6.   Cum  sit  y : 


I 


1  + 


si   pe- 

ragatur  divisio,  erit  y=  1  —  x  -j-x^  —  x^ 
-j-  X  ♦,  &c  in  infinitum,  ac  proinde  y  d  x  = 
dx  —  xdx-J-x^^dx  —  x^dx,  &c.  in  infi- 
nitum,  et  sumptis  utrinque  fluentibus  S.  y  d  x 
=  G  F  H  D  =  L.  i.-f.  I  =  X  —  i  X  ^  -j- 
4x3  —  ^  X  ♦  -\-l.  X  5,  &.C.  in  infinitum.  Si  au- 
tem  numerus  propositus  sit  unitate  minor,  seu  1 
—  X,  eodem  modo  invenietur  ipsius  lo^arithniis 
S.  — ydx=L.l  — x=_x  — ix^— 4X 
X  3  _  i  X  +  —  i.  X  ^,  &c. 

384.  Scholium.  Observandum  est  logarithmos 
hyperbolicos.  Neperi  a  logarithmis  Briggii  qui- 
bus  vulgo  utimur  differre  ;  veriim  cum  hyper- 
bolici  sint  semper  ad  Briggianos  seu  vulgares  in 
eadem  constanti  ratione,  nimirum  logarithmus 
hyperbolicus  numeri  denarii  2.  802585  est  ad 
logarithmum  Briggianum  numeri  denarii 
1.  000000,  ut  quilibet  logarithmus  hyperbolicus 
ad  ejusdem  numeri  logarithmum  Briggianum, 
facile  est  hjrperbolicos  ad  Briggi2nos,et  contra 
Briggianos  ad.  hyperbolicos  reducere,  adeoque 
byperbolarum  quadraturam  per  logarithmos 
etiam  vulgares  invenire.  Si  dividatur  1 .  000000, 
per  2.  302585,  &c.,  quotiens  0.  4542948,  &c. 
per  logarithmum  quemvis  hyperbolicum  multi- 
pllcdtus,  dabit  logarithmum  vulgarem,  et  vice- 
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rithmorum  dabitur  area  A I K  P,  {^)  eique  asqualis  area  OPA,  quoe  subduc- 

ta  de  triangulo  O  P  S  relinquet  aream  abscissam  A  P  S.   Applicaiido  areifi 

abscindendae   A  et     ab- 

scissae  A  P   S   differen- 

tiam  duplam  2  A    P  S 

-—2     A   vel   2    A    — 

2   A    P    S    ad    lineam 

S  N,  quae  ab  umbilico  S 

in  tangentem  T  P  per- 

pendicularis  est,  (*')  orie- 

tur     longitudo      chordae 

P  Q.     Inscribatur  autem 

chorda  illa  P  Q  inter  A 

et  P,  si  area  abscissa  APS 

major  sit  area  abscinden- 

da  A,  secus  ad  puncti  P       ^  X        -^  S 

contrarias  partes;    et  punctum  Q   erit  locus   corporis  accuratior.     Et 

computatione  repetita  invenietur  idem  accuratior  in  perpetuum. 

Atque  his  calculis  problema  generaliter  confit  analytice.  Verum  usibus 
astronomicis  accommodatior  est  calculus  particularis  qui  sequitur.  Exis- 
tentibus  A  O,  O  B,  O  D  semiaxibus  ellipseos,  et  L  ipsius  latere  recto,  ac 
D  difFerentia  inter  semiaxem  mi- 
norem  O  D  et  lateris  recti  se- 
missem  J  L ;  quaere  tum  angu- 
lum  Y)  cujus  sinus  sit  ad  radium 
ut  est  rectangulum  sub  difFerentia 
iila  D,  et  semisumma  axium 
A  O  +  O  D  ad  quadratum 
axis  majoris  A  B ;  tum  angulum 
Z,  cujus  sinus  sit  ad  radium  ut 
est  duplum  rectangulum  sub  ura- 
bilicorum  distantia  S  H  et  differentia  illa  D  ad  triplum  quadratum  semi- 
axis  majoris  A  O.     His  angulis  semel  inventis,  iocus  corporis  sic  dein- 

versa,  si  logarithmus  quilibet  vulgaris  per  .Tcquatur  diflerentiae  spatiorum  hyperbolicorum 
a  43429481  et  dividatur,  quotiens  erit  logarith-  A  P  S,  A  S  Q  seu  A  ;  sed  triangulum  rectili- 
mus  hyperbolicus.  ^^„        PQXSN  .PQXSN 

*  Et  per  tabulam.   (381.  384).  "  "^"™  S  Q  P  = ,  ergo— ^ 

•  (^)  Eique  esgualis  area  0  P  A  (377).  =  A  —  A  P  S,  vel  ==  A  P  S  —  A,  ac  proindS 
'  (°)   Orietur   tongUudo.     Nam    cum   arcus  2A  —  2APS  2APS  —  2A 

P  Q  exiguus  sit,  accipi  potest  pro  chorda  P  Q     I*  Q=- g^^^ ^el  =  ^^-^^ , 

seu   pajte  P  Q  tangentis  T  P  productx  ;  undc  ^  ^^^^^^  ^^i  ^i^or  est  area  A  I^S. 

tnangulum  rectilinv;um  S  Q  P,  quiun  proxune     i'  ""•  "  •> 
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ceps  determinabitur.  Sume  angulum  T  proportionalem  tempori  quo  arcus 
B  P  descriptus  est,  seu  motui  medio  (ut  ioquuntur)  sequalem ;  et  angulum 
V,  primam  medii  motus  aequationem,  ad  angulum  Y,  aequationem  maximam 
primam,  ut  est  sinus  dupli  anguli  T  ad  radium ;  atque  angulum  X,  asqua- 
tionem  secundam,  ad  angulum  Z,  aetjuationem  maximam  secundam,  ut  est 
cubus  sinus  anguli  T  ad  cubiun  radii.  Angularum  T,  V,  X  vel  summae  T 
-f-  X  4-  V,  si  angulus  T  recto  minor  est,  vel  difFerentias  T  +  X  —  V,  si 
is  recto  major  est  rectisque  duobus  minor,  aequalem  cape  angulum  B  H  P, 
motum  medium  aequatum ;  et  si  H  P  occurrat  ellipsi  in  P,  acta  S  P  ab- 
scindet  aream  B  S  P  tempori  proportionalem  quam  proxime.  Haec  praxis 
satis  expedita  videtur,  propterea  quod  angulorum  perexiguorum  V  et  X, 
in  minutis  secimdis,  si  placet,  positorum,  figuras  duas  tresve  primas  inve- 
nire  sufficit.  Sed  et  satis  accurata  est  ad  theoriam  planetarum.  Nam  in 
orbe  vel  Martis  ipsius,  cujus  aequatio  centri  maxima  est  graduum  decem, 
error  vix  superabit  minutum  unum  secundum.  Invento  autem  angulo 
motus  medii  aequati  B  H  P,  angulus  veri  motus  B  S  P  et  distantia  S  P 
in  promptu  sunt  per  methodum  notissimam.  {^) 

Hactenus  de  motu  corporum  in  lineis  curvis.  Fieri  autem  potest  ut 
mobile  recta  descendat  vel  recta  ascendat,  et  quae  ad  istiusmodi  motus 
spectant,  pergo  jam  exponere. 

C)  385.  EUipseos  quam  planeta  describit  sit 
ccntrum  O,  umbilici  S,  H,  et  semiaxes  O  B, 
O  D ;  Sole  in  S  posito  umbilicus  alter  H  erit 
fere  centrum  medii  motiis  planetae,  (37y)  id  est, 
si  ex  umbilico  H  agatur  linea  H  I,  quse  cum 
lineaapsidum  OB,  constituat  angulum  IHB 
anomali£e  medize  iBqualem,  recta  illa  H  I, 
fere  transibit  per  locum  planetae  in  orbita  el- 
liptlca  parum  excentrica  revolventis,  transeat 
autem  H  P,  per  locum  verum  planetae  P  et 
erit  angulus  P  H  I,  anomaliae  medias  I  H  B, 
addendus  (vel  detrahendus)  ut  motus  medius 
aequatus  B  H  P  habeatur,  et  angulus  P  H  I 
aut  ipsi  acquipoUens  dicetur  sequatio  tota 
medii  motus,  quam  in  duas  partcs  dividit 
Newtonus,  quarura  unam  primam  aequatio- 
nem  et  alteram  secundam  aequationem  vo- 
cat ;  detcrminat  singulas  in  iis  punctis  ubi 
maximae  sunt,  et  rationem  maximae  aequa- 
tionis  ad  alium  in  dato  quovis  puncto  adhi- 
bendam  indicat. 

Praecedentes    methodos   illustrarunt   de- 
monstrationibus  et  exemplis  Keillius  et  Gre- 
gorius,  hanc  non  minus  ingeniosam  intac- 
tam  reliqueruut,  vestigiis  Newtoni  insistere  cona- 
bimur,  et  aperire   quibus  fundamentis  nitatur 
h£ec  approximatio. 

386.  Producatur  T  H  in  M  donec  occurrat 
perpendiculo  O  M,  a  centro  O  in  ipsam  I  H 
demisso  jungatur(|ue  M  P,  erit  angulus  P  H  I 
sequalis  angulis  P  M  H  ct  M  P  H  ;  quorum  si- 
niis  erunt  inter  se  sicut  P  H  ad  M  H  ;  sed  cum 


M  H  sit  semper  minor  O  H  dlstantia  centri  a 
focc,  sitque  P  H  distantia  foci  H  ad  punctum  P 
ellipseos,  exigua  erlc  M  H  respectu  H  P,  ideoque 
minimus  est  angulus  M  P  H  rcspectu  anguli 


PMH,  illum  itaquenegligit,  ethuncsolum  PMH 
ut  acquationem  totam  considerat  Newtonus. 

Ducto  vero  ut  superius  expositum  est  circulo 
B  Q.  N  A  super  magnum  axem  ellipseos  A  B, 
et  ex  P  loco  planetae  ducta  P  R  perpendiculari 
in  eum  magnum  axem  eaque  P  R  producta 
donec  secet  circulum  B  Q  N  A  in  Q ;  duca- 
tur  T  Q  perpeudicularis  in  O  M  (ideoque  pa- 


220 


PHILOSOPHIiE  NATURALIS    [Mor.  Corpoii. 


rallela  laie;e  I  M)  et  producatur  ita  ut  secet  in 
C  liiieam  M  Petiain  productam,  erit  (per  29.  1. 
El.)  angulus  T  C  M  aequalis  angulo  C  M  U  sive 
P  M  H,  eritque  T  C  M  a;qiiatio  totalis  motus 
medii :  ducatur  pariter  Q.  O  quaa  prodiicatur 
in  F  donec  secetur  a  perpendiculo  S  F  a  foco  S 
in  quo  Sol  versatur  ducto,  sumaturque  arcus 
Q  N  ccqualis  S  F  et  ducatur  N  O,  erit  N  O  B 
anomalia  media  (369)  et  erit  N  O  parallela 
lineis  I  M,  T  Q;  sit  Q  G  perpendicularis 
ducta  ex  Q  in  O  N,  erit  Q  G  sinus  arcus  Q  N, 
et  erit  O  T  illi  sinui  aequalis. 

Ducatur  denique  in  O,  O  f,  perpendicularis 
in  Hneam  O  Q,  iduoque  parallela  lineae  S  F,  et 
ex  I-I  in  illam  ducatur  perpendiculum  H  f,  tri- 
anguluin  O  f  H  ajquale  erit  triangulo  S  O  F, 
ob   lineas   jequales  S   O,  O  H,  angulos  rectos 


H  O  M  ejus   complementum   ad  duos  rectos, 

fiatqiie  ut  radius  (qui  in  toto  hoc  calculo  sumitur 

ajqualis  O  B)  ad  Cos.  T  sic  O  H  ad  M  H  = 

O  H  X  Cos.  T  ..  ^        „  ^ 
„    ,. ;  prjBterea  arcus  N  Q  =  S  F, 

O    D 

et  cst  O  Q  (sive  O  B)  ad  Q  R  ut  est  O  S  (sive 

O   II)  ad    S    F   ideoque    S   F   sive  N    Q  = 

O  H  XQR       , 

77"t> unde  proportio  supenus  inventa 

O  B  :  N  Q  =  M  H  :  M  E  in  hanc  vertitur  O  B  : 
O  HX  Q  R  _  O  H  X  Cos.  T 

O  B  "  O  B 

O  H  2  X  Q  R  X  Cos.  T 


M   E  = 


O  B3 

Ellips.)  O  H  2  = 


sive  quia  (per   nat. 

OB^— OD2=bB+OD 

X  O  B  —  O  D  (per  6.  II.  Elem.)  est  M  E 

K     —  ^^+^  "XQ  B— Oi^XQRX  Cos.T 

^'  ~  0B"3  ■ 

Radius  vero  K  M  hac  ratione  determina* 
tur  :  ducatur  ex  P  linea  P  p,  perpendicula- 
ris  in  T  Q  ac  proinde  parallela  lineae  M  E, 
ejus  portio  terminata  in  linea  E  K  est  qui. 
dem  ita  proxime  aequalis  ipsi  P  p,  ut  P  p 
pro  illa  sumi  possit,  est  vero  ob  parallelas 
IVI  E  :  P  1)  =  K  M  :  K  P. 

Facile  autem  determinatur  ratio  M  E  ad 
P  p,  nam  angulus  T  Q  R  est  complemen- 
tum  anomah'ae  mediae  Q  t  R,  unde  est,  ra- 
dius  O  B,  ad  Cos.  T  sicut  Q  P  ad  P  p  = 

■ ,.  '   -  X  Q  Pj  est  autem  Q  P  differentia 

inter  Q  R  et  P  R,  est  vero  Q  R  ad  P  R  ut 
semiaxis  major  O  B  ad  minorem  O  D,  est 

ergoPR  =  ^^etQP=QR_ 


in  F  et  f,  et  angulos  sequales  «n  S  et  O  ob  paral- 
lelas  S  F,  O  f ;  erit  ergo  Of=SF=QN; 
concurrant  linese  f  H,  O  M  in  E,  et  ex  E  du- 
catur  per  Q  linea  E  Q  secaus  M  C  (productam 
si  necesse  sit)  in  K,  angulus  T  C  M  erit  aequalis 
angulis  E  K  M  et  K  Q  C  sive  T  Q  E  (per 
32.  1.  Elera.)  sic  ergo  Newtonus  dividit  aequa- 
tionem  totam  T  C  M  in  angulos  E  K  M, 
T  Q  E,  quos  separatim  determinat. 

Prima  ergo  aequatio  determinatur,  ducta 
H  M  ex  foco  qu£E  faciat  cum  axi  anguliim  ano- 
inalias  mediae  aequaleni,  et  ducta  ex  ccntro  linea 
O  M  in  illam  perpendiculari,  tum  etiam  ducta 
cx  foco  linea  H  f  quae  faciat  cum  axi  angulum 
anomalioe  excentri  aequalem,  secetque  lineam 
O  M  (productam  si  necesse  sit)  in  E ;  ex  M 
ducatur  linea  per  locum  planet£e  P  et  ex  E  du- 
catur  linea  per  Q  punctura  correspondens  in 
circulo,  et  concurrant  illae  lineae  in  K,  et  angu- 
lus  E  K  M  est  prima  a?quatio ;  et  si  sit  K  M 
radius,  M  E  est  sinus  illius  aequationis. 

Ut  ergo  determinetur  M  E,  observandum 
angulum  M  H  E  esse  sequalem  angulo  N  O  Q, 
cum  sit  N  O  parallela  M  H  et  Q  O  parallela 
E  H  per  constructionem,  sumpto  vero  M  H 
pro  radio  erit  M  E  tangens  ejus  anguli  M  H  E 
quae  in  exiguo  angulo  pro  arcu  ipso  sumi  jiotest, 
ideoque  radius  O  N  sive  O  B  erit  ad  arcum 
N  Q  ut  M  H  ad  lincam  M  E  ;  dicatur  autem 
augulus  anonialix  medias  T  crit  (pcr  coastruct.' 


O  B 


O  Dx  QR      Q  R 


=-g^  XOB— OD,  itaque  Pp= 


- X  OB— OD,  ideoque ME  ad  Pp  si- 


OB+ODXOB  —  ODXQRX  Cos.  T 


ad 


O  B  —    O 


O  B3 

D    X    Q 


R   X    Cos.   T 


utroque 


O  B 

autem     termino 
OB3 


multiplicato     per 
superest    ra- 


OB— ODXQRX  Cos.  T 
tio  O  B  -|-  O  D  ad  O  B,  a;qualis  rationi  M  E 
ad  P  p  sive  K  M  ad  K  P,  unde  convertendo 
est  O  D  :  O  B  -f  O  D  =  K  M  —  K  P 
(M  P)  :  K  M  ;  sive  quia  O  B  -f-  O  D  est  fere 
2  O  B,  est  O  D  :  2  O  B  =  M  P  :  K  M. 

Erit  autem  M  P  proxime  aequalis  linea  T  p, 
hsEC  vero  lineae  Q  t,  cum  enim  parva  sit  excen- 
tricitas,  Q  p  compensat  fere  partem  neglectam 
T  t,  est  veio  Q  t  parallela  N  O,  ideoque  est 
Q  t  R  acqualis  anomaliae  medise,  ergo  est  sinus 
anomaliae   mediae    ad  radium   ut  Q  11  ad  Q  t, 

OB  =  QR:Qt        «^^^^ 


sive  sin.  T 

=  M  P  unde  cum  sit 
O  B  X  Q  R 


M  P  sive 
2  O  B 


sin. 
'  X 


T 
Q  R 


O  D 
ad   K 


sm. 
ad   2  O  B 


T 
sicut 


M  erit  K  M 


O  D  X  sin-  T 


scd  invcnta  crat  M  E 
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O  B -4-  ODXOB  —  ODXQRXCor.  T 


O  B 
multiplica    evgo   valores    K  M  et    M 
2  sin.  T  X  O  D 


E    per 

critque  K  M  ad  M  E  sive  ra- 


dius  ad  sinnmanguli  K  ut  4  OB  ^  (sive  A B  ^)  ad 

gODXOB4-t)DXOB— OUX  sin.TXCogil 

—  O^B^  ^^  ' 

O  D  -       . 

et  cum  sit  semi  latus  rectum  -^  L.  =—^ — ;?:-,  ent 

O  D 
O  D_iL=0D--^3-^   _   yg    .. 

O  B O  D,  vocctur  D  ea  differentia  semiaxis 

minoris  et  semilateris  recti,  et  substituto  D  loco 

z.  y   ()   B U  D   erii  Radius  ad  sinum 

O   B  '^  

anguli  Kut  AB^adDXOB-fODX 

2  Cos.  T  X  «'"•  T 

OB- 

387.  Ergo  in  quovls  gradu  anomaliaa  mediae 

erit,  est  semper  Radius  ad  A  B  *  ut  sinus  an- 

OB4-OD      2Cos.TXsin.T 

guli  K,  ad  D  X o-g—  X -^ 

cum  vero  ratio  Radii  ad  A  B  *  sit  constans, 
hsec  altera  etiam  erit  constans,  ideoque  in  omni 
casu  sinus  anguli  K  ubi  anomalia  media  est 
T,  erit  ad  ejus  sinum  ubi  anomalia  media  erit 
-    Cos.    T  sin.  T 


t,utDXOB  +  ODX 


O  B  2 

Cos.    t    X  sin. 


O  B 


adDXOB-fODX 

sive  multiplicando  utrumque  terminum  per  con- 
OB  2  Cos.  T  X  sin.  T 
ut 


D  X  O  B-f  OD 


O  B 


ad 


2  Cos.  t  sin.  t 


sed  constat  ex  Trigonometri- 


cis,  quod  duplum  facti  sinus  anguli  dati  cujus- 
vis  per  ejus  Cosinum,  divisum  per  radium,  est 
aequale  sinui  Anguli  qui  est  duplus  ejus  anguli 
dati,  ergo  sinus  angulorum  K  in  diversis  anoma- 
lia;  mediae  gradibus  sunt  inter  se  ut  sinus  dupli 
anguli  anomalia;.  Unde  sequitur,  quod  cum 
duplum  anomaliae  mediae  45.  graduum  sit  90. 
ejusque  sinus  sit  aequalis  Radio  seu  sinui  totali, 
angulus  K  erit  maximus  in  45°  gradu,  sive  est 
illic  anomaliae  mediae  Eequatio  prima  maxima,  et 
si  ea  data  sit,  invenientur  in  aliis  gradibus  £equa- 
tiones  adhibenda?,  dicendo  ut  Radius  ad  sinum 
dupli  anomalia;  medias  ita  sinus  SBquationis  maxi- 
mae  primse  ad  sinum  aequationis  quaesitae,  sive 
(quia  hic  de  minimis  angulis  agitur  qui  sunt 
inter  se  ut  sui  sinus)  ita  ipsa  aequatio  maxima 
ad  a;quationem  quxsitam  :  Invenietur  autem 
facile  maxima  illa  aequatio,  cum  enim  sit  Radius 
OB-+-ODXsin.2T 
ad  A  B  2  ut  sinus  K  ad  DX ^  ^ ■ 

si  T  sit  45°,   sin.  2  T  e?t  ipse   Radius  O  B  ; 
Est   ergo  Radius   ad    A  B  *   ut  sinus  K  ad 


primrc  maximae  ut  A  B-adDXOB-j-OD. 
Quod  erat  1°.  Dem. 

388.  Secunda  aequatio  T  Q  E  continetur 
lineis  ductis  a  puncto  Q  circuli  B  Q  N  A  ad 
puncta  T  et  E  line»  O  M  quse  perpendiculari- 
ter  in  O  N  lineam  motus  medii  ducitur,  est 
vero  O  T  aequalis  sinui  arcus  Q,  N  =  S  F  = 
O  f,  et  si  ex  f  ducatur  ad  focum  linea  f  H,  in- 
tersectio  ejus  lineas  f  H  (productae  si  necesse 
sit)  cum  linea  O  M  dat  alterum  pimctum  E. 
In  hac  ergo  aequationis  parte  est  Q  E  radius, 
T  E  sinus,  eorumque  ratio  est  investiganda,  est 
vero  Q,  E  paulo  major  quam  Q  T  et  Q  T  est 
aequalis  O  G,  qua  paulo  major  est  O  N  sive 
O  B  unde  Q  E  pro  O  B  conimode  assurai  po- 
test,  quamvis  ea  sit  paulo  minor;  Ut  autem 
valor  Imex  T  E  assignetur,  notandum  est  qiiod 
cum  sit  O  M  in  O  N  perpendicularis,  et  O  f  in 
O  Q,  est  angulus  f  O  M  aqualis  angulo 
N  O  Q. 

Cognosceiur  ergo  arcus  mensurans  angulum 
f  O  M  sive  f  O  E,  assumpto  O  f  pro  radio, 
dicendo  radius  O  N  sive  O  B  ad  arcum  N  Q 
ut  O  f  (sive  N  Q)  ad  arcum  mensurantem  an- 

gulumf  O  E  qui  ideo  erit  ■  ,  secans  illius 

arcus  cst  O  E,  cum  vero  T  O  sit  sinus  arcus 
N  Q  (ajqualis  O  f)  feratur  lcngitudo  O  f  secun- 
dum  lineam  O  jM,  cadet  tantiim  ultra  T  quan- 
tum  arcus  N  Q  suum  sinum  excedit,  et  tantiim 
citra  E  quantiim  radius  iJle  O  f  a  secante  anguli 

N  Q2,  ,  .       _ 
cujus  arcus  est  deficit :  Dato  ergo  arcu 

N  Q,  inveniatur  ejus  excessus  super  ejus  sinum, 

.    A  .  N  Q^    .         . 

et    dato  arcu    ,^  ,^      mveniatur  cxcessus  eius 

O  B  •* 

secantis  supcr  radium  N  Q  sive  O  f  et  inventis 
his  duobus  habebitur  linea  T  E  quaesita. 

Z,emma  I.  Dato  arcu  invcnire  ejus  sinum. 
Sit  radius  C  B,  r,  sinus  quassitus  E  A,  x,  ejus 
Cosinus  C  A,  \/  r  r  — x  x,  arcus  datus  B  E, 
V,  ejus  fluxio  E  e  sit  d  v. 

Ducto  radio  C  E,  et  radio  pioximo  C  e  et 
sinu  arcus  B  e,  ductoque  ex  E  in  F  pcrpendi- 
culo,  erit  e  f  fluxio  sinus  quaesiti  sive  d  x.  Tri- 
aiigula  vero  E  C  A,  e  f  E,  pro  sirailibus  sunt 
habeuda,  nam  angulus  f  £  A  est  rectus  ut  et 


_        OB-t-OD        ^„ 
»X— (TS—  X^^ 


sive,    ut   statuit 


Ncwtonus,    est   Radius    ad  sinum   aequatioms 


aAS 


angulus  C  E  e  quia  circulus  est  perpcndicidaris 
in  radium,  et  dempto  communi  C  E  f  remanent 
C  E  A  et  f  E  e  aequales,  et  ob  rectos  in  f  et  A, 
angulus  tertius  f  e  E  aqualis  erit  tcrtio  E  C  A 
undc  habctur  haec  proportio,    C  A  ad  C  E   ut 


:2'i2 
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e  f   ad  e  E,  sivc  /^/  tr  —  xx:r  =  dx:d  ▼ 

unde  est  d  V  =  — —      ■■■■    ---=   et   d  v  ^  = 

is/   r  r  —  X  X 
r  r  d  X»    .  r  rd  x^ 

• sive  r  r     —  x  x     =  — r — t-- 

rr  — XX  d  V* 


est  r :  y  : 


dv:  A  f  = 


y  d  V 


praetcrea  Tri- 


aAB 


Jam  vero  supponatur  valorem  x  hac  serie  ex- 
primi,  x=Av  +  Bv3^-CvS,  &c.  erit  d  x 
=  Ad  v-t-3  Bv»  d  v-|-5Cr4  dv,  &c 
etdx^=A2dv*-J.6ABv^dv^-f-9BBv4dvS 

-^  lOA  C  v4dvS  &C. 

etxx=A»v»4.2ABv4-}-BBv'',  . 

-f  2  A  C  V  «.  **^- 
underr — xx  =rr — A*  v^  —  2ABv4,  &c. 

etLlliil-=rr  A«-l-6rrABv*-{-9rr  BBv*, ; 

dv*  4-10r='ACv*,^«^' 

unde  hae  du»  series  aequales  sunt,  et  termino- 
rum  A,  B,  C,  &c.  valor  ex  comparatione  termi- 
norum  correspondentium  harum  serierum  erui- 
tur,  erit  ergo 

rr— A^v^— 2ABv4,  &c. 


angula  A  C  B,  a  A  f,  sunt  sirailia,  nam  ob 
angulum  rectum  f  A  C  angulus  f  A  a  est  com- 
plementum  anguli  C  A  B  sive  est  a;qualis  an- 
gulo  A  C  B,  anguli  vero  B  et  f  sunt  amb6 
lequales  ut  pote  recti,  est  ergo  C  B  :  B  A  = 

y  d  V     , 

A  f :  f  a,  sive  r;  «^  yy. —  rr  = :  d  y  et 


quadrando,  rr:  yy  —  rr  = 
d  y- 


r  r 


:  dy  ■ 


sive  r  4- 


=  y4_-rry^,  Fingatur  ergo 


=  rr  A  A-t-6  r  r  A  Bv2-t-9rrBBv4,  „  r  +  dy* 

+  10rrACv4,&c-    «^*  ^^2° -5!^— 


essey=A-j-Bv*-J-Cv3-J-DT  *,  &c. 
estdy=2Bvdv  +  4Cv3dv-f  6Dvidv,&c. 
etdy2=4B2v*dvi4.16BCv4dv* 
-U  16  C  ^'  v  <5  d  V  S  o 
4-24DBv«dv^      ' 
cty^=A»-^2ABv»  +  2ACv4,  ^j.^ 

-j-  B   B   v  4, 
ety4=A4-l.4A3Bv»-4-6A*B*v4,« 
4-4A3CV4,    "- 
r  4dy  * 


unde  erit  r  r  =  r  r  A  A,  ideoque  A  =  1. 

—  A*  v*=6rr  ABv^unde — l  =  6rrB 

—  1 

etB=- 

6  r  r 

—  2ABv4  =  9rrBBv4-^-iorrACv4, 

sive   substitutione    facta  et    terminis   per   v   4 

2  9 

divisis-4 =^-:r::- 1-  lOrr  A  C,  sive 

'6rr  36rr' 

.   ^  3 

lOrr  A  C= — 

3  6  r  r 

3  1 


=4r4B^v2-|-16r4BC 


v4.l.l6r4C«v<',  „ 
-f  24r4DBv'','^°' 


etC 


,  &c. 


10X36r4      2X3X4X5  r  4' 
unde  series  Av-{-Bv3  +  CvS,  &c.  =  x,  ad 

V  3  V  S 

hanc  redit  x  =  v r-l 

2  X  3  r  2^2X3X4X5r4 

&c.  quae  series  facUe  continuatur,  et  arcu  exis- 

tente  parvo  citissime  convergit. 

Lemma  II.  JDato  arcu  invenire  secantem. 
Sit  ut  prius  riidius  C  B,  r,  secans  qua;sita  C  A, 
y,  Tangens  B  A,  y'  y  y  —  r  r,  Arcus  datus 
B  E,  V,  ejus  fluxio  E  e,  d  v  ;  Ducatur  ex  centro 
secar.s  C  a,  proxima  propositw,  et  radio  C  A 
ceiitro  C,  describatur  arcus  a  f  erit  f  a  fluxio 
gecantis  quaesitu?  sive  d  y,  erunt  autem  arcus 
E  c  et  A  f  ut  corum  radii  C  E,   C  A   ideoque 


ety4  —  rry* 

=  A4.|.4A3Bv2  +  6  A^  B*v4, 

—  r^A^  —  2r2ABv2  +  4A3Cv4 

—  2  r  ^  A  C  V  4,  's^c. 

—  r  *    B  ^  V  4, 
Unde  collatis  terminis  correspondentibus  ha- 

rum  serieruTn  est  A  4  —  r  ^  A  ^  =  o,  idcoque 
A2=r*,  et  A  =  r;est4r4B»v^  = 
4  A3  B  V*  —  2r^  A  Bv^;  sive  divisis  om- 
nibus  tenninis  pcr  B  v  ^  et  posito  r  loco  A ; 
4r4B  =  4r3  —  2r3 

ideoque  est  B  = , 

^  2  r 

estl6r4BCv4=:6A  *B*v4  +4A3X 

Cv4_2r^A   Cv4_r»BBv4,  quae 

divisa  per  v  4  substitutisque  valoribus  A  et  B 

dant 

8r3C  =  f+4r3C  —  2  r^C  —  J  unde 

est  6  r  3  c  =  4  et  C  = —i—z,  &c. 

*  2  X3X  4r3     . 

Seiics  ergo  ad  secantis  valorem  cxpriinendum 

A  +  B  V  *  +  C  v  3,  &c.  in  hanc  vertitur  r  + 

V  *    .  5 v3  „       ^ 

TT"^2XgX  4r3'         QuffisaUsprompto 
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convergit  si  modo  arcus  v  sit  exiguus,  ut  isto  in  X  Q  R  •^ ;    Itaque  cum  in  bac  secunda  aequa- 

casu.  tione   radius  Q  E  sit  in  omni  anomalije  gradu 

His    positis,    invenientur    commode    partes  idem  aut  prope   idem,  et    anguli   sint   minimi 

linefB  T  E,  sive   sinus  secundse  OKjuationis,  ea  erunt  inter  se  quam    proximc  ut  eorum  sinus 

enim  constat  ex  difFerentia  inter  arcum  N  Q  et  T    E,     cumque    in     valore     T     E    quaiititas 

ei?«s  sinum  (dato  radio  O  B)  et  ex  differentia  2  O  H  3     , 

inter  eum  ipsum  arcum  N  Q  sumptum  ut  radium  ^  B~s    ^  constans,  sinus  illi  sunt  in  ter  se  ct 

in  angulo  f  O  E  et  iUiusanguli  secantan.  Q  R  3,  sed  Q  R  est  sinus  anomalis  excentn, 

ir.imum  ergo  differentia  uiter  arctim  N  Q  et  gt  in  eadem  prope  sunt  ratione  sinus  anomaliae 

ejus  sinum,  ex  prima  sene  mvenuur,  sit  enim  v  mediae,  hinc  istffi  jequationes  secunds  in  variis 

=  N  Qet  r=  O  B,  smus  arcus  N  Q  per  eam  anomaliae  medi»  gradibus  adhibenda;,  sunt  inter 

seriem  invenitur  N  Q  -  ^  J^7,\  ^,  &c.  et  ^  "»  <="bi  sinuum  anomalis  medi^.     Si  itaque 

2  X  -3  O  B  *  sumatur  anomalia  media  90.  graduum  ejus  si- 

omissis  reliquis   terminis   seriei,   hic  admodum  nus  est  ipse  Radius,  eritque  iilic  maxima  apqua- 

exiguis,  liquet  difFerentiam  inter  arcum  N  Q  et  tio,  quae  erit  ad  aliam  quamvis,  ut  cubus  Radii 


ejus 


sinum  esse  termmum 


N  Q 


qui 


2  X  3  O  B 

erat  in  ea  serie  ex  arcu  N  Q  tollendus  ut  obtine- 
retur  sinus. 


ad  cubum   sinus  anomaliae  media  ipsi  conv&« 

nientis  ut  statuit  Newtonus. 

Ut  vero  determinetur   haec   a^quatio  ubi  est 

maxima,  notandum  quod  si  in  foco  S  erigatiir 
usque  ad  EUipsim  ordinata  S  1  ea  erit 
asqualis  semi-!ateri  recto,  et  si  ducatur,  1  n 
ordinata  in  minorem  axem  erit  1  n  =  O  S 
sive  O  H,  et  D  n  erit  differentia  semi- 
lateris  recti  et  minoris  axis  quam  Newtonus 
vocat  D,  et  ex  natura  Ellipseos  erit  A  O  * 
sive  OB»:ln»(OH»)=OD»: 
D  n  X  n  ™  (si»e  D  X  n  m)  sed  n  m  est  fere 
axi  minori  2  O  LTitqualis,  ergo  erit  O  B  ^  : 
O  H2=0D^:  DX20DetOH» 

2  D  X  OB» 
—  quopositovalor  T  E  = 


O  D 
20H3 


Q  R  3  est  aequalis 


2  O  H  X  2  D 


Secundo,  ut  differentia  inter  radium  et  secan- 
tem  anguli  f  O  E  obtineatur,  loco  radii  r  in 
serie  superius  inventa  valor  radii  O  f  sive  N  Q 
est  substituendus,  et  loco  arcus  v,  valor  arcus 
|ui  mensurat  eum  angulum  et  qui  inventus  fuit 
_   NQ" 

~~o3 


in  hanc  abit  N  Q  -| 


ergo  senes  quae  secantem  exprimit 
NQ* 


-,  &c  re- 


2  O  B  =»  X  N  Q' 
liquis  terminis  ut  pote  minimis  omissis,  excessus 

NQ3 
secantis  super  radmm  est  ^  ,  qwjunctus 


S  O  B  S  ^ ""^  3  O  B  3  X  O  D 

X  Q  R  3  vel  quia  2   O   H  =   S  H  est 

TE-      ^PXSH 

^^-30B3X0D^^  •    ^ 

In    nonagesirtao   vero    gradu    anomalias 

mediae  linea  O  M  sive  O  E  in  axem  O  B 

cadit  et  Q  T  cui  fere  aequalis  est    Q  E 

coincidit  cum  Q  R,  unde  Q  E  pro   Q   R 

sumi  potest,    et    prasterea    Q  R   nonnihil 

excedit  lineam  S  d  sive  axem  minorem,    D  O, 

cum  non  nihil   citra  focum  cadat,  minor  tamea 

est  radio  O  B,  uude  QR^proOBxOD 

satis  accurate  sumi  potest,  sicque  valor  T  E  = 

2   D   X    S  H     _    „       . 

3  O  B  3  X   O    D^  ^  '  '"  ^^"«^  ^'^  T  E 

2DXSH^^       .r.,. 
=  — _  ^  ,,  , —  Q  E,  sed  Radius  est  ad  sinunf. 
3  \j  a 

aequationis  maximas  secundae  ut   Q  E  ad  T  E 

2  D  X  S  H  _  ^,^, ..  ^„,2DXSH 


(sive  — — 


XQ'E)etQEad: 


Q  g  j     „  ^     ,    -  -^-   -    3  0^2 
Q  E  sicut  3  0B^,ad2DXSH,  ergo  ajquatio 
ciun  excessu  arcus  super  sinum  superius  invento     secunda   maxima  invenietur  dicendo  ut  triplum 


NQ3  4NQ- 

^  „   ■    efncit    summam — , 

2X50B*  2X3UB^ 

.      2NQ3  . 

sive  ■  _  ^  pro  valore  smus  aequationis  secun- 

dae ;  sed  est  (369)  ut  Radius  O  B  ad  Q  R  ita 
S  H  sive  O  H  ad  S  F  sive  N  Q,  ergo  N  Q  = 
OH        ^„        2NQ3         _  20H3 

X  Q  R  et  — ~V  =  T  E  =^^_ 


O  B 


30  B  -^ 


3  0  Bi 


Quadrati  semi-axis  majoris  ad  duplum  rectan- 
gulum  sub  umbilicorum  distantia  S  H  et  diffe- 
rentia  D  semi-axis  minoris  et  semi-lateris  recu, 
ita  radius  ad  sinum  secundae  aequationis  ubi 
est  maxima,  et  ea  data  reliquaj  invenientur 
dicendo  ut  cubus  radii  ad  cubum  sinus  anoma- 
lias  mediae  propositae  ita  haec  maxima  aequatio, 
ad  qujesitam.     Q    e.  d. 

389.   Annihilatur  priraa  aequatio  in  9a  gradu 
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ano.nalioe  modiae  et  in  primo,  negativa  fit  in 
secundo  quadrante,  positiva  in  textio,  nega- 
tiva  iterum  in  quarto. 

Etenim  in  90.  gradu  anomalia?  mediae  O  M 
coincidit  cura  O  H  ex  constructione,  sicque 
linea  f  H,  non  amplius  secat  lineam  O  M  in 
E,  evanescit  itaque  M  E  sinus  primae  .3iqua- 
tionis. 

Excedat  vero  anomalia  media  90.  fiat- 
que  alia  figura  secundum  constructionem  a 
nobis  indicatam,  sit  locus  verus  planetae  P, 
describatur  circulus  B  Q,  N  A,  in  mag- 
num  axem  B  A,  sitque  P  R  perpendicu- 
laris  a  loco  planetae  in  axem  ducta,  quae 
producta  secet  circulum  B  Q,  N  A  in  Q, 
ducatur  Q  O,  in  quam  ex  sole  S,  duca- 
tur  perpendiculum  S  F,  cui  aequalis  suma- 
tur  arcus  Q  N,  erit  N  O  B  anomalia 
media,  ducatur  in  lineara  O  N  perpen- 
dicularis  O  M  quse  terminetur  in  M  per 
perpendiculum  a  foco  altero  H  ductum, 
erit  ergo  M  H  parallela  O  N  et  M  H  B 
aequalis  anomalii»  medire,  ex  H  duca- 
tur  ad  Pianetam  linea  H  P,  crit  ergo  an- 
gulus  M  H  P  angulus  anomali£e  mediffl 
addendus  ut  prodeat  motus  medius  aequa- 
tus  P  H  B,  fiat  etiam  super  O  H  tri- 
angulum  O  f  H  simile  et  aequale  triangu- 
lo  S  F  O,  et  producatur  H  f  donec  secet 
in  E  lineam  O  M  productam ;  Ducatur 
ex  Q  ad  T  Unea  Q  T,  parallela  lineae  N  O 


In  tertio  quadrante  hiK^  eadem  figura  deor- 
sura  convertatur  sub  axe  A  B,  liquebitque  an- 
guliun  M  H  B  seu  anomaliam  mediam,  quae 
hic  1 80°  gradus  superat,  angulo  M  H  P  sive 
angulo  C  esse  minuendam  ut  habcatur  anoraalia 
aequata  P  H  B,  ideoque  cum  sit  C  =  E  Q  T 
—  K  secunda  aequatio  E  Q  T  substractive  smni 
debcbit,  et  prima  K  additive. 


D 


:n 


/jO-- i        ^^^^^ 

L^Am 

Q. 


^ 


(B 


ideoque  etiam  parallcla  lineae  M  H,  et  erit 
O  T  aequalis  Q  G  sinui  arcus  Q  N.  -Ducatur 
etiam  linea  P  M  quse  producta  secabit  in  C  li- 
ueam  Q  T  productam  et  angulus  C  erit  aequalis 
angulo  H  M  C,  qui  erit  a-qualis  angulis  M  H 
P  et  M  P  H  (per  32.  1"'.  Elem.)  sed  ob  exi- 
guitatem  lineas  M  H  respectu   M  P,  omittitur     mura  quadrati  axis  A  B,  per  tabulas, 


In  ultimo  denique  quadrante  in- 
vettatur  figura  prima,  liquebit  ex 
anomalia  media  I  H  B ;  seu  H  M  P, 
detrahendum  esse  angulum  I  H  P, 
seu  H  M  P,  sive  angulum  C  ip- 
si  ffiqualem,  ut  prodeat  motus  me- 
dius  requatus,  scd  angulus  C  est 
sumnia  utriusque  partis  asquationis, 
nempe  anguli  K,  et  anguli  K  Q  C 
sive  r  Q  E,  ergo  in  ultimo  quad- 
rante  utraque  aequatio  ncgative  as- 
sumitur. 

390.  Exeraplum  sit  in  orbe  Martis 
A  D  B,  qui  omniura,  si  orbem  Mer- 
curiiexcipias,  est  maxime  excentricus. 
Excentricitas  6  O,  sitpartium  141.  et  semiaxis 
major  =  1523.  69.  erit  semiaxis  minor  O  D 
=  1516.  93.  semilatus  rectum  seu  ^  L  = 
1510.  1S4.  difFerentia  inter  semiaxem  raino- 
rem  et  semilatus  rectum  :|  L,  =  6.  746.  =  D. 
Differentia  inter  logarithmum  radii  et  logaritli- 


angulus  M  P  H,  et  angulus  H  M  C,  sive  an 
gulus  C,  pro  angulo  M  H  P  a?quatione  motus 
raedii  assumitur  ;  Denique  ex  E  per  Q  ducatur 
linea  E  Q  K  quae  lineam  P  M  C  secabit  in  K 
erit  angulus  E  Q  T  aequalis  angulis  K  et  C  : 
(per  52.  I.  Elem.)  ergo  si  cx  angulo  E  Q  T 
subtrahatur  angulus  K  remanebit  anguhis  C, 
■ive  aequatio  quacsita,  est  vero  angulus  E  Q  T 
secunda  aequatio  et  anguUis  K  sive  E  K  M  jiri- 
ma,  ut  liquet  ex  constructione,  ergo  in  secundo 
quadrante  prima  sequationis  pars  bubstrahi  debet 
idvc  negative  &umi,  secunda  vero  posiUva  rema- 
net. 


jeHt  -•=  3.  052136".   62. 

Log.  A    O  -|-  O  D  =  3.  5097621.   36. 
Log.        D  =  0.  7580591.  75. 

Summa  =  7-  0999380.  73. 
aequaUs  logarithmo  sinus  anguU  Y,  per  primam 
proportionem    Newtoni,    atque   hinc   in  tabuUs 
invenietur  angulus  Y,  minutorum  primorum  4', 
secundorum  21.  14' 

Differentia  inter  )ogaritUmum  radii  et   loga- 
rithmum  facti  3  A  O  ^, 

erit=  3.  1570755.  62. 

Log.  facti  2  S  H  X  D  =  3.  5093282.  75. 

Summa=  6.  006'iU3fJ'.  57. 
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«equalis  logarithmo  sinus  anguli  Z,  qui  per  tabu- 
las  invenitur  esse  minutoruni  secundorum  100. 
39".  Inventis  jam  asquationibus  maximis  Y  -J- 
Z,  anguli  V,  et  X,  pro  quolibet  anomaliae  me- 
diae  gradu  facile  reperiuntur  v,  gr.  pro  45°. 
Est  enim  Log.  anguli  Z  =    2.  0016853.  46. 

Log.  cubi  sinus  45°.  =  29.  54B4550. 

horum  summa  =  31.  5301403.  46. 

Ex  hac  summa  detrahe  logarithmum  cubi  ra- 
dii  30.  0000000  ;  residuum  1.  5501403.  46.  erit 
logarithmus  sinus  anguli  X,  qui  per  tabulas  in- 
Yenietur  esse  minutorum  secundorum  35.  4i". 
Quare  cum  in  45°.  anomaliae  gradu  angulus  V, 
sequalis  sit  angulo  Y,  erit  motus  medius  Eequa- 
tus,  seu  angulus  P  H  B,  =  45°,  4',  56.  55". 

Jam  vero  ut  inveniatur  anomalia  vera,  seu 
angulus  P  S  B,  dato  angulo  P  H  B,  produca- 
tur  H  P  ad  Q  ut  sit  P  Q  =  S  P,  et  erit  H  Q 
=  A  B,  ex  natura  ellipseos,  atque  angulus 
P  H  B,  aequalis  summse  angulorum  Q  S  H, 
S  Q,  H  ;  quare  semisumma  laterum  S  H,  H  Q, 
est  ad  eorum  semidifferentiam,  hoc  est,  A  O  -^ 
S  O,  ad  A  O  —  S  O,  ut  tangens  dimidii  anguli 
P  H  B,  ad  tangentem  semidifferenti»  angulo- 
rum  Q  S  H,  S  Q  H. 

Log.  tang.  i  P  H  B  =    9.  6181066.  717. 
3.  1407247.     98. 


=  Log.  tang.  Ang.  iQSH—  iSQH. 
Unde  invenietur  iQSH  —  iSQH=19°. 
1',  35.  5"  ;  et  hinc  anomalia  vera  =  Q  S  H  — 
S  Q  H  (sive  — •  Q  S  P)  =  38°.  3'  11",  quam 


Log.  A  O  —  S 
horum  summa 


O 


=  12. 

Log.   A  O  -f-  S  O  =    ^- 
Differentia  —    ^ 


7588314.  698. 
2212068.  41." 
5376246.  246. 


proxim^ ;  Nam  si  ex  dat3  h3c  anomalia  vcrft, 
quffiratur  (371)  anomalia  media,  invenictur  esse 
45°,  graduum  quam  proxime. 


Vot.  T. 
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SECTIO  VII. 

De  corporum  ascensu  et  descensu  rectiUneo, 

PROPOSITIO  XXXIL    PROBLEMA  XXIV. 

Posito  quodvis  centripeta  sit  reciproce  proportionalis  quadrato  distantia  lo^ 
corum  a  centro,  spatia  definire  quce  corpus  rectd  cadendo  datis  temporilnis 
describit. 


Cas.  1.  Si  corpus  non  cadit  perpendicula- 
ritec,  describet  id  (per  Corol.  1.  Prop.  XIII.) 
sectionem  aliquam  conicam  cujus  umbilicus 
confruit  cum  centro   virium.     Sit  sectio  illa 

o 

conica  A  R  P  B  et  umbilicus  ejus  S.     Et  pri- 

mo  si  figura  ellipsis  est;  super  hujus  axe  ma- 

jore  A  B  describatur  semicirculus  A  D  B,  et 

per  corpus   decidens   transeat  recta  D  P  C 

perpendicularis  ad  axem ;  actisque  D  S,  P  S 

erit   area  A  S  D   areae   A  S  P,  atque   ideo 

etiam  tempori  proportionalis.     Manente  axe 

A  B  minuatur  perpetuo  latitudo  ellipseos,  et 

semper  manebit  area  A  S  D  tempori  propor- 

tionalis.  (')  Minuatur  latitudo  illa  in  infini- 

tum :  et  orbe  A  P  B  jam  coincidente  cum  axe  A  B  et  umbilico  S  cum 

axis  tennino  B,  descendet  corpus  in  recta  A  C,  et  area  A  B  D  evadet 

tempori   proportionalis.     Dabitur  itaque  spatium  A  C,  quod  corpus  de 


(*)  391.  Lemma.  Si  sectionis  conicae  latus 
rectum  ad  axem  transversum  pertinens  perpetuo 
minuatur,  et  tandem  evanescat,  manente  sectio- 
nis  axe  transverso,  omnes  ad  axem  ordinataa 
peipetuo  minuuntur  et  tandem  evanescunt,  ac 
perimeter  sectionis  cum  axe  et  umbilici  cum  axis 
verticibus  coincidunt.  Est  enim,  (ex  conic.) 
ordinatae  cujusvis  quadratum  ad  rectangulum 
abscissarum  in  ratione  data  lateris  recti  ad  axem 
transversum;  quare  si  maneiite  axe  transverso  ; 
adeoq.  et  abscissarum  rectangulo,  latus  rec- 
tum  perpeKio  minuatur  ac  tandem  cvancscat, 
ordinatie  quadratum  adeoque  et  ordinata  ipsa 
pcrpetuo  minuitur  et  tandem  evancscit,  et  pcri- 


meter  "sectionis  conica;  cum  axe  coincidit.  Por- 
ro  ordinata  per  umbilicum  sequalis  est  dimidio 
lateri  recto  (Vid.  sup.  in  Conicis,  Theor.  III. 
de  Hyperbola  et  de  Ellipsi  et  Cor.  I.  Theor.  I. 
de  Parab.)  adeoque  quadratum  dimidii  lateris 
recti  est  ad  rectangulum  ex  distantiis  umbilici 
a  verticibus,  ut  latus  rcctum  ad  axem  trans- 
versum,  unde  rectangulum  sub  quarta  parte 
lateris  recti  et  axe  tr^nsverso  asquatur  rectan- 
gulo  ex  distantiis  umbiiici  a  verticibus  ;  quare 
evanescente  latere  recto  et  manente  axe  trans- 
verso,  rectangulum  sub  distantiis  umbilici  a  vcr- 
ticibus  nullum  fit,  et  umbilicus  cum  proximo 
vertice  coincidiu 
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loco  A  perpendiculariter  cadendo  tempcre  dato  describit,  si  modo  tem- 
pori  proportionalis  capiatur  area  A  B  D,  et  a  puncto  D  ad  rectam  A  B 
demittatur  pei-pendicularis  D  C  C).     Q.  e.  i. 

Cas.  2.  Si  figura  illa  R  P  B  hyperbola  est,  describatur   ad  eandem 
diametrum  principalem  A  B  hyperbola  rec- 
tangula  B  E  D  :  et  (^)  quoniam  areae  C  S  P, 
C  B  f  P,  S  Pf  B   sunt   ad   areas   C  S   T>,  q 
C   B   E  D,    S  D  E  B,    singidge    ad   sin- 
gulas,    in   data    ratione    altitudinum     C    P, 
C  D;    et  area  S  P  f  B  proportionalis    est  S 
tempori  quo  corpus  P  movebitur  per   arcum  B 
P  f  B ;  erit  etiam  area  S  D  E  B  eidem  tem- 
pori  proportionalis.     Minuatur  latus  rectum 
hyperbolae  R  P  B  in  infinitum  manente  latere 
transverso,    et  coibit  arcus    P  B  cum   recta 
C  B  et  umbilicus  S  cum  vertice  B  et  recta 
S  D  cum  recta  B  D.    Proinde  area  B  D  E  B 
proportionalis  erit    tempori    quo    corpus    C 
recto     descensu    describit     lineam      C    B. 
Q.  e.  i. 

Cas.  3.  C^)  Et  simili  argumento  si  figura 
R  P  B  parabola  est,  et  eodem  vertice  prin- 
cipali  B  describatur  alia  parabola  B  E  D>  ^ 
quae  semper  maneat  data,  interea  dum  para- 
bola  prior,  in    cujus   perimetro   corpus    P 
movetur,    diminuto  et   in   nihilum   redacto 
ejus  latere  recto,  conveniat  cum  linea  C  B  > 
fiet   segmentum    paraboUcum   B    D  E    B  ^ 
proportionale  tempori  quo  corpus  illud   P  -gL; 
vel   C    descendet    ad   centrum    S  vel    B. 
Q.  e.  i. 

(f)    392.    Perpendicularis    D    C     Quoniam  dines  C  P,  C  D  (374)\in(le  5°.  divisim  C  B  f  P 

area  A  B  D,  semper  proportionalis  est  tempor»  — CSPadCBED  —  CSD,   hoc  est, 

quo  corpus  ex  puncto  A  per  rectam  A  C  cadit,  sector  S  P  f  B  ad  sectorem  S  D  E  B  ut  C  P 

erit  totius  semicirculi   area  A  D  E  B,  propor-  ad  C  D. 

tionalis  tempori  quo  corpus   idem  cadendo  per-  (•>)  3&4.  SiniUi  argvmenlo.    In  Paraboli  1°. 

currit  lineam    A  B,  et   divisim   area  segmenti  C  S  P  :  C  S  D  =  C   P  :  C   D.    2°.  sit  latus 

B  D  E  B,  proportionalis  tempori  quo   corpus  rectum  Parabolae  B  f  P  =  1,  latus  rectum  Pa- 

ex  A,  cadendo  percurrit  lineam   C  B.  rabolae   B  E  D  =  L,  erit,  ex  natura  Vat^o- 

(6)  593.    Quoniam  arece.     Nam  1°.  triangula  la;CP*=lXCBet  CD*=LxCB, 

C  S  P,  C  S  D  quorum  est  basis  communis  C  S,  adeoque   C   P  :  C  D  =  V  1 :  V  L,  hoc  est, 

sunt  ut  altitudines  C  P,  C  D.  2°.  areas  hyperbo-  in  ratione  data,  ergo  area   C    B    ^     P  est  ad 

iicje  CBfP,  CBE  D  sunt  ut  eaedem  altitu-  aream  C  B  E  D,  in  eadem  ratione  data  C  P  ad 
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PROPOSITIO  XXXIII.    THEOREMA  IX. 

Positisjam  inventis, .  dico  quod  corporis  cadentis  velocitas  in  loco  quovis  C 
est  ad  velocitatem  corporis  centro  B  intervallo  B  C  circulum  descrihentis, 
in  subdtiplicatd  ratione  quam  A  C  distantia  corporis  a  circuli  vel  hyperholcs 
rectangulcB  vertice  idteriore  A,  hahet  ad  Jigurce  semidiametrum  principa- 


Bisecetur  A  B,  communis  utriusque  figurae  R  P  B,  D  E  B  diameter, 
in  O  ;  et  agatur  recla  P  T,  quae  tangat  figuram  R  P  B  in  P,  atque  etiam 


T 


O 


A 


secet  communem  illam  diametrimi  A  B  (si  opus  est  productam)   in  T ; 
sitque  S  Y  ad  hanc  rectam,  et  B  Q  ad  hanc  diametrum  perpendicularis, 


C  D ;  Quar^  3°.  divisim  SPfB:SDE  B 
=  C  P  :  C  D.  Caetera  se  habent  ut  in  demon- 
(trationc  casus  secundi. 

395.  SchoUum.  Corporis  per  rectam  C  S,  ad 
centrum  S,  cadentis  velocitas  in  loco  quovis  C, 
est  ad  vclocitatem  coqioris  alterius  ad  eandem  a 


centro  distantiam  circulum  describentis,  vel  in 
ratione  minore  quam  .^  2,  ad  1,  vel  in  ratione 
majore  aut  in  ea  ipsa  ratione.  In  1°.  casu  recta 
S  C,  usurpanda  est  pro  ellipsi  latitudinis  evane- 
sccntis ;  in  2°.  casu,  recta  S  C,  est  hyperbola 
cujus  latus  rectum  evanescit ;  in  5°.  casu,  recta 
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atque  figurae  R  P  B  latus  rectum  ponatur  L.  Constat  per  Corol.  IX. 
Prop.  XVI.  quod  corporis  in  linea  R  P  B  circa  centrum  S  moventis  ve- 
locitas  in  loco  quovis  P  sit  ad  velocitatem  corporis  intervallo  S  P  circa 
idem  centrum  circulum  describentis  in  subduplicata  ratione  rectanguli 
^L  X  SPadSY  quadratum.    Est  autem  ex  conicis  A  C  B  ad  C  P  q  ut 

2  C  Pa  X  A  O 

2  A  O  ad  L,  ideoque ^      aequale  L.     Ergo  velocitates  iUas 

A  C  B 

sunt  ad  inviceih  in  subduplicata  ratione    C:  P  q  X  A  0_X  S  P  ^^  g  y 

A  C  B 
quad.  (')  Porro  ex  conicis  est  C  O  ad  B  O  ut  B  O  ad  T  O,  et  composite 
vel  divisim  ut  C  B  ad  B  T.     Unde  vel  dividendo  vel  componendo  fit  B  O 
—  vel  +  C  O  ad  B  O  ut  C  T  ad  B  T,  id  est,  A  C  ad  A  O  ut  C  P  ad 
B  Q  ;    indeque  CP  g  X  A  O  X_^  ^  ^^^  B_QclXAC_x^ 

^'  ^  ACB  ^  AOxBC 

Minuaturjamininfinitum  figurae  R  P  B  latitudo  C  P,  sic  ut  punctum  P 
coeat  cum  puncto  C,  punctumque  S  cum  puncto  B,  et  linea  S  P  cum  linea 
B  C,  lineaque  S  Y  cum  linea  B  Q ;  et  corporis  jam  recta  descendentis  in 
linea  C  B  velocitas  fiet  ad  velocitatem  corporis  centro  B  intervallo  B  C 

circulum  describentis ;  in  subduplicata  ratione  ipsius  ^^  ^  ^" 

AO  X  B  C 

ad  S  Y  q,  hoc  est  (neglectis  aequalitatis  rationibus  SPadBCetBQq 

ad  S  Y  q)  in  subduplicata  ratione  A  C  ad  A  O  sive  ^  A  B.     Q.  e.  d. 

Corol.  1.  Punctis  B  et  S  co*euntibus,  fit  T  C  ad  T  S  ut  A  C  ad  A  O. 

Corol.  2.  (^)  Corpus  ad  datam  a  centro  distantiam  in  circulo  quovis 
revolvens,  motu  suo  sursum  verso  asecndet  ad  duplam  suam  a  centro 
distantiara. 

S    C,    est  paTabola  lateris  recti    evanescentis.  AO  =  CP:BQ    etCP=  "  Q  X  A  C 
Hjbc  omnia  patent  ex  Coroll.  7°.  Prop.  XVI.  '  '  A  O       ' 

C)  396.   Porrb  ex  conicis.  (Vid.  Lem.  V.  de  ac    C    P    »  =  — -J^  *    X    A    C  ^    indeaiio 

Conicis,Cor.2.)estTO:  AO=AO:CO  ^^^        ^^       ^  ^  ^O  ^  ,naeq«e 

et  quia  A  O  =  B  O,  invertendo  et  permutan-  C  P  ^  X  A  O  X  S  PB  Q  ^  X  A  C  X  S  P 
do  est  C  O  :  B  O  =  B  O  :  T  O  et  in  Ellipsi  ACxCB  AOXCB 

composite    C  O  :  B  O  =  C   B   (seu   C  O   +         (^)  397.  Corpus  ad  datam.     Si  fuerit  B  E  D 

B  O)  :  B  T  (seu  B  O  -f-  T  O)  ;    et  in  hyper-  circulus,  et  punctum  C   coincidat   cum   puncto 

bola  divisim,  C  O  :  B  O  =  C  B   (seu  C  O  —  O,  erit  A  C  =  A  O  =  ■§  A  B,  adeoque  velo- 

B  O)  :    B  T   (seu  B   O  —  T  O)  ;    Quare  in  citas   per  radium    A   O  cadendo   acquisita   est 

utraque   sectione,    C  0:BO=CB:BT.  aequalis  velocitati  corporis  centro  B   intervaUo 

Unde  in  ellipsi  dividendo  fit  A  C,  seu  BO—  BO=AO  drculum   describentis.     Unde  si 

C  O,  aut   AO  —   CO:BO=   CT,    seu  corpus  illud,  ad  datam  a  centro  distantiam  B  O 

B  T  —  C  B  :  B  T,  et  in  hyperbola,  componen-  in  circulo  revolvens,  sursum   per  O  A,  projicia- 

do  A  C  seu   CO-j-BO:BO  =  CT  seu  tur  cum  ea    velocitate   qua   circulum  describit, 

C  B  -]-  B  T  :  B  T ;  adeoque   in   utraque  sec-  seu  quam  per  A  O  cadendo  acquisivit,  ascendet 

tionc  A  C  :  B  O  scu  A  O  =  C  T  ;  B  T.   Sed  ad  punctum  A,  per  spatium   O  A  (25)  seu  ad 

propter  similitudinem    triangulorum    T    C  P,  duplam  suam   a   centro   B  distantiara  B  A  = 

TBQ,CT:BT  =  CP:BQ,  crgo  A  C  :  2  B  O. 
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PROPOSITIO  XXXIV.    THEOREMA  X 

Sijigura  B  E  D  parahola  esi, 
dico  quod  corporis  cadentis 
velocitas  in  loco  quovis  C  ce- 
qualis  est  vclocitati  qud  cor- 
pus  centro  B  dimidio  inter- 
valli  sui  B  C  ciradum  uni- 
formiter  describere  potest. 

Nam  corporis  parabolam 
R  P  B  circa  centrum  S  de- 
scribentis  velocitas  in  loco 
quovis  P  (per  Corol.  VII. 
Pi;op.  XVI.)  aequalis  est  velo- 
citati  corporis  diraidio  inter- 
valli  S  P  circulum  circa  idem  centrum  S  uniformiter  describentis.  •  Mi- 
nuatur  parabolae  latitudo  C  P  in  infinitum  eo,  ut  arcus  parabolicus  P  f  B 
cum  recta  C  B,  centrum  S  cum  vertice  B,  et  intervallum  S  P  cum  inter- 
vallo  B  C  coincidat,  et  constabit  propositio.     Q.  e.  d. 

PROPOSITIO  XXXV.     THEOREMA  XL 

lisdem  positis,  dico  quod  areajtgurcjc  D  E  S,  radio  indefinito  S  D  descripta, 
cequalis  sit  arece  quam  corpus,  radio  dimidium  lateris  recti  JHgurce  D  E  S 
(Equante,  circa  ccntrum  S  uniformiter  gyrando,  codem  tempore  dcscribcre 
potest. 
Nam  concipe  corpus  C  quam  minima  temporis  particula  lineolam  C  c 


398.  CoroL  1.  Velocitas  in  puncto  quo-       

vis  C,   est  ad  velocitatem  in  alio  puncto    A 
c,  in  ratione  subduplicata  rectanguli  A  C 
X   B  C,  ad  rectangulum  A  c  X  B  c.    C-  - 
Nam  velocitas  in  C,  est  ad  velocitatem 
corporis  intervallo  B  C  circuluni  descri- 
bentis  ut  -v/    A.  C  ad  y'  ^  A   13,  (per    Q-- 
haiicce    Prop.);    velocitas    corporis   in- 
tervalio    B  C   circulum  descrihentis  est 
ad   velocitatem   corporis  intervallq    B  c 
circulum     describentis,      (per    Cor.     6. 
Prop.  IV.)  reciproce  in  ratione  subdu-    g 
plicata  radiorum,  hoc  est,  ut  y'  B  c  ad 
i^  B  C  ;  denique  velocitas  corporis  in- 
tervallo  B  c  circulum  describentis  est  ad 
vclocitatem  in  c  corporis  ex   A  cadentis 
xit  \/  \  A  B  nd  \/  Ac  (per  hanc  Pro-    J^ 
positioncm) ;    ergo    (per   compositionem 
raliuiium)  cst  velocitas  in  C  ad  yclocitatem  in 


c,  in  ratione  composita  ex  ratione  y*  A  C  ad 
y'  i  A  B,  ratione  y^  B  c  ad  -v/  B  C,  et  ratione 
a/  a  A  B  ad  v'  A  c,  sive  ut-v^ACX-v/Bc 
ad  \/  A  c  X  V  B  C,  hoc  est,  in  rationo  sub- 
duplicata  rectanguli  A  C  X  B  c  ad  rectangulum 
A  c  X  B  C.     Q.  e.  d. 

399.  Corol.  2.  Si  fuerit  B  f  P  jjarabola, 
corporis  in  ea  moti  velocitas  in  loco  quovis  P, 
erit  ad  veiocitatem  corporis  ad  distantiam  S  P, 
circulum  describentis  in  ratione  ^  2,  ad  1  ;  si 
fit  ellipsis  in  minori  ratione,  in  majori  vero  si 
fnerit  hyperbola  (per  Cor.  7.  Prop.  XVI.)  et 
latitudine  orbis  imminuta  in  infinitum  ut  coinci- 
dat  B  f  P  cum  axe  B  C,  erit  corporis  cadentis 
velocitas  in  loco  quovis  C  ad  velocitatem  cor- 
poris  ad  distantiam  B  C  circulum  describcntis 
iit  -v/  2  ad  I.  adeuque  AC:^AB  =  2:lin 
2°.  casu  ratio  A  C,  ad  ^  A  B,  minor  crit 
quam  ralio  2  ad  1 ;  in  5".  casu  major,  et  coiitru. 
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cadendo  describere>  et  interea  corpus  aliud  K,  uniformiter  in  circulo 
O  K  k  circa  centrura  S  gyrando,  arcum  K  k  describere.  Erigantur  per- 
AP 

x-Th ^ 


V 


pendicula  C  D,  c  d  occurrentia  figurae  D  E  S  in  D,  d.  Jungantur  S  D, 
S  d,  S  K,  S  k  et  ducatur  D  d  axi  A  S  occurrens  in  T,  et  ad  eam  de- 
mittatur  perpendiculum  S  Y. 

Cas.  1.  Jam  si  figura  D  E  S  clrcukis  est  vel  In^perbola  rectangula, 
bisecetur  ejus  transversa  diameter  A  S  in  O,  et  erit  S  O  dimidium  la- 
teris  recti.  (')  Et  quoniam  est  T  C  ad  T  D  ut  C  c  ad  D  d,  et  (") 
T  D  ad  T  S  ut  C  D  ad  S  Y,  erit  ex  ffiquo  T  C  ad  T  S  ut  C  D  X 
C  c  ad  S  Y  X  D  d.  Sed  (per  Corol.  1.  Prop.  XXXIII.)  («*)  est  T  C 
ad  T  S  ut  A  C  ad  A  O,  puta  si  in  eoitu  punctorum  D,  d  capiantur  li- 
nearum  rationes  ultimae.  Ergo  A  C  est  ad  A  O  seu  SKutCD  X  Cc 
ad  S  Y  X  D  d.  Porro  corporis  descendentis  velocitas  in  C  est  ad  veloci- 
tatem  corporis  circulum  intervallo  S  C  circa  centrum  S  describentis  in  sub- 
duplicata  ratione  A  C  ad  A  O  vel  S  K  (per  Prop.  XXXIII.)  Et  haec  velo- 
citas  ad  velocitatem  corpoi'is  describentis  circulum  O  K  k  in  subduplicata 
ratione  S  K  ad  S  C  (per  Corol.  VI.  Prop.  IV.)  et  ex  aequo  velocitas  prima 
ad  ultimam,hoc  est  lineola  C  c  ad  arcum  K  k  in  subduplicata  ratione  A  C  ad 
S  C,  C)  id  est  in  ratione  A  C  ad  C  D.  Quare  est  C  D  X  C  c  osquale  A  C 
X    K  k,  et  (P)  propterea    ACadSKutAC    xKkadSYx 


(')  *  Et  quoniam  est  T  C  ad  T  D  ut  C  c  ad 
D  d.  Quia  in  Triangulo  T  C  D,  est  c  d  pa- 
rallela  basi  C  D,  ideoque  T  C  :  T  D  ut  partes 
correspondentes  C  c,  D  d. 

(")  •  Et  T  DadTSut  C  Dad  S  Y.  Sunt 
enim  propter  angulos  Y,  et  C,  rectos  et  angulum 
T,  coromunem,  triangula  T  C  D,  T  S  Y,  similia. 

(°)  •  Est  T  C  :  T  S.  Nam  punctis  D,  d, 
coeuntibus,  fit  T  D,  tangens  ;  adeoque  (396.) 
TC:TS=AC:AO. 
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(**)  *  In  ratione  J  C  ad  S  C,  id  esl  in  ratione 
A  C  ad  C  D.  Est  enim  S  E  D,  circulus,  vel 
hyperbola  jequilatera  cujus  vertices  S  et  A,  sed 
in  circulo  et  hyperbola  seqiulatera  ob  axium 
aqualifatem  est  C  D  ^  =  A  C  X  S  C,  et 
proinde  AC:CD=CD:SC,  et  hinc  A  C 
ad  C  D,  in  rattone  subduplicata  A  C  ad  S  C. 

C)  •  Et  propterea.  Nam  ex  superius  de- 
monstratis  A  C:SK=CDXCc:SY 
X  Dd. 
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D  d,  indeque  S  K  X  K  k  «quale  SYX  Dd,  et^SK  X  Kk  aequale 
^  S  Y  X  D  d,  id  est  area  K  S  k  aequalis  areae  S  D  d.    Singulis  igitur 
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temporis  particulis  generantur  arearum  duarum  particulae  KSk,  et  SDd, 
quae,  si  magnitudo  earum  minuatur  et  numerus  augeatur  in  infinitum, 
rationem  obtinent  aequalitatis,  et  propterea  (per  Corollarium  Lemmatis 
IV.)  areae  totae  simul  genitae  sunt  semper  aequales.     Q.  e.  d. 

Cas.  2.  Quod  si  figura  D  E  S  para- 
bola  sit,  invenietur  esse  ut  supra  C  D  X 
'C  c  ad  S  Y  X  D  d  ut  T  C  ad  T  S,  hoc 
(1)  est  ut  2  ad  1,  ideoque  |  C  D  X  C  c  ,  /* 
aequale  esse  ^  S  Y  X  D  d.  Sed  corporis  / 
cadentis  velocitas  in  C  aequalis  est  veloci-  \ 
tati  qua  circulus  intervallo  ^  S  C  unifor-  • 
miter  describi  possit(per  Prop.  XXXIV.)  \ 
Et  hasc  velocitas  ad  velocitatem  qua  cir- 
culus  radio  S  K  describi  possit,  hoc  est, 
lineola  C  c  ad  arcmn  K  k  (per  Corol.  VI. 
Prop.  IV.)  est  in  subduplicata  ratione  S  K  ad  ^  S  C,  id  (')  est,  in  ratione 
S  K  ad  I  C  D.  Quare  est  J  S  K  X  K  k  aequale  ^  C  D  X  C  c,  ideoque  sequale 
^  S  Y  X  D  d,  hoc  est,  area  K  S  k  aequaHs  areae  S  D  d,  ut  supra.    Q.  e.  d. 


S 


D/ 
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C)  •  Hoc  est  ut2adl.  Cum  enim  sit  T  D 
tangens,  C  D  ordinata,  S  C  abscissa,  est  ex 
natura  Parabolse  T  S  =  S  C,  adeoque  T  C  : 
T  8=2:1. 

(')  •  Id  est  in  ratione  S  K,  ad\  C  D.  Nara 
(ex  hyp. )  S  K,  sequalis  est  dimidio  lateri  recto, 
quare  ex  natura  parabolae  2  S  K  X  S  C  = 
CD»;  etiSCxS  K  =  iCD^.     Unde 


S  K  :  i  C  D  =  i  C  D  :  i  S  C,  et  hinc  S  K, 
ad  ■§  C  D  in  ratione  subduplicata  S  K  ad  •§  S  C. 
400.  Corol.  1.  Si  fuerit  S  E  D  circulus 
cujus  diameter  S  A,  corpus  ex  loco  A  demis- 
sum  et  sola  vi  centripeta  soUicitatum  ctdendo 
percurrct  totam  diametnim  A  S,  eodem  tem- 
pore,  quo  corpus  aliud  ad  dimidiam  distantiam 
S  O,  describet  semicirculum   O    K   H  j  sunt 
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PROPOSITIO  XXXVI.     PROBLEMA  XXV. 


Corporis  de  loco  dato  A  cadentis  determinare  tempora    ■"- 
descensus. 

Super  diametro  A  S  distantia  corporis  a  centro  sub 
initio,  describe  semicirculum  A  D  S,  ut  et  huic  sequa- 
lem  semicirculum  O  K  H  circa  centrum  S.  De  cor- 
poris  loco  quovis  C  erige  ordinatim  applicatam  C  D. 
Junge  S  D,  et  areae  A  S  D  eequalem  constitue  sectorem 
O  S  K.  (*)  Patet  per  Prop.  XXXV.  quod  corpus  ca- 
dendo  describet  spatium  A  C  eodem  tempore  quo  cor- 
pus  aliud,  uniformiter  circa  centrum  S  gyrando,  des- 
cribere  potest  arcum  O  K.    Q.  e.  f. 


enim  areae  semicirculoram  O  K  H  et  S  E  A 
aequales,  tempus  vero  quo  corpus  ex  A  demis- 
sum  cadendo  percurrit  spatium  quodvis  A  C 
est  ad  tempus  quo  percurret  A  S,  ut  area  A  S  D 
ad  semicirculum  A  D  E  S,  sive  ut  sector  O  S  K 
ad  sectorem   quem  describit  corpus  in   circulo 

0  K  H  revolvens  sequalem  semicirculo  A  D  E  S, 
qui  sector  erit  ipse  semicircnlus  O  K  H. 

401.  Corol.  2.  Si  corpus  ad  distantiam  S  A, 
circulum  describens  omni  motu  revolutionis 
privaretur,  et  ad  centrum  virium  S,  sola  vi 
centripeta  urgeretur,  tempus  quo  ex  A  usque  ad 
S  cadendo  perveniret;  esset  ad  tempus  unius 
revolutionis  in  circulo  ut  1,  ad  4  y'  2  :  est 
enim  tempus  periodicum  corporis  ad  distantiam 
S  O  circulum  describentis  (hoc  est,  duplum  ejus 
temporis  quo  corpus  ex  A,  cadendo  percurrit 
A  S,  (400)  )  ad  tempus  periodicum  corporis  ad 
di&tantiam  A  S  (=  2  S  O)  in  circulo  revolven- 
tis  ut  Radices   quadratae  cuborum  distantiarum 

1  et  2,  sive  ut  I,  ad  -v^  8  (191),  hoc  est,  ut  I 
ad  2  <v/  2 ;  ergo  tempus  quo  corpus  cadendo 
percurrit  A  S,  est  ad  tempus  periodicum  eor- 
poris  ad  distantiam  A  S  in  circulo  revolventis 
ut  ^  ad  2  y*  2,  hoc  est,  ut  1   ad  4  y'  2. 

402.  Scholium.  Si  planetarum  orbitas  circu- 
lares  esse  suponamus,  vimque  centripetam  qua 
in  suis  orbitis  retinentur,  in  duplicata  ratione 
distantiarum  a  centro  decrescere,  ex  datis  tem- 
poribus  periodicis,  facile  erit  tempora  definire 
quibus  usque  ad  centrum  sui  motus  cadendo 
pervenirent.  Exempli  causa,  cum  tempus 
periodicum  lunae  circa  terram  revolventis  sit 
dierum  27.  hor.  7.  minutoram  primorum  43,  hoc 
est,  minutorum  primorum  39343,  erit  4  \/  2, 


ad  1,  hoc  est,  quam  proxime  5656^5,  100000, 
ut  39343,  ad  6955.  5,  seu  dies  4,  hor.  19, 
min.  prim.  55,  et  secund.  30,  tempus  quo 
luna  cadendo  ad  centnim  telluris  perveni- 
ret 

(')  ♦  Patet  per  Prop.  XXXV.  Cum  enim 
semicirculorum  A  D  S,  O  K  H,  et  sectorum 
O  S  K,  A  S  D,  areae  aequales  sint  respective, 
erit  quoque  sector  H  S  K  aqualis  segmento 
S  E  D,  adeoque  (401 .)  tempus  quo  corpus  ex 
A  cadendo  percurrit  C  S,  aiquatur  tempori, 
quo  corpus  aliud  in  circulo  O  K  H  revolvens 
describit  arcum  K  H,  et  quoniam  tempus  per 
A  S  cadendo  aequatur  tempori  quo  corpus  re- 
volvens  totum  semicirculum  0  K  H,  describit 
(401),  erit  tempus  per  A  C,  asquale  tempori 
per  arcimi  O  K. 

403.  Corol.  Arcus  O  K,  aqualis  est  sum- 
mae  arcus  A  D  et  linejs  C  D.  Est  enim  sector 
A  S  D,  aequalis  sectori  A  O  D,  -f-  iriangulo 
D  O  S,  sivei  AOXAD-j-iAOXCD: 
sector  vero  OSK,  =  iSOXOK=iAO 
X  OK,  sedestsectorOS  K  =  A  SD.    Quare 

iAOXOK=iAOXAD^-iAOX 
C  D,  atque  adeo  OK=AD-t-CD.     Si 

itaque  fiat  ut  radius  ad  arcum  grad.  57.  29578, 
qui  radio  aequalis  est,  ita  C  D,  ad  4"™.  B,  erit  B 
arcus  rectae  C  D  aequalis,  et  obtinebitur  O  K 
=  A  D  +  B.  Hinc  dato  tenipore  quo 
corpus  datam  A  S  ex  puncto  A  cadendo  percur- 
rit,  invenitur  tempus  quo  datam  rectae  A  S 
partem  A  C  describit,  si  fiat  ut  semicirculus 
O  K  H,  seu  grad.  180.,  ad  arcum  A  D  -[-  B, 
seu  O  K,  ita  tempus  quo  corpus  ex  A  cadcndo 
percurrit  A  S,  ad  tempus  quo  percurrit  A  C. 


\ 
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PROPOSITIO  XXXVIL     PROBLEMA  XX VL 

Corporis  de  loco  dato  sursum  vel  deorsum  prqjecti  definire  tempora  ascensus 

vel  descensus» 
Exeat      cor- 
pus  de  loco  da- 
tp  G  secundum 
lineam  G  S  cum 
velocitate    qua- 
cumque.  In  du-     • 
plicata    ratione     ; 
hujus  velocitatis 
ad    uniformem 
in  circulo  velo- 
citatem,qua  cor- 
pus    ad    inter- 

vallum  datum  S  G  circa  centrum  S  re- 
volvi  posset,  cape  G  A  ad  ^  A  S.  Si 
ratio  illa  est  numeri  binarii  ad  unitatem, 
punctum  A  infinite  distat,  quo  casu  para- 
bola  vertice  S,  axe  S  G,  latere  quovis  rec- 
to  describenda  est.  Patet  hoc  per  Prop. 
XXXIV.  Sin  ratioilla  minor  vel  major 
est  quam  2  ad  1,  priore  casu  circulus,pos- 
teriore  hyperbola  rectangula  super  dia-  Flt  K  ^ 

metro  S  A  describi  debet.  (*)  Patet  per 
Prop.  XXX III.  Tum  centro  S,  inter- 
vallo  asquante  dimidium  lateris  recti,  des- 
cribatur  circulus  H  k  K,  et  ad  corporis 
descendentis  Vel  ascendentis  locum  G,  et  locum  alium  quemvis  C,  erigan- 
tur  perpendicula  G  I,  C  D  occurrentia  conicae  sectioni  vel  circulo  in  I  ac 


A 


/ 


(')  *  Pntet  per  Prop.  XXXIII.  Scilicet, 
fingatur  sectio  conica  latitudinis  quam  minimae, 
iit  proxime  coincidat  cum  axe  A  B,  et  in  ea 
fingatur  esse  punctum  G  ex  quo  corpus  movetur 
cum  data  velocitate,  primo  quaeritur  species  iUius 
sectionis,  et  ex  proportione  velocitatis  data;  ad 
velocitatem  quacum  corpus  ad  intervallum  da- 
tum  S  G  circa  Centrum  S  revolverctur,  agnos- 
cetur,  ex  Cor.  7.  Prop.  XVI.  et,  si  sit  Ellipsis 
vel  Hyperbola  ejus  axis  major  ex  velocitate  in 
G  data  etiam  innotescet,  per  Prop.  XXXIII. 
quia    velocitas  corporis   cadentis  in   puncto  G, 


est  ad  velocitatem  corporis  in  distnntia  S  G  re- 
volventis  in  subduplicata  ratione  distantias  puncti 
G  a  vertice  ulteriore  Ellipsis  vcl  Hyperboloe  ad 
ejus  semi-Axem,  unde  si  fiat  G  A  ad  ^  S  A 
in  duplicat^  ratione  velocitatis  in  G  ad  velocita- 
tem  corporis  in  distantia  S  G  rcvolventis,  erit 
A  vertex  ulterior  Ellipsis  vel  Hypcibolae,  et 
^S  A  semi-axis  quaebitus. 

Fiat  ergo  in  vertice  S  Parabola  quaevis,  si 
curva  evanescens  in  qua  G  cst,  sit  Parabola, 
vel  fiat  Circulus,  vertice  S  Diametro  S  A,  si  sit 
Ellipsis  ;    vel     Hypcrbola    «cquilatcra    eadem 
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D.  Dein  junctis  S  I,  S  D,  fiant  segmentis  SEIS,  SEDS  sectores 
H  S  K,  H  S  k  asquales,  et  per  Prop.  XXXV.  corpus  G  describet  spatium 
G  C  eodem  tempore  quo  coi-pus  K  describere  potest  arcum  K  k.    Q.  e.  f. 


PROPOSITIO  XXXVIII.     THEOREMA  XII. 

Posito  quod  vis  centripeta  proportionalis  sit  Qltitudini  seu  distantice  lcco- 
rum  a  centro,  dico  quod  cadentium  tempora,  velocitatcs  et  spatia  descripta 
sunt  arcubus,  arcuumque  sinibus  rectis  et  sinibus  versis  respective  propor- 
tionalia. 
Cadat  corpus  de  loco  quovis  A  secunJum 

rectam  A  S ;  et  centro  virium  S,  intervallo 

A  S,    describatur   circuli   quadrans   A  E, 

sitque  C  D  sinus  rectus  arcus  cujusvis  A  D  ; 

et  corpus  A,  tempore  A  D,  cadendo  de- 

scribit  spatium  A  C,  inque  loco  C  acquiret 

velocitatem  C  D. 

(")  Demonstratur  eodem  modo  ex  Pro- 

positione  X,  quo  Propositio  XXXII.  ex 

Propositione  XI.  demonstrata  fuit. 


Diametro  si  ea  curva  sit  Hyperbola,  et  si  Cor- 
pus  ex  G  perveniat  in  C,  erectis  usque  ad  curvas 
descriptas  perpendicularibus  G  I,  C  D,  crunt 
scgnienta  S  E  1,  S  E  D  proportionalia  tempo- 
ribus  quibus  corpus  propositum  ex  G  ad  S,  et  ex 
C  ad  S  movebitur  per  Prop.  XXX II.  :  Scd  per 
Prop  XXXV.,  corpus  G  spatia  G  S,  C  S, 
iisdem  temporibus  cadendo  percurrit,  quibus 
coiTius  K,  describit  arcus  K  H,  k  H  ;  eodem 
igitnr  tempore  percurritur  G  C,  quo  K  k. 

(")  ♦  404.  Denionslratur  eodevi  viodo.  Nam 
si  corpus  Ron  cadit  perpendiculariter,  describet 
id  (per  Cor.  1.  Prop.  X.J  ellipsim  aliquam 
A  P  F  B,  cujus  centrum  congruit  cum  centro 
virium  S;  Super  hujus  ellipseos  axe  majore 
A  B,  describatur  semicirculus  A  D  B,  et  per 
corpus  decidens  transeat  recta  D  P  C  perpen- 
dicularis  ad  axem,  actisque  D  S,  P  S,  erit  area 
A  S  D,  area;  A  S  P,  atque  adeo  etiam  tempori 
proportionalis.  Manente  axe  A  B,  minuatur 
perpetuo  latitudo  EUipseos,  et  semper  manebil 
area  A  S  D,  tempori  proportionalis.  Minuatur 
latitudo  illa  in  infinitum,  et  orbe  A  P  B  jam 
coincidente  cum  axe  A  B,  puncto  P  cum  C, 
et  F  cum  S,  descendet  corpus  in  recta  A  C,  et 
area  A  S  D,  seu  huic  proportionalis  arcus 
A  D,  evadet  tempori  pioportionalis.  In  rect& 
A  C  capiatur  linea  quam  mininia  C  c,  agaturque 
c  d,  parallela  C  D,  et  circulum  secans  in  puncto 
d,  ex  quo  ad  C  D,  demitt^^tur  perpendiculum 
d  T,  et  arcus  D  d  proportionalis   eiit  teinpori 


quo  percurritur  C  c,  (ex  demnnstr.)  atque  adeo 
coeuntibus  punctis  C  c,  et  d  D,  erit  velocitas  in 

C  c 

C,  ut  — — i  (5,    145),  sed  ob  triangula   D  r  d, 

S  C  D,  similia   C  c ,  seu   d  r  :  d  D  =  C  D  : 
S  D,  id  est,  -r— •  =  -      -.      Quare  velocitas  in 

C  D 

loco  C,  est  ut  -^-Yk'   ^^^    ^^^'  "'^  constantem 

SD,  utCD.     Q.e.  d. 


/  ^ 
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Corol.  1.  (^)  Hinc  aequalia  sunt  tempora,  quibus  corpus  unum  de  loco 
A  catlendo  pervenit  ad  centrum  S,  et  corpus  aliud  revolvendo  describit 
arcum  quadrantalem  A  D  E. 

Corol.  2.  Proinde  sequalia  sunt  tempora  omnia  quibus  coi*pora  de  locis 
quibusvis  ad  {J)  usque  centrum  cadunt.  Nam  revolventium  tempora  om- 
nia  periodica  (per  Corol.  III.  Prop.  IV.)  sequantur. 

PROPOSITIO  XXXIX.     PROBLEMA  XXVIL 

Positd  cujuscumque  gencris  vi  centripetd,  et  concessisjigurarum  curvilinearum 
quadraturis,  requiritur  corporis  rectd  ascendentis  vel  descendcjitis  tum  ve- 
locitas  in  locis  singulis,  tum  tempus  quo  corpm  ad  locum  qu£mvis  perveniet : 
Et  contra. 
De  loco  quovis  A  in  recta  A  D  E  C  cadat 

corpus   E,    (^)    deque  loco   ejus  E  erigatur      , 

semper  perpendicularis   E  G,  vi  centripetae 

in    loco    illo   ad   centrum    C  tendenti  pro- 

portionalis :  Sitque  B  F  G  linea  curva  quam  p» 

punctum  G  perpetuo  tangit.     Coincidat  au-  g 

tem  E  G  ipso  motus  initio  cum  perpendicu- 

lari  A  B,  et   erit   corporis   velocitas   in  loco 

quovis  E  (*)  ut  recta,  quae  potest  aream  cur- 

vilineam  A  B  G  E.     Q.  e.  i. 

In  E  G  capiatur  E  M  rectge,  quae  potest 

aream  A  B  G  E,  reciproce  proportionalis,  et 

sit  V  L  M   linea   curva,   quam   punctum    M 

perpetuo  tangit,  et  cujus  asymptotos  est  rec- 

ta  A  B  producta ;  et  erit  tcnipus,  quo  corpus  ^ 

cadendo  describit  lineam  A  E,  ut  area  curvilinea  A  B  T  V  M  E.     Q.  e.  i. 

(*)  *  Corol.  1.  Hinc  eet/ualia.    Nam  per  Cor.  \ 

2.  Prop.  X.  tempora  revolutionum  in  ellipsibus  ^ 

quibusvis  A  P  F,  A  D  B,  adeoque  et  tempora 
per  ellipseon  quadrantes  A  P  F  seu  A  S, 
A  D  E,  sunt  sequalia. 

C)  *  Ad  usque  centrum,  Ex  quiete  ca- 
duDt. 

405.  .^Squalia  sunt  tempora  quibus  corpys 
iinura  de  loco  A  cadendo  pervenit  ad  locum  C, 
ct  corpus  aliud  revolvendo  describit  arcum  cir- 
culi  A  D ;  Cum  enin".  corpus  in  circulo  uni- 
formiter  revolvatur,  erit  terapus  per  A  D  ad 
tempus  per  A  E  seu  ad  teinpus  per  A  S,  ut 
arcus  A  D,  ad  quadrantem  A  E,  sed  est  etiam 
tecQpus  per  A  C,  ad  tempus  per  A  S,  ut  arcus 
A  D,  ad  quadrantem  A  E,  ergo  tempus  per 
A  C,  aquatur  tempori  per  A  D. 

(*)  •  Dcque  loco  ejus  E.  Id  est,  per  om- 
nia  linca'  A  C  puncta  erigantur  pcrpendicula 
Ut  E  G,  vi  centrii)cta;   in  singulis  iUis  punctis 
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Etenira  in  recta  A  E   capiatur  linea  quam  minima  D  E  datae  longitu- 

dinis,  sitque  D  L  F  locus  linese  E  M  G,  ubi  corpus  versabatur  in  D ; 

et  si  ea  sit  vis  centripeta,  ut  recta,  quas  potest  aream  A  B  G  E,  sit  ut 

descendentis  velocitas :  erit  area  ipsa  in  duplicata  ratione  velocitatis,  id 

est,  si  pro  velocitatibus  in  D  et  E,  scribantur  V  et  V  +   I,   erit  area 

A  B  F  D  ut  V  V,  et  area  ABGEutVV  +  2VI  +  II,  et  divisim 

D  F  G  E      2  V  I  +  1 1    . ,'    M 
area  DFGEut2VI+II,  ideoque      p  ^      ut ^^ '  i^  (  ) 

est  si  primae  quantitatum  nascentium  rationes  sumantur,  longitudo  D  F 

ut  quantitas  _— — ,  ideoque  etiam  ut  quantitatis  hujus  dimidium  __ . 

D  E  D  E 

Est  autem  tempus,  quo  corpus  cadendo  describit  lineolam  D  E,  ut  lineola 

illa  directe  et  velocitas  V  inserse,  estque  vis  ut  velocitatis  incrementum  I 

directe  et  tempus  inverse,  ideoque  si  primae  nascentium  rationes  sumantur, 

I   X  V 

ut  "TT  p~}  hoc  est,  ut  longitudo  D  F.     Ergo  vis  ipsi  D  F  vel  E  G  pro- 

portionalis  facit  ut  corpus  ea  cum  velocitate  descendat,  quae  sit  ut  recta 
quae  potest  aream  A  B  G  E.     Q.  e.  d. 

(*=)  Porro  cum  tempus,  quo  quaelibet  longitudinis  datse  lineola  D  E 
describatur,  sit  ut  velocitas  inverse,  ideoque  inverse  ut  linea  recta  quse 
potest  aream  A  B  F  D ;  C^)  sitque  D  L,  atque  ideo  area  nascens 
D  L  M  E,  ut  eadem  linea  recta  inverse  :  erit  tempus  ut  area  D  L  M  E, 


proportionalia,  sitque  B  F  G  curva  ad  quam  om- 
nia  illa  perpendicula  tenninentur.  Possunt  au- 
tem  perpendicula  illa  ad  arbitrium  assumi,  dum- 
modo  singula  vi  centripetse  in  singulis  locis  pro- 
portionalia  sint 

(^)  Ut  recta,  qum  potest  aream  curvilineam 
A  B  G  E-  In  prioribus  Editionibus  erat,  vi 
arece  curvilineeB  A  B  G  E  lalus  guadratum ; 
haj  scilicet  phrases  synonymse  sunt ;  phrasis  qua; 
hic  juxta  Editionem  Londinensem  adhibetur, 
veteribus  Geometris  est  familiaris :  Ea  autem 
linea  quae  potest  figuram  datam,  est  linea  cujus 
quadratum  est  aequale  illi  figurae  datse. 

C")  406.  *  Id  est,  si  prinuB  quantitatum 
nascentium,  &c.  Seu  coeuntibus  punctis,  D  et 
E,  F  et  G,  fit  area  D  F  G  E,  a;qualis  rectan- 
gulo  D  F  X  D  E  (107)  et  velocitatis  finitae 
V,  incrementem  nascens  I,  evanescit  respectu 
V,  (107)  ac  proinde  cumsit  I  :  V  =  II  :  VI, 
quadratum  II,    evanescit    respeclu   rectanguli 

fTT        .«XTT      r^        -•    u  D  F    G  E 

%I,  aut  2  V I ;  Quare  in  hoc  casu  - 


D  FX  DE 


UE 


=  D  F,  et 


2V 


D  E 
I  +  I  I 


DE 


2VI 


y.       ;  Est  igitur  longitudo  D  F,  ut  quanli- 


2  V   I 

tas   -^       ,  ideoque  etiam,  ut  quantitatis  hujus 

I   X    V 
dimidium  — ts~t5"  •  Quoniam  autem  velocitas 

per   spatium   evanescens   D    E,    est  uniformis 

(145),  si  tempus  quo  D  E  percurritui,  dicatur 

D  E  I 

T,  erit   T  =  -^,  (5).  Est  autem  vis  ut  t^ 


(13)   adeoquesi  loco  T  ponatur 


D  E 


T 

erit  vis 


I  X  V 

ut  ■  ,  hoc  est,  ut  longitudo  D  F,  ergb  vis 

L)  E 

ijjsi  JD  F,  vel  E  G,  &c. 

{")  *  Porro  cum  temfms.  Tempus  enim 
est  ut  spatium  uniformiter  percursum  directe  et 
velocitas  inverse  (5),  quare  si  spatium  constans 
fuerit,  tempus  est  ut  velocitas  iriverse. 

C)  •  Sitque  D  L.  Est  enim  D  L,  ut  D  L 
i"  constantem  D  E  ducta,  hoc  est,  ut  area  nas- 
eens  D  L  M  E,  sed  D  L  est  ut  latus  quadratum 
areae  A  B  F  D  inverse  (per  constr. )  ergo  area 
nascens  D  L  M  E,  est  ut  idem  latus  quadra- 
tum  inverse,  hoc  est,  ut  velocitas  inverse,  sive, 
ut  tempus  per  D  E.  Quare  summa  omnium 
temporum  est  ut  summa  omnium  arearum  na*- 
centium.     Hoc  est,  &c 


238 


PHILOSOPHI^  NATUllALIS      [Mot.  Cokpor. 


et  summa  omnium  temporura  ut  summa  omnium  afeai-um,  hoc  est  (per 
Corol.  Lem.  IV.)  tempus  totum  quo  linea  A  E  describitur  ut  area  tota 
ATVME.    Q.  e.  d. 

Corol.  1.  Si  P  sit  locus,  de  quo  corpus  ca- 
dere  debet,  ut  urgente  aliqua  uniformi  vi  cen- 
tripeta  nota  (qualis  vulgo  supponitur  gravi- 
tas)  velocitatem  acquirat  in  loco  D  aequalem 
velocitati,  quam  corpus  aliud  vi  quacunque 
cadens  acquisivit  eodem  loco  D,  et  in  per- 
pendiculari  D  F  capiatur  D  R,  quae  sit  ad 
D  F  ut  vis  illa  uniformis  ad  vim  alteram  in 
loco  D,  et  compleatur  rectangulum  P  D  R  Q, 
eique  aequalis  abscindatur  area  A  B  F  D ;  erit 
Alocus  de  quo  corpus  alterum  cecidit.  Nam- 
que  completo  rectangulo  D  K  S  E,  (^)  cum 
s,it  area  A  B  F  D  ad  aream  D  F  G  E  ut 
V  V  ad  2  V  I,  ideoque  ut  ^  V  ad  I,  id  est, 
ut  semissis  velocitatis  totius  ad  incremen- 
tum  velocitatis  corporis  vi  inaequabili  cadentis ;  (^  et  similiter  area 
P  Q  R  D  ad  aream  D  R  S  E  ut  semissis  velocitatis  totius  ad  increnien- 
tum  velocitatis  corporis  uniforriii  vi  cadentis ;  sintque  incrementa  illa  (cb 
aequalitatem  temporum  nascentium)  ut  vires  generatrices,  id  est,  ut  ordi- 
natim  applicatae  D  F,  D  R,  ideoque  ut  areae  nascentes  D  F  G  E, 
D  R  S  E ;  erunt  ex  aequo  areae  totae  A  B  F  D,  P  Q  R  D  ad  invicem 
ut  semisses  totarum  velocitatum,  et  propterea,  ob  aequalitatem  veloci- 
tatum,  aequantur. 

Corol.  (^)  2.  Unde  si  corpus  quodlibet  de  loco  quocunque   D  data 


(*)  *  Cum  (coeuntibus  punctis  D,  E)  sit 
area  A  B  F  D  ad  aream  D  F  G  E,  ut  V  V, 
ad  2  F  X  J^i  Si  cnim  A  sit  locus  ex  quo  corijus 
cadere  debet  vi  quacumque  ut  eamdem  in  D 
velocitatem  V  acquisiverit  ac  si  ex  P  vi  gravi- 
tatis  decidisset  erit  area  A  B  F  D,  ut  V  V, 
et  area  D  F  G  E,  ut  2  V  I  +  I  I,  lioc  est, 
(406)  ut  2  V  I.  Quare  A  B  F  D  :  D  F  G  E 
=  VV:2VI  =  AV:I. 

(')  •  -E<  similiter  area  P  Q  R  D  ad  aream 
D  R  S  E,  hoc  est,  linea  P  D  ad  lineam  D  E 
(propter  altitudinem  communem  D  R  =  S  E) 
ul  semhsis  velocitatis  iotius  ad  incremenlum 
velocitatis  corporis  unijormi  vi  cadentis,  scilicet 
cum  velocitas  in  D  sit  V,  ejus  incrementum 
in  E  sit  X,  ex  natura  gravitatis  ahitudincs  ex 
quibus  corpus  cadit  sunt  ut  quadrata  velocita- 
tum  in  fine  lapsus  acquisitaruin,    ergo  erit  P  D 


ad  P  E  ut  V  V  ad  V  V  +  2  V  X  +  X  S  et 
dividendo  P  D  :  D  E  =  V  V :  2  VX+X  =^= 
(et  omisso  X  ^  ut  pote  infinite  parvo)  V  V  : 
2  V  X  =  ^  V  :  X  ;  unde  PCiRD:DllSE 
=  i  V  :  X,  sive  invertendo  DRSE:PQ,RD 
=  X  :  ■§  V  ;  sunt  vero  incrementa  illa  I  et  X. 
(13)  ut  vires  generatrices  id  est  ut  D  F  ad 
D  R,  sive  ut  D  F  G  E  ad  D  R  S  E.  Est 
ergo  per  hanc  demonstrationem. 

ABFD:DFGE  =  iV:I 
DFGE:DRSE=DF:DR=I:X 
DRSE:PQR  D=X:^V 
Unde    ex   compositione   rationum    A  B  F  D  : 
PQRD  =  iVXlXX:IXXXiV 
sive  in  ratione  sequalitatis. 

(^)  •  Corol.  2.  demonstratur.  Sit  A  punc- 
tum  ex  quo  corpus  cadere  debet  ut  acquirat  m 
loco  D  velocitatem  cum  quu  sursuni  vel  deorsuia 
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cum  velocitate  vel  sursum  vel  deorsum  prQJiciatur,  et  detur  lex  vis  cen- 
tripetae,  invenietur  velocitas  ejus  in  alio  quovis  loco  e,  erigendo  ordina- 
tam  e  g,  et  capiendo  velocitatem  illam  ad  velocitatem  in  loco  D  ut  est 
recta,  quae  potest  rectangulum  P  Q  R  D  area  curvilinea  D  F  g  e  vel 
auctum,  si  locus  e  est  loco  D  inferior,  vel  diminutum,  si  is  supericr  est, 
ad  rectam  quae  potest  rectangulum  solum  P  Q  R  D. 

Corol.  3.  Tempus  quoque  innotescet  erigendo  ordinatam  e  m  reci- 
proce  proportionalem  lateri  quadrato  ex  P  Q  R  D  +  vel  —  D  F  g  e,  et 
capiendo  tempus  quo  corpus  descripsit  lineam  D  e  ad  tempus  quo  corpus 
alterum  vi  uniformi  cecidit  a  P  et  cadendo  pervenit  ad  D,  ut  area  cmni- 
linea  D  L  m  e  ad  rectangulum  2  P  D  X  D  L.  Namque  tempus  quo  cor- 
pus  vi  uniformi  descendens  descripsit  lineam  P  D  est  ad  tempus  quo  cor- 
pus  idera  descripsit  Hneam  P  E  in  ('')  subduplicata  ratione  P  D  ad  P  E, 
id  est  (lineola  D  E  jamjam  nascente)  in  ratione  PDad  PD+|DE 
seu  2  P  D  ad  2  P  D  +  D  E,  et  (*)  divisim,  ad  tempus  quo  corpus  idem 
descripsit  lineolam  D  E  ut  2  P  D  ad  D  E,  ideoque  ut  rectanguluni 
2  P  D  X  D  L  ad  aream  D  L  M  E ;  estque  tempus  quo  corpus  utrum- 
que  descripsit  lineolara  D  E  ad  tempus  quo  corpus  alterum  inaequabili 
motu  descripsit  lineam  D  e,  ut  area  D  L  M  E  ad  aream  D  L  m  e,  et  ex 
aequo  tempus  primum  ad  tempus  ultimum  ut  rectangulum  2  P  D  X  D  L 
ad  aream  D  L  m  e. 


projicitur,  erit,  (ex  Deni.)  area  A  B  g  e  pro- 
portionalis  quadrato  velocitalis  corporis  in  loco 
e  ;  Est  autem  (ex  Dem.)  area  A  B  F  D,  aequa- 
lis  rectangulo  P  Q.  R  D,  adeoque  arca  A  B 
ge=PQ,RD  +  DFgesi  locus  e  loco  D 
inferior  fuerit,  ctABge=:PQ,RD  — 
D  F  g  e,  si  locus  e  loco  D  superior,  hoc  est,  si 
corpus  sursum  projectum  sit ;  ergo  velocitas  cor- 
poris  in  loco  e,  est  ut  \/  P  Q,  R  D  ^  D  F  g  e ; 
cumque  sit  velocitas  in  D,  ut  >y/  A  B  F  D, 
sive  ut  huic  aequalis  y'  P  Q  R  D  (ex  Dem.) 
erit  velocitas  iii  e,  ad  velocitatem  in  D,  ut 
V  PQlTD^DFge,  ad  V  P  Q  R  D. 

C")  •  In  subdiiplicald  ratione  P  D,  ud  P  E 
(27),  id  est,  lineola  D  E,  jatnjam  nasctnte  in 
ralione  P  D, ad  P D  -\-^D  E ;  quadratis eiiim 
his  ultimis  termims  fiet  P  D  ^  :  P  D  ^  +  P  D 
X  DE  +  ADE^;  et  cum  sit  P  D  quantitas 
finita ;  et  D  E  nascens,  evanesdt  (107)  ^  D  E  ^ 
respectu  P  D  X  D  E ;  adeoque  P  D  X  D  E 
^:iDE»=PDXDE.  Unde  est  P  D  ^  : 
PD^  +  PDXD  E+iDE^=PD^: 
PD^-i-PDx  DE=PD:PD  + 
D  E,  scu  P  E  ;  est  igitur  P  D  :  1'  E  in  ra- 
tione  duplicata  PDadPD  +  ^DE,  atque 
adeo  P  D  ad  P  D  +  i  E  D,  in  ratione  subdu- 
plicata  P  D,   ad  P  E. 


(')  •  Et  dk-isim.  Tempus  per  P  D,  vi  uni- 
formi  descriptum  est  ad  tempus  per  D  E,  ut 
2  P  D,  ad  D  E,  adeoque  ut  rectangulum  2 
P  D  X  D  L,  ad  rectangulum  D  E  X  D  L,  seu 
ad  aream  D  L  M  E  ;  tempus  per  rectam  P  D, 
vi  uniformi  descriptam  sit  T,  tempus  per  D  E, 
sit  ^,  et  tempus  per  D  e,  sit  t,  erit  (ex  Dem.) 
T  :  <»  =  2  P  D  X  D  L  :  D  L  M  E,  est- 
que  idem  tempus  (•,  quo  utrumque  corpus 
dcscribit  lineam  D  E,  siquidem  utriusque  ea- 
dera  est  velccitas  in  D  :  sed  (ex  constructione) 
tempus  quo  corpus  inaquabili  motu  describit 
lineam  D  E  est  ad  tempus  quo  describit  b'neani 
D  e,  ut  area  D  L  M  E,  ad  aream  D  L  M  e, 
ergo  ^:  t=DLME:DLme;  unde  ex 
aquo  T:t=2PDXDL:DLme. 

407.  Sit  spatium  a  corpore  cadente  descrip- 
tum  A  E  =  X,  velocitas  in  E  acquisita  =  v, 
tempus  quo  A  E,  percurritur  =  t,  vis  centripe- 
ta  in  E,  hoc  est,  E  G  =  y,  erunt  d  x,  d  v,  d  t, 
quantitatum  x,  v,  t,  fluxiones  seu  incrementa 
nascentia  vel  evanescentia  (146.  158),  cumque 
veiocitas  per  spatium  nascens  D  E,  sit  uniformis 

(145)  erit  v  =  — r —  (5),  ac  proinde  velocitatis 


incrementiun  d  v : 


ddx 
■  dt  ' 


si  sumatur  d  t,  c(  n- 
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d    V 


stans  (164)  sed  est  (13)  y=  -j^,  adeoque 

si  loco  d  V,  substituatur  __I,  invenietur  y  = 
d  t 

^-— .     Hae  sunt  formulse  quas  tradidit  Varig- 

noriius  in  Comm.  Paris.  an.  1700.  Harum 
formularum  ope,  data  inter  duas  ex  variabilibus 
quatuory,  x,  v,  t,  aequatione  quavis,  obtinebuntur 
tres  »quationes  quae  simul  quatuor  duntaxat 
variabiles  complectentur,  ex  quibus  proinde 
sequationibus  per  calculum  fluxionum  et  so- 
litas  reductiones  inveniri  poterit  aequatio  inter 
duas  quaslibet  ex  quatuor  variabilibus  y,  x, 
V,  t,  ut  demonstravit  Varignonius  in  Comm. 
Paris.  an.  1700,  qui  in  iisdem  Commentariis  an. 
1707.  1720.  praeclara  de  ascensu  et  descensu 
corporum  perpcndiculari  theoremata  edidit. 
408.  Corol.  Cum  sit  juxta  superiores  formu- 
dx  ,  dv  dx 

lasdt=— ,  etdt=   — ,  ac  promde  — 

p,- 1    vel  y  d  X  =  V  d  V,  erit  S.  y  d  x  =  |; 

y 

▼  2.  Sed  y  d  X  =  E  G  X  D  E,  seu  fluxioni 
areae  A  B  G  E;  ergo  (147)  S.  y  d  x  =  arese 
A  B  G  E,  =  i  V  ^,  et  v"=  V  S  A  B  G  E. 
Est  igitur  ob  constantem  2,  velocitas  in  loco  E, 
ut  recia  quae  potest  aream  curvilineam  A  B  G  E. 
Hinc  est  1"'.    casus   Prop.   XXXIX.    Newt. 

Quoniam  vero  d  t=  —  etv  =  \/2ABGE, 

T 

dx  ... 

erit  d  t  =     ,  „  .   „'^  ^" »  quare  si  capitur 


potentia  motrice  uniformiter  agente  et  tempore 
actionis  jequivalet  quantitati  actionis ;  crescit 
enim  actionis  quantitas  cum  potentia  motrice  et 
tempore  actionis  proportionaliter,  et  factum  ex 
massa  corporis  et  celeritate,  seu  quantitas  motus 
producti  est  id  quod  actione  illa  effectum  est, 
seu  quantitati  actionis  aequipollet,  cum  necessa- 
rius  sit  nexus  inter  quantitatem  actionis  et  quan- 
titatem  efiectus  et  alter  altcri  aequivaleat.   Q,uar« 

m  d   V 
ydt=mdv,  ety  =  — — — . 

410.  Si  itaque  pondera  non  supponantur  mas- 
sis  proportionalia,  et  corpora  duo  A,  a,  quorum 
massee  M,  m  ad  idem  vel  diversa  virium  centra 
C,  perpendiculariter  cadant,  earumque  vires  cen- 
tripeta;  in  singulis  locis  E,  e,  sint  Y  =  E  G,  y 
=  e  g,  velocitates  V,  v,  spatia  descripta  X  = 
A  E,  X  =  a  e,  tempora  quibus  descripta  sunt 
X  d    x   _,  d    X 

T,  t,  invemetur  (409)  v  =  -j— r,  *  =    ^  r^  > 

etydt  =  mdv,  YdT  =  M  dV,  adeoque 
(408),  S.  y  dx  =  abge  =  ^mvv;  et  si- 
miUter  S.  YdX=ABGE  =  4MVV, 


2abge 
ob  constantes  M,  m;  unde  v  =  a/  — - — . 


y  j_.  ^  -^       f,  ^  ■' :   proindeque  v  :  V  = 


M 


E  M  = 


V  2  A  B  G  E 

^,  erit  d  t : 


.-EMXdx 

V  2A  B  GE 

=  E  M  X  D  E,  etsumptisutrinquefluentibus 

t  =  area  A  L  M  E.     Hic  est  casus  2"'.  Prop. 

XX XIX.  Newt. 

409.    Superior    expressio    vis 

d    V   .     . 
centnpetae  y  =  -: —  si  vis  cen- 

tripeta  consideretur  ut  gravitas 
in  centrum,  supponit  massam  cor- 
porum  aut  eandem  esse  aut  pon- 
deribus  proportionalem.  Verum 
si  pondera  non  sint  massis  pro- 
portionalia,  diversaeque  inter  se 
massse  conferantur,  tum  babenda 
est  massarum  ratio  utdetermine- 
tur  tota  corporis  gravitas,  seu  vis 
tota  qua  centrum  versus  urgetur. 
Sit  vis  iila  =  y,  et  massa  =  m, 
d  X 
ent  quidem  semper  v  =    -r — 


Sabee        ,2ABGE      „       .,. 

V""  •*  "  o     .  a/ . .     Quare  d  t  = 

dx         dxA/rt>         jo,  d  X  V  M 

V         A/2abge'  V2  A  BGt^ 

unde  si  ponatur  e  m  =     .-„     . '     T  et  E  M 
*^  *i/  ^  a  b  g  e 


===,  erit  dt  =  deXemX 


V  2  A  B  G  E 
^m,  etdT=DEXE  MX  ^M,  « 
consequenter  t=alm©XV™-^*'*^  — 


m  d  V 
dt 


dt 
Ete- 


(5),  at  fiet  y  = 

nim  vis  centripeta  considerari  po- 

test  ut  potentia  motrix,  quae  cor- 

pori  indesinenter  applicata,  mo- 

tum  in  eo  sua  actione  producit,  quaeque  tempus- 

culo  evanescente    eadem   constanter  permaiict, 

et  uniformiter  agit  (117).     Porro  factum  ex 


A  L  M  E  X  V  ^f-     Unde  t :  T  =  a  1  m  e 
X  \/  m  :  A  L  fll  E  X  V  M. 
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SECTIO  Vlll. 

De  inventione  orbium  in  quibus  corpora  viribus  quibuscwique  cen- 
tripetis  agitata  revolvuntur. 


PROPOSITIO  XL.     THEOREMA  XIIL 

Si  corpus,  cogente  vi  qudcunque  centripetd,  moveatur  utcunque^  et  corpiis 
aliud  rectd  ascendat  vel  descendat,  sintque  eorum  velocitates  in  aliquo 
aqualium  altitudiiium  casu  iequales,  velocitates  eorum  in  omnibus  cBqmlihus 
altiiudinibus  erunt  cequales. 

Descendat  corpus  aliquod  ab  A  per  D,  E,  ad  centrum  C,  et  moveatur 
corpus  aliud  a  V  in  linea  curva  V  I  K  k.  Centro  C  intervallis  quibusvis 
describantur  circuli  concentrici  D  I,  E  K  rectae  A  C  in  D  et  E,  curvae- 
que  V  I  K  in  I  et  K  occurrentes.  Jungatur  I  C  oc- 
currens  ipsi  K  E  in  N ;  et  in  I  K  demittatur  pei-pen- 
diculum  N  T ;  sitque  circumferentiarum  cuxulorum  in- 
tervallum  D  E  vel  I  N  quam  minimum,  et  habeant 
corpora  in  D  et  I  velocitates  aequales.  Quoniam  distan- 
tiae  C  D,  C  I  aequantur,  erunt  vires  centripetae  in  D  et  I 
aequales.  Exponantur  hae  vires  per  aequales  lineolas 
D  E,  I  N ;  et  si  vis  una  I  N  (per  legum  Corol.  2.)  re- 
solvatur  in  duas  N  T  et  I  T,  vis  N  T,  agendo  secun-  K 
dum  hneam  N  T  corporis  cursui  I  T  K  perpendicula- 
rem,  nil  mutabit  velocitatem  corporis  in  cursu  illo,  sed 
retrahet  solummodo  corpus  a  cursu  rectUineo,  facietque 
ipsiun  de  orbis  tangente  perpetuo  deflectere,  inque  via 
curvilinea  I  T  K  k  progredi.  In  hoc  efiectu  produ- 
cendo  vis  illa  tpta  consumetur :  vis  autem  altera  I  T, 
secundum  corporis  cursum  agendo,  tota  accelerabit 
illud,  ac  dato  tempore  quam  minimo  accelerationem  generabit  sibi  ipsi 
proportionalem.    ('')  Proinde  corporum  in  D  et  I  accelerationes  aequalibus 


{^)  *  Proinde  corporum  in  D  et  I  accelera- 
tiones  eequalibus  temporibus  factee  sunt  ut  linece 
D  E,  I  T.  Sunt  eniin  vires  acceleratrices  ut 
accelerationes  nascentes,  seu  celei  itatum  incre- 
menta  nascentia  directe  et  tempora  inverse  (13)i 
unde  temporibus  a^qualibus  accelerationes  nas- 
centes  sunt  ut  vires  acceleratrices,  temporibiis 

VOL.   I.  Q 


autem  inaequalibus  iit  vires  acceleratrices  et  tem- 
pora  conjunctim ;  sed  lineas  D  E,  I  T,  sunt  ut 
vires  acceleratrices  in  directionibus  D  E,  I  T  ; 
ergo  corporum  in  D  et  I  accelerationes  aequali- 
bus  temporibus  fact^e  sunt  ut  lineae  D  E,  I  T ; 
tcmporibus  autem  inscqualibus  ut  liiieae  illie  et 
tempora  conjunctim. 
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temporibus  factae  (si  sumantur  linearum  nascentium  D  E,  I  N,  I  K,  I  T, 

N  T  ratioues  primjE)  sunt  ut  lineae  D  E,  I  T :  temporibus  autem  inae- 

qualibus  ut  lineae  illae  et  tempora  conjunctim.     Tempora  autem   quibus 

D  E  et  I  K  describuntur,  ob  aequalitatem  velocitatum 

sunt  ut  viae    descriptae  D  E  et  I  K,  ideoque  accelera- 

tiones,  in  cnrsu  corporum  per  lineas  D  E  et  I  K,  simt 

ut  D  E  et  I  T,  D  E  et  I  K  conjunctim,  id  est  ut  D  E 

quad.  et  I  T  X  I  K  rectangulum.     (')  Sed  rectangu- 

lum  I  T  X  I   K  aequale  est  I  N  quadrato,   hoc  est, 

aequale  D  E  quad.  et  propterea  accelerationes  in  tran- 

situ  corporum  a  D  et  I  ad  E  et  K  aequales  generantur. 

JEquales  igitur  sunt  corporum  velocitates  in  E  et  K : 

et  eodem  argumento  semper  reperientur  aequales  in  sub- 

sequentibus  aequalibus  distantiis.     Q.  e.  d. 

Sed  et  ("*)  eodeni  argumento  corpora  aequivelocia  et 
aequaliter  a  centro  distantia,  in  ascensu  ad  sequales  dis- 
tantias  aequaliter  retardabuntur.     Q.  e.  d. 

Corol.  1 .  Hinc  si  corpus  vel  oscilletur  pendens  a  filo, 
vel  impedimento  quovis  politissimo  et  perfecte  lubrico 
cogatur  in  linea  curva  moveri,  et  corpus  aliud  recta  ascendat  vel  descen- 
dat,  sintque  velocitates  eorum  in  eadem  quacunque  altitudine  aequales : 
erunt  velocitates  eorum  in  aliis  quibuscunque  aequalibus  altitudinibus 
aequales.  Namque  corporis  penduli  filo  vel  (°)  impedimento  vasis  abso- 
lute  lubrici  idem  praestatur  quod  vi  transversa  N  T.  Corpus  eo  non 
retardatur,  non  acceleratur,  sed  tantum  cogitur  de  cursu  rectilineo  disce- 
dere. 

Corol.  2.  Hinc  etiam  si  quantitas  P  sit  maxima  a  centro  distantia,  ad 
quam  corpus  vel  oscillans  vel  in  trajectoria  quacunque  revolvens,  deque 
quovis  trajectoriae  puncto,  ea  quam  ibi  habet  velocitate  sursum  projectum 
ascendere  possit ;  sitque  quantitas  A  distantia  corporis  a  centro  in  alio 
quovis  orbitae  puncto,  et  vis  centripeta  semper  sit  ut  ipsius  A  dignitas 


(■)  *  Sed  rectangulum  I  T  y,  I K  eequale  est 
I  N  quadrato,  cum  sit  K  N  I  angulus  rectus, 
et  linea  N  T  ab  basim  I  K  normalis,  adeoque 
crus  I  N  medium  proportionale  hiter  hypotlie- 
nusam  I  K  et  illius  abscissam  I  T. 

(™)  411.  Et  eodem  argumento.  Vis  enim 
acceleratrix  motum  corporis  ascendentis  oodem 
modo  retardat,  quo  motum  desccndentis  accele- 
rat  in  iisdcm  locis  (25) ;  unde  vera  cst  propo- 
sitio  sive  corpus  utrumque  descendat  aut  as- 
cendat,  sive  desceudenle  uno,  ulterum  asceudat. 


412.  Si  centrum  C  in  infinitum  abeat, 
rectae  A  C,  I  C  fiunt  parallelje  et  arciis  D  I, 
£  K  in  rectas,  lineis  A  C,  I  C  perpendicu- 
lares,  mutantur.  Valet  igilur  propositio  eti- 
am  ubi  vis  centripetus  directio  A  C,  1  C  sibi 
perpetuo  parallela  est,  dumniodo  puncta  D, 
I  aeque  alta  sint,  hoc  est,  in  eadem  recta  ad 
directionem  vis  centripetae  perpendiculari  su- 
mantur. 

(")  •  Impcdimento  vasis,  (Vid.  not.  83.  86. 
89.  90   91.) 
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quaelibet  A  ° — ',  cujus  index  n  —  1  est  numerus  quilibet  n  unitate  dimi- 
nutus ;  velocitas  corporis  in  omni  altitudine  A  erit  ut  V  P  °  —  A^ 
atque  ideo  datur.  (°)  Namque  veiocitas  recta  ascendentis  ac  descenden- 
tis  (per  Prop.  XXXIX.)  est  in  hac  ipsa  ratione. 


(*)  413.  Nhmque  velocitas  recta  ascendentts 
ac  descendentis  (per  Prop.  XXXIX.  J  est  in 
hac  ipsd  ratione  y'  P  "  —  A  "  ;  Sit  enim  cen- 
trum  virium  C,  distantia  C  P  ex  qua  corpus  in- 
cipit  cadere  dicatur  P,  visque  centripeta  sit  sem- 
per  ut  abscissarum  C  E  (quae  dicuntur  A  in  hoc 
Corollario)  dignitas  n — 1,  erigantur  in  omnibus 
punctis  E  perpendiculares  E  G  vi  centripetae 
C  E  " — '  proportionales,  perpendicularis  P  B  in 
puncto  P  erecta  dicatur  b,  et  per  omnium  per- 
pendicularium  vertices  ducatur  curva,  dicantur 
X  abscissae  C  E,  dicantur  y  ordinatae  E  G,  erit 

bx  °— ' 
b  :  y  =  P  " — '  :  x  " — ',  ideoque  y  =  — -j— j. 

Unde  liquet  curvam  hanc  esse  gcneris  parabo- 

lici    et    ejus    quadraturara    facile   obtineri,    sit 

enim    E  e   =  d  x  fluxio  abscissae   C  E,  erit 

EegG  =  ydx  fluxio  areas  C  E  G,  et  loco  y 

bx"— '        . 
posito    ejus    Talore         „ ^     ent  y  d  x  = 

b  X  ■ — '  b  X  ° 

pn_i  •  <i  ^>  C"j"s  fluens  est  (165)    ^  p  „_,, 

quae  exprimit  aream  quas  respondet  abscissae  x, 
sive  A,  itaqiie  deletis  constantibus,  erunt  semper 
areae  C  £  G  sicut  x  °  sive  A  °. 


Jam  vero  per  Prop.  XXXIX.,  velocitas  cor- 
pons  cadentis  in  puncto  E,  est  ut  linea  quse  po. 
test  aream  P  B  G  £,  sive  qu£e  potest  difier- 
entiam  arearum  C  P  B,   C  E   G,  est  autcm 

Q 


semper  CPBadCEGutP°adA»,  earum 
ergo  differentiaB  erunt  semper  ut  P  "  —  A  ", 
ideoque  velocitas  corporis  cadentis  in  E  erit 
semper  ut  <^  P  "^  —  A  °. 

His  positis  si  corpus  vel  oscillans  vel  in  tra- 
jectoria  quacumque  V  I  K  k  revolvens  in  puncto 
I  velocitatem  eam  habeat  qua  (linea  C  I  in  P 
producta)  ex  I  in  P  ascendere  potuisset,  vel 
quod  idem  est  quam  acquireret  (25)  ex  P  ad  I 
decidendo,  in  omni  alia  altitudine  C  K  sive  A 
eamdem  habebit  celeritatem  quam  corpus  acquiret 
recta  descendendo  ex  distantia  P  a  centro  usque 
ad  altitudinem  jequalem  C  K,  per  Prop.  prae. 
sentem,  sed  celeritates  corporis  ex  P  recta  des- 

cendentis  erunt  semper  ut  j^  P  " A  ".   Eri^o 

etiam  velocitates  corporis  in  trajectoria  revol- 
ventis  erunt  semper  in  quavis  distantia  A  a  cen- 
tro  ut  V  P  ""  —  A  °.     Q,  e.  d. 

414.  Scholivm.  Vera  est  Propositio  XL.  si 
corporum  duorum  (quorum  unum  in  recta  al- 
terum  in  curva  linea  fertur)  massas  sint  aequales 
et  pondera  in  locis  aeque  altis  aequalia  aut  pon- 
dera  massis  inasqualibus  proportionaUa  in  locis 
aque  altis.  Illud  idem  theorema  ad  majorem 
universalitatem  admodum  eleganter  reduxit 
V^arignonius  in  Comm.  Paris.  an.  1719.  Nos 
quoque  principiis  supra  positis  insistentes,  uni- 
versalius  Newtoni  propositionem  demon.strabi- 
mus. 

Corpora  duo  quorum  Massae  M,  m  fvid.  Jlg. 
in  sub.  pag.J  ad  idem  vel  diversa  virium  centra 
C  ex  locis  quibuslibet  datis  H,  V  descendant, 
alterum  quidem  M,  perpendiculariter  per  rectam 
H  C ;  alterum  vero  m  per  rectam  vel  curvam 
quamvis  V  I  K. 

Frinium.  De  loco  quovis  E  line»  H  C  eri- 
gatur  semper  perpendicularis  E  G  vi  centripetse 
in  loco  illo  ad  centrum  tendenti  proportionalis, 
sitque  R  G  B  linea  curva  quam  punctum  G 
perpetuo  tangit :  perpendiculares  in  punctis  da- 
tis  H  et  A  sint  H  R  et  A  B,  perpendicularis  in 
puncto  variabili  E  sit  E  G  cui  proxima  ducatur 
linea  e  g ;  velocitates  in  punctis  datis  H  ct  A 
sint  b  et  a,  velocitas  in  puncto  variabili  E  sit  V, 
et  vis  centripeta  in  eo  puncto  dicatur  F,  cui 
E  G  est  propprtionalis,  sit  abscissa  H  £,  s,  ejus 
fluxio  E  e  erit  d  s,  et  tempusculum  quo  descri- 
bitur  E  e  lapsu  corporis  M  sit  d  T ;  erit  ( 1 3 

et  409)  vis  centripeta  F  sive  £  G  =        ^  '^  ^, 

et  (5)  d  s  =  V  d  T.  Unde  erit  E  G  X  d  s 
sive  fluxio  arcEe  H  R  G  E  =  M  V  d  V,  ciijus 
fluens  erit  i  M  V  V  (165)  juncta  aut  detracta 
quidam  constanti  quantitate ;  coeuntibus  enim 
H  et  E  est  in  H,  V  =  b  ideoque  fit  J-  M  V  V 
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=  ^  M  b  b  dum  area  H  R   G  E  evanescit, 

itaque  (170)  ex  fluente  ^  M  V  V  detrahenda 

est  quantitas  constans  §  M  b  b  ut  areae  H  R  G  E 

sit  sequalis :  coeuntibus  vero  E  et  A,  cura  in 

puncto  A  sit  V  =  a  erit  in  eo 

casu  H  R  G  E  sive  H  R  B  A 

=  ^Maa  —  fMbb,  et 

sumpto   quovis   puncto    E    erit 

H  R  B  A  —  H  R  E   G  sive 

EGBA=^Maa  — AMbb 

__XM  VV  +  iMbb=  T 

iMaa— iMV V,Unde  sic 

tandem  incidimus  in  duas  asqua- 

tiones 

H  R  GE=|MVV— IMbbet 

EGBA  =  iMaa— iMV  V 

quibus  comparatis  cum  iis  quas 

respectu    corporis   m   in    curv^ 

V  I  K  moti  simili  modo  dedu- 
cemus,  velocitates  corporum  in 
qu'busvis  aequalibus  vel  inaequa- 
libus  altitudinibus,  in  quavis  vi- 
rium  centripetarum  hypothesi  et 
in  qualibet  ponderum  et  mas- 
sarum  proportione  conferri  pote-  -** 
runt. 

Secundb  itaque,  per  locum  K 
datum  in  curva  V  1  K  agatur  recta  C  K  L 
aequalis  C  V  et  centro  C  per  punctum  quodvis  I 
lineae  V  I  K  describatur  arcus  circularis  I  Q, 
rectae  C  L  occurrens  in  Q,  per  punctum  Q  eri- 
gatur  semper  perpendiculum  P  Q  proportionale 
vi  centripetae  qua  corpus  in  distantia  C  Q  versus 
C  urgetur  :  sitque  O  P  k  curva  quam  punctum 
P  perpetuo  tangit,  et  perpendiculai-es  in  punctis 
datis  L  et  K  sint  L  O  et  K  k.     Dicatur  arcus 

V  I,  X,  et  linea  L  Q,  y  ;  sit  linea  I  i  fluxio  ar- 
cus  V  I,  et  radio  C  i  describatur  arcus  linese 
C  L  occurrens  in  q,  et  lineae  C  I  in  N,  erit 
Q  q  =  I  N,  ex  q  erigatur  perpendicularis  q  p 
usque  ad  curvam  O  P  k,  et  ex  N  ducatur  N  n 
perpendicularis  in  arcum  I  i. 

Velocitates  corporis  m  in  punctis  datis  L  et  K 

dicantur  e  et  c  velocitas  in  puncto  variabili  Q 

sit  u  :   Vis  totalis  centripeta  in  Q  semper  expri- 

matur  per  Q  P,  eadem  vis  Q  P  aget  in  I  (prop- 

ter  aequales  C  Q,  C  I,)   secundum  directionem 

I  N,  resolvatur  ergo  illa  vis  in  vires  duas  quarura 

una  agit  in  corpus  m   secundum  directionem 

I  n,  altera  secundum  directionem  N  n,  erit  I  N 

ad  I  n  ut  vis  tota  Q  P  ad  vim  qua  corpus  urge- 

tur  secundum  curvara,  sed  ob  triangula  1  N  n, 

I  N  i  similia  est  I  N  ad  I  n  sicut  I  i  ad  I  N 

sive  Q  q,  ideoque  I  i  ad  Q  q  ut  vis  Q  P  ad  vim 

agefitem    secundum    curvam    quae    itaque    erit 

QPXQq       .     .  ^   ^  ,  ,        . 
—. ;  sit  d  t,  tempusculum  quo  descn- 

betur  I  i  per  eam  vim,  eritque  (13et409)  ea 

.QPXQq        mdu  ,       .,  ^„^ 

vis — =  —- ;  unde  erit  Q  P  X 

1 1  d  t 

_             mdu       T.      >x         ».         ■• 
Q  q  =  — X  1 1  sed  (5)  est  I  i  spatiolum 

percursum  tempore  d  t  velocitate  u   cst  ergo 


squale  u  d  t  ideoque  Q  P  X  Qq,  — t X 

u  d  t  =  m  u  d  II,  sed  QPX  Qq  =  mudu 
est  fluxio  areae  L  O  Q  P,  hujus  fluens  est 


cr 


TY  ^^ 

' 

r 

\ 

E 

L 

\ 

AV; 

-^;  A 

e 

\Xb 

N      \ 

C 

^ 

i  m  u  u  (165)  additS  aut  detracta  quadam  con- 
stanti  quantitate,  coeuntibus  enim  Q  et  L,  fit  in 
L,  u  =  e  ideoque  fit  imuu  =  |mee  dum 
area  L  O  Q  P  evanescit,  itaque  (170)  ex  flu- 
ente  f  m  u  u  detrahenda  est  quantitas  constans 
I  m  e  e,  eritque  LOQP  =  -|muu  — 
^  m  e  e,  et  coeuntibus  Q  et  K  sit  u  =  c  et 
LOKk  =  imcc  —  imeeetLOKk 
—  L  O  Q  P  sive  QPKk=imcc  — 
§  m  u  u,  sicque  tandera  incidimus  in  has  duas 
aequationes 

LOQP  =  ^muu  —  ^meeet 
QPKk  =  |mcc  —  imuu  eadem  metho- 
do  qua  in  primo  calculo  sumus  usi. 

415.  Corol,  1.     Ex   prima   aequatione  primi 

,    ,.     ^  --        V  2  H  R  G  E  -f-  M  b  b 

calcub  est  V  =  — »  ex 

V  M 
prima    sequatione    secundi    calculi    est   u   = 

\/  2  L  O  Q  P-l-  m  e  e        ,    .         .       „ 

■ =i=-= ,  unde  mvenitur  V  :  u  = 

i^  m 


V2HRGE4-Mbb    >v/2L  O  QP-j-mee 

is/Ti  '         y  m 

Ex  secunda  vcro  aequatione  primi  calculi  est 

a/  M  aa  —  'iEG  BA 
V  =  — = et  ex  secunda  ae- 

V  ^^          ^m  c  c— 2  ( j  1-  K  k 
quatione  2"".  calculi  u  = y==  , 


A^  iVl  a  a  —  ^J. 


E  G   li  A 


-V/  iU 


et  hinc  est  V  :  u  = 

^  m  c  c  —  2  Q  P  K  k 

\/  111 
416.   Cordl.  2.   Si  in  perpendiculo  Q  P,  ita 
capiatur  Q  ir,  ut  factum  jt  Q  X  ™>  sit  ubique 
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PROPOSITIO  XLI.    PROBLEMA  XXVIIL 

Positd  cujuscunque  generts  vi  centripetd  et  concessis  Jigurarum  curvilineanm 
quadraturiSy  requiruntur  ium  trajectorice  in  quibus  corpora  moveluntur,  tum 
tempora  motuum  in  trajectoriis  inventis. 

Tendat  vis  quaelibet  ad  centrmn  C  et  invenienda  sit  trajectoria  V  I  K  k. 
Detur  circulus  V  R  centro  C  intervallo  quovis  C  V  descriptus,  centroque 
eodem  describantur  alii  quivis  circuli  I  D,  K  E  trajectoriam  secantes  in 


I  et  K  rectamque  C  V  in  D  et  E.  Age  tum  rectam  C  N  I  X  secantem 
circulos  K  E,  V  R  in  N  et  X,  tum  rectam  C  K  Y  occurrentem  circulo 
V  R  in  Y.  Sint  autem  puncta  I  et  K  sibi  invicem  vicinissima,  et  pergat 
corpus  ab  V  per  I  et  K  ad  k ;  sitquc  punctum  A  locus  iUe  de  quo  corpus 
aliud  cadere  debet,  ut  in  loco  D  velocitatem  acquirat  aequalem  velocitati 


gravitati    corporis    in     I     proportionale,     seu 
rectaB   Q.  P  sequale,  erit  2Lo!rQ,X  va  = 

■r  ^^^     :.  .  V  2L  O  QP+mee 

2  L  O  Q, P,  adeoqueu  =  ^- y^^^^ 

V  m 

=.V^2Lo!r  Q  +  eeetu=\/cc — 2  Q,-tkK. 

Et  similiter  si  ponatur  E   y  X    M  =  E  G, 

eritV=V2HryE-{-bb  et  V  = 

>v/aa  —  2Ey/SA. 

417.  Corol.  3.    Si   puncta    H    ct    V,    E    et 

I,  fuerint  aeque  alta,  et  in   illis   linea»   E    G, 

Q    P  vi   centripetae  proportionales,    sint  sem- 

per  a^quales,    erit  HRGE  =  LOPQ. 

Quare   si   prseterea   massa?   M,    m,    et    veloci- 

tates  b,   e,    in  punctis  H,    V,   aequentur,  erit 

Q 


2H  R  GE-f.Mbb_  2L  OQP-fmee 
m  ~  m  * 

adeoque  V  =  u,  in  omnibus  punctis  aeqne  altis 
E  et  T.  Si  in  punctis  asque  altis  H  et  V, 
E  et  I,  vires  centripetae  massamm  M  et  m 
rationem   semper  habeant,    erit   H  R  G  E  : 

^    ^  ^  „       ^^  •  j'        2  H  R  G  E 

L  O  Q  P  =  M  :  m,  promdeque- 


2LO  QP 


M 

Unde  si  praeterea  ponatur  b  b 

=  e  e,  erit  V  =  u,  qua;  est  Propositio  XL. 
NewtonL  Patet  etiam  in  4.  superioribus  formu- 
lis  (415),  Massas  M  et  m  extenninari,  si  fue- 
rint  ponderibus  proportionales. 
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corporis  prioris  in  I.  Et  stantibus  quae  in  Propositione  XXXIX.  lineola 
T  K,  dato  tempore  quam  minimo  descripta,  erit  ut  velocitas,  atque  ideo  ut 
recta  quae  potest  aream  A  B  F  D,  et  (p)  triangulum  I  C  K  tempori 


proportionale   dabitur,    ideoque    K    N  erit   reciproce   ut  altitudo  I  C, 
id  est,  si  detur  quantitas   aliqua   Q,   et  altitudo   I  C  nominetur  A,  ut 

_.    Hanc  quantitatem  _  nominemus  Z,  et  ponamus  eam  esse  magnitudi- 

nem  ipsius  Q  ut  sit  in  aliquo  casu  V  A  B  F  D  ad  Z  ut  est  I  K  ad  K  N, 
et  (1)  erit  in  omni  casu  VABFDad  ZutlKadKN,  etABFD 

C)  *  Triangidum  I  C  K  tempori  quo  de- 
scribiiur  proportionale  (per  Prop.  1. )  dato  tem- 
pore  dabitur ;  Est  autem  trianguli  I  C  K  area 
=  ^  K  N  X  I  C.  Quare  erit  rectangulum 
K  N  X  I  C  quantitati  constanti  aequale,  et  hinc 
lineola  K  N  aequalis  quantitati  constanti  ad  I  C 
applicatsB,  hoc  est,  K  N  reciproce  ut  I  C 

C)  •  Erit  in  omni  casu.  Quoniam  I  K  est 
semper  ut  /\/  A  B  F  D,  hoc  est  I  K  ad 
j^  A  B  F  D  in  data  ratione,  et  similiter  Z  ad 
K  N  in  data  ratione,  si  in  aliquo  casu  sit 
V^ABFDadZutlKadKN  adeoque 
a/  A  B  F  D  ad  I  K  ut  Z  ad  K  N,  erit  in  omni 
casu  v'  A  B  F  D  ad  I  K  ut  Z  ad  K  N,  ac 
proindc  ^  A  B  F  D  ad  Z  ut  I  K  ad  K  N. 

418.  Ducatur  V  L  parallela  E  G  quoe  curvae 
B  F  G  occurrat  in  L,  et  ex  centro  C  ad  Q  V 
tangentem  in  V,  ac  ad  q  I,  tangontetti  in  I,  de- 
missis  perpendiculis  C  Q,  C  q,  erit  C  Q  X 
-\/ ABLV  quantitas  constans  et  aequalis  C  q  X 
V  A  B  F  D.  Nam  (per  Corol.  1.  Prop.  I.) 
velocitas  in  V  (adeoque  -^  A  B  L  V)  est  ut 

C  Q  rcciproce,  id  est,  ut  directe  et  pro- 

C   Q 
inde  CQX-v/ABLVut  quantitas  constans 
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ad  Z  Z  ut  I  K  qad  K  Nq,  etdivisim  A  B  F  D  — •  Z  Z  ad  Z  Z  ut  I  N  {') 
quad.  ad  K   N  quad.  ideoque  V  ABFD  —  ZZad  Z  seu  ?  ut  I  N 

O  X  I  N 

ad  K  N,  et  propterea  A  X  K  N  aequale  —      ^  (*)  Un- 

^^  ^         VABFD  — ZZ^^ 

de  cum  Y  X  X  X  C  sit  ad  A  X  K  N  ut  C  X  q  ad  A  A,  erit  rectangu- 

tur 

Q 


,        „^_        „^  ,      QxINxCX  quad.        ^  . 

lum  X  Y  X  X  C  aequale  ^aVABFD-ZZ'     ^^'^'''  ''  ""  ^^" 


pendiculo  D  F  capiantur  semper  D  b,  D  c  ipsis — - —  _ 

^  aequales  respective,   et  describantur  curvae 

2AAVABFD— ZZ     ^  ^ 

lineae  a  b,  a  c,  quas  puncta  b,  c  perpetuo  tangunt ;  deque  puncto  V  ad 

lineam  A   C  erigatur  perpendiculum  V  a  abscindens  areas  curvilineas 

V  D  b  a,  V  D  c  a,  et  erigantur  etiam  ordinatae  E  z,  E  x  :  quoniam  rec- 
tangulum  D  b  X  I  N  seu  D  b  z  E  sequale  est  dimidio  rectanguli  A  X 
K  N  seu  triangulo  I  C  K ;  et  rectangulum  D  c  X  I  N  seu  D  c  x  E 
aequale  est  dimidio  rectanguli  Y  X  X  X  C  seu  triangulo  X  C  Y;  hoc 
est,  quoniam  arearum  V  D  b  a,  V  I  C  aequales  semper  sunt  nascentes 
particulae  D  b  z  E,  I  C  K,  et  arearum  V  D  c  a,  V  C  X  aequales  semper 
sunt  nascentes  particulae  D  c  x  E,  X  C  Y,  erit  area  genita  V  D  b  a 
aequalis  arese  genitae  V  I  C,  ideoque  tempori  proportionalis,  et  area  genita 

V  D  c  a  aequalis  sectori  genito  V  C  X.  Dato  igitur  tempore  quovis  ex 
quo    corpus  discessit   de   loco   V,  (f)  dabitur   area   ipsi   proportionalis 

V  D  b  a,  et  inde  dabitur  corporis  altitudo  C  D  vel  C  I ;  et  area  V  D  c  a, 
eique  aequalis  sector  V  C  X  una  cum  ejus  angulo  V  C  I.  Datis  autem 
angulo  V  C  I  et  altitudine  C  I  datur  locus  I,  in  quo  corpus  completo  iUo 
tempore  reperietur.     Q.  e.  i. 

Corol.  1 .  Hinc  maximae  minimaeque  corporum  altitudines,  id  est,  ap- 

€,  et  pariter  velocitas  in  I  (adeoque  VABFD)     =CqXVABFDestIC:Cq  = 

^    »  r.  •        -    -A      .      .    ^     j-    ^-      .     V"  ABFD :  Z  ergo  IK:KN=.IC:Cq 

est  iit  C  q  reciproce,  id  est,  ut  ■—  directe,  et^^ABFDZ 

proinde  CqX-V^ABFD,  ut  quantitas  con-         (')  X  Ut  I  N^,  ^d  JT  N"^.     Est  enim  ob 

stans  1,  adeoque  CqXVABFD^CQ,  angulum  I  N  K  rectum,   I   K*  —  KN^  = 

XVABLV.  IN*. 

Si  itaque  capiatur  Q  =  CQXVABLV         (')*    Unde  cum  Y  X  X  X  C :  A  X  K  N 

Q  z=  C  X''-  :  A  A.     Sunt  enim  triangula  nas- 

=  CqX\/ABFD,  etZ=j—  (unde  est  centia  C  K  N,  C  Y  X  similia  et  eorum  proinde 

Q  =  Z  X  I  C)  erit  semper  ^  A  B  F  D  :  Z  area?  duplae  Y  X  X  X  C,  I  C  X  K  N,  seu  A 

=  IC:Cq=IK:KN.     Nam  propter  X  ^  ^'  ^  rat.one  dupbcata  homologorum  la- 

triangula  I    K  N,   I  C  q  similia,  est  I   K  ad  ^^''"^  ^,^'  <^J',^'''^  '^'         .    . 

K  N  ut  I  C  ad  C  q,  sed  quia  Z  X  I  C  (=  Q)  ^(V    ^^^•.  •^^*'^"'"   °''^«    V'«  lyropm-ttonahs. 

^  Data  corporis  velocitate  et  directione  seu  tan- 
Q4 
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sides  trajectoriarum  expedite  inveniri  possunt.  Sunt  enim  apsides  puncta 
illa  in  quibus  recta  I  C  per  centrum  ducta  incidit  perpendiculariter  in 

gente  in  V,  datur  spatium  V  S  quod  corpus  in  aequationes  ad  curvas  a  b,  a  c,  ex  constantibus 
illa  tangente  dato  tempore  quo  describitur  area    et  solis  variabilibus  C  D,  D  b,  vel  D  c,  compo- 

V  I  C  uniformi  motu  describeret.     Porro  juncta    sitac,  curvaeque  illae  poterunt  describi.    Quoniam 

porro  est  (per  constr.)  sector  V  C  X,   sequalis 

^TTi            •..            ^r  V        2  V  D  c  a 
areae  V  D  c  a,  erit  arcus  V  X  =  --— ; 

quare  invenitur  angulus  V  C  X,  et  inde  punc- 
tum  I,  in  trajectoria  V  I  K. 

421.  Scholium.  Data  vi  centripeta  in  singu- 
lis  locis  trajectoriae  VI  K,  et  concessis  figararum 
curvilinearum  quadraturis,  trajectoria  V  I  K 
describi  potest,  ut  in  Probl.  XXVIII.  licetgra- 
vitates  massis  non  supponantur  proportionales, 
nec  vis  centripeta  sequalis  in  aequalibus  a  centro 
distantis.  Nam  factiun  M  X  E  G,  ex  cor- 
poris  massa  M  in  perpendiculum  E  G,  ejusdem 
corporis  gravitatem  in  loco  quovis  I  exhibeat, 
sitque  B  L  F  G  curva  quam  punctum  G 
perpetuo  tangit,  velocitas  in  loco  V  dicatur 
C,  linea  A  B  ita  abscindatur  ut  sit  area 
A  B  L  V  =  I  C  C ;  erit  velocitas  in  I  = 
V2VLFD  +  2ABLV  (416),  id  est 
C  S,  area  trianguli  C  S  V  aequalis  erit  areae    =  V  2  A  B  F  D,  adeoque  ut  -v^  A  B  F  D, 

V  I  C,  quam  corpus  in  curva  V  I  K  motum  unde  lineola  I  K  dato  tempore  cjuam  minimo 
describit  eodem  tempore  quo  uniformiter  per-  descripta  erit  ut  j^  A  B  F  J>,  et  triangulum 
curreretur  V  S.  Nam  tempusculo  nascente  /CJT,  &c  Caetera  quas  in  Probl.  XXVIII. 
velocitate  asquabili  spatium  V  m  describatur  in  solutione  sequuntur  ratiocinia  et  constructiones 
tangente  V  S,  et  eodem  tempusculo  arcus  V  n     manent  eadem. 

describatur  in  curva  V  I  K,  erit  (per  Prop.  I.) 
area  V  C  m  =  V  C  n,  et  ob  velocitatem  uni- 
formem  in  tangente  singulo  tempusculo  lineolae 
sequales  V  m,  ra  p,  &c.  percurrentur  iieoque 
aequabuntur  triangula  V  C  M,  m  C  p,  &c.,  sed 
pariter  omnes  areae  a^qualibus  tempusculis  de- 
scriptae  in  curva  V  I  K  a;quantur  areae  V  C  n 
sive  V  C  m,  unde  patet  summam  arearum 
VCm-|-m  Cp-}-,  &c.  osqualem  esse  sum- 
mas  arearum  quae  eodem  tempore  in  curva  de- 
scribuntur,  hoc  est,  totas  areas  V  C  S,  V  I  C, 
eodem  tempore  descriptas  esse  aequales.  Cum 
igitur  data  sit  tangens  V  S  et  perpendiculum 
C  Q  in  eam  ductum,  ex  tempore  dato  dabitur 
area  trianguli  V  C  S,  et  area  V  I  C  ei  acqualis ; 
Hincque  concessis  figurarum  quadraturis,  inve- 
nietur  area  VD  b  a=VCS=VIC,  et 
inde  dabitur  V  D,  atque  CD=CV —  VD; 
dabitur  quoque  constaas    Q  =    Q   C    X 

V  A  B  L  V  (418). 
420.    Si  ponatur  variabilis  I   C  =  C  D  = 

X,  data  V  C  =  a,  erit  VD  =  a  —  x  et  Z  = 

-— ,  concessisque  figurarum  curvilineanim  qua- 

draturis  area  A  B  F  D  exprimi  poterit  per  da- 
tas  A  V,  V  C  et  variabilem  x,  ac  proinde  iisdem 

quantitatibus  exprimi  poterunt 


QX  CX* 


Sy^ABFD— ZZ 

seu  ordina- 


2  A  A  v'  A  B  P  D  —  Z  Z 

timapplicataj  D  b,  D  c;  et  hinc  obtinebuntur 


422.  Trajectoria  V  I  K.  geometrice  ratio- 
nalis  est  ubi  per  aequationes  finitas  inveniri  potest 
sector  circuli  aequalis  areoe  V  D  c  a  :  et  hujus 
sectoris  radius  est  ad  C  X  radium,  circuli 
V  X  Y,  ut  n  n  ad  1  estque  n  n  numerus  ra- 
tionalis  positivus  integer  vel  fractus.  Sit  enira 
sector  circuli  L  P  C  =  area;  V  D  c  a,  id  est, 
oequalis  sectori  V  C  X,  sitque  radius  C  P  ad 
radium  C  V,  ut  n,  ad  1,  erit  C  P  X  P  L  = 
CVXVX,  etCPiCV  =  n:l=VX: 
P  L,  (per  hyp.)  ctCP:CV=n:l  = 
P  R  :  V  X  (ex  naturd  circuli).     Quare  per 
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trajectoriam  V  I  K,  id  (*)  quod  fit  ubi  rectas  I  K  ct  N  K  aequantur,  ideo- 
que  ubi  area  A  B  F  D  aequalis  est  Z  Z. 

(")  Corol.  2.  Sed  et  angulus  K  I  N,  in  quo  trajectoria  alicubi  secat 
lineam  illam  I  C,  ex  data  corporis  altitudine  I  C  expedite  invenitur ;  ni- 
mirum  capiendo  sinum  ejus  ad  radium  ut  K  N  ad  I  K,  id  est,  ut  Z  ad 
latus  quadratum  areae  A  B  F  D. 

(*)  Corol.  3.  Si  centro  C  et  vertice  principali  V  describatur  sectio 
quselibet  conica  V  R  S,  et  a  quovis  ejus  pimcto  R  agatur  tangens  R  T 
occurrens  axi  infinite  pro- 
ducto  C  V  in  puncto  T; 
dein  juncta  C  R  ducatur 
recta  C  P,  quae  aequalis  sit 
abscissae  C  T,  angulumque 

V  C  P  sectori  V  C  R  pro- 
portionalemconstituat;  ten- 
dat  autem  ad  centrum  C 
vis  centripeta  cubo  distan- 
tiae  locorum  a  centro  reci- 
proce  proportionalis,  et 
exeat  corpus  de  loco  V  jus- 
ta  cum  velocitate  secundum 
lineam  rectae  C  V  perpendicularem :  progredietur  corpus  illud  in  trajec- 
toria  V  P  Q  quam  punctum  P  perpetuo  tangit ;  ideoque  si  conica  sectio 

V  R  S  hyperbola  sit,  descendet  idem  ad  centrum  :  Sin  ea  ellipsis  sit,  as- 
cendet  illud  perpetuo  et  abibit  in  infinitum.     Et  contra,  si  corpus  qua- 


conipositionem  rationum  et  ex  aequo  n  n  :  1  ^ 
R  P  :  P  L.  Si  ergo  fuerit  n  n,  ad  1 ,  ut  nu- 
merus  ad  numerum,  dato  arcu  P  L,  inveniri 
poterit  arcus  R  P  per  sBquationem  finitam,  cum 
possit  semper  arcus  datus  in  dat^  ratione  numeri 
ad  numerum  per  a^uationem  finitam  dividi. 
Quoniam  igitur  assumptae  C  I  positio  et  punc- 
tum  I,  in  curva  V  I  K  per  finitas  aequationes 
detprminantxu-,  erit  V  K  curva  algebraica  seu 
geometrice  rationalis.  Hermannus  Prop.  XXV. 
Lib.  1.  Phoron.  hoc  elegans  et  difficile  proble- 
ma  solvit :  invenire  canonem  generalem  deter- 
minandae  gravitatis  variabilis  pro  omnibus  curvis 
algebraicis  in  infinitum,  quantitatibus  finitis  ex- 
pressum. 

(»)  •  Id  quod  JU  ubi  reclce  I  K  et  K  N 
aquanlur.  Tunc  enim  punctum  N  coincidit 
cum  puncto  I,  ob  angulum  K  I  N  rectum, 
adeoque  ob  proportionem  j^  A  B  F  D  :  Z  = 

IK:  KN,  fitABDF=ZZ  =  ^^^»  et 


IC*X  AB  FD=QQ  quantitati  datae. 
Hinc  cum  concessis  curvarum  quadraturis  data 
sit  area  A  B  F  D  in  quantitatibus  constantibus 
et  variabili  I  C  seu  C  D,  invenietur  valor  I  C, 
hoc  est,  maximse  et  minimse  altitudines  corporis 
trajectoriam  V  K  describentis. 

(")  •  Corol.  2.  Ob  angulum  K  N  I  rectum 
in  triangulo  nascente  K  I  N,  sinus  anguli 
K  I  N  est  ad  sinum  totum,  ut  K  N  ad  I  K, 

id  est,  ut  Z  (seu  j^>  ad  V'  A  B  F  D.     Ve- 

rum  data  I  C  datur  area  A  B  F  D,  et  inde  6b 

quantitatem  Q,  datam  datur  ratio    -^  ad 

/\/ A  B  F  D,  hoc  est,  ratio  sinus  anguli  K  I  N, 
ad  radium.  Invenietur  ergo  sinus  anguli 
K  I  N,  et  hinc  angulus  ipse  cognoscetur. 

(^)  423.  Lemma.  Si  fuerit  D  V  C,  circuli 
quadrans  cujus  radius  C  V  =  r  abscissa  C  B 
=  2,  ordinatfe  infinite  piopinqua:  B  R,  b  r. 
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cunque  cum  velocitate  exeat  de  loco  V,  et  perinde  ut  incoeperit  vel  oblique 

descendere  ad  centrum,  vel 

ab  eo   oblique   ascendere, 

figura  V  R  S  vel  hyperbo- 

la  sit  vel  ellipsis,  inveniri 

potest  trajectoria  augendo 

vel     minuendo     angulum 

V  C  P  in  data  aliqua  ra- 

tione.     Sed  et,  vi  centri- 

peta  in  centrifugam  versa, 

ascendet  corpus  oblique  in 

trajectoria   V   P   Q,    quae 

invenitur   capiendo   angu- 

lum  V  C  P  sectori  ellip- 

tico  V  R  C  proportionalem,  et  longitudinem  C  P  longitudini  C  T  aequa- 


r  d  z  . 

fluxio  arcus  D  R  erit  — ===,  et  fluxio 
n^  r  r  —  z  z 

i  r  r  d  z 
sectoris  C  D  R  =  ■    ^ 

t^  r  X  —  z  z 

Est  enim  BR=v  ''''  —  zz>et  demissa  ex 
puncto  r  in  R  B,  perpendiculari  r  s,  trianguta 
similia  R  C  B,  r  R  s,  dant  R  B  ( -y/  r  r  —  z  z)  : 

R  C  (r)  =  r  s  (d  z)  :  R  r  =  — / '^ '       , 

(^  r  r  —  z  z 

Q,  e.  1.    Porro  sector  nascens  C  Rr  =  ^  C  R 

XRr=     ^^'•^'         Q.e.2. 
<y'  r  r  —  z  z 


Sunt  enim  sectores  C  D  R,  C  E  G,  adeoque  et 
eorura  fluxiones  in  data  ratione  r  ad  c,  (251). 


425.  Lemma.     Si  fuerit  V  R  r,  liyperbola 
aequilatera  cujus  centrumC,  semiaxis  transvcrsus 
C  V  =  r,  abicissa  C  B  =  z,  R  B  ad  axem  or- 
424.   Corol.    Si  fuerit  E  G  V  C,  quadrans     dinatim  applicata,  sectoris  hyperbolici  C  R  V 
ellipseos  cujus  ccntrum  C,   semiaxis  unus  CV     _     .       .       -irrdz 


=  r,  alter  semiaxis  C  E  =  c,  abscissa  C  B  =     ^""'^  ^"^ 


Agatur  enim  r  b  or- 
-y/  z  z  —  r  r  " 

z,  et  B  G  ordinatim  applicata  ad  axem  C  V,     dinata,   priori    Jl  B   infinite   propinqua,    sitque 

^rcdz  RB=y,  erit  (ex  natura  hyperbola;  aquilate- 


a^toris  C  £  G  fluxio  erlt  = 


y  r  r  —  z  z      ra;)  yy  =  zz  —  rr,  ety=v^z  z  —  rri 
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lera  ut  supra.  Consequuntur  hasc  omnia  ex  propositione  praecedente, 
per  curvae  cujusdam  quadraturam,  cujus  inventionem,  ut  satis  faciiem, 
brevitatis  gratia  missam  facio. 


z  d  z 


f  4  {  * 

—  =: ,  id  est,  area  O  D  F  o,  vcl  O  A  <>  o 

XX  XX 


Unde  2ydy  =  2zdz,  ctdy: 

\/  z  z  —  r  r 

Porro  triangulum   C  R  B  =  i  z  y,   et  illius  ^ersus  O  in  infinitura  extensa,  squalis  est  qunn- 

fluxio  =  Azdy  +  iyd2  =  trapezio  B  b  r  R  ^jj^jj  g^jj^g  £_!, 
-}-  triang.  C  r  R  ;  sed  trapezium  nascens  B  b  r  R  x  x 

=  y  (1  z,  ergo  sector  nascens  CrR  =  4zdy         429.     Corol.     1-      Area     infinit^     protensa 

—  ^  y  d  z  =      ^"'^'     — idzXV(zz  OVLo=  —  ;area  OAB  o=  —  et 
-y/zz  —  rr  ■■'  ** 

_  r  r)  =  i  ^  '  d  z  —  i^^llJ:  ^  *•  *•  ^  '  proind^  VOVLor^^.  ^  OABo  = 


4  r  r  d  z 


y'  z  z  • 
Q.  e.  d. 


ff 


y'  z  z  —  r  r 

426.    Corol.   1.     Quoniam  (ex  demonstratis) 

d  y  =     /  - ,  etyy  =  zz  —  rr,  erit     __OABo  = 


430.  Corol.  2.  Area  A  P  L  V  = 
f+Xaa  —  rr 


O  VLo 

f  ♦  cc 


\/  z  z  —  r  r 
d  z  d  y 


\/  zz  —  r  r 
adeoque  C  r  R  = 


frrdz  -Irrdy 


rraa  rraa 

ponendo  aa  —  rr=cc  (429)   undi 

f  ^  c 
V  A  B  L  V  =  — . 


-v/z-2--rr       ^yy-j-rr  431.  Corol.    3.    Similiter  si  punctum   D  siv 

427.  Corol.  2.  Si  descripta  fuerit  altera  hy  jnter  puncta  data  C,  V,  et  punctum  A  intei 
perbola  G  V,  cujus  idem  centrum  C,  idem  puncta  data  V,  A  ;  erit  area  A  B  *  A,  veJ 
semiaxis  iransversus  C  V  =  r,   semiaxis  conju-  f  *  X  a  a  —  x  x  ^r  t  t^  t^ 

gaius  C  E  =  c ;  sectoris  C  G  V  fluxio  erit  =     A  B  F  D  =  -^YTx '  area  V  L  F  D 

^dz__Jj^cdy_^  EstenimsectorC  R  V     _  f^Xrr-xx  ,  ^l  V  =  ^^  ^  ^  ^"^"  ^' 
V^zz— rr      "V/yy-frr  rrxx        '  rrxx 

ad  sectorem  C  G  V,  adeoque  prioris  fluxio  ad     (428.  429.  430.) 

fluxionemposteriorisindatarationeradc.  (374.)         432.    lisdem  manentibus  quae  in  Lemmate 
ad  c.  (574).  stipeiiori  (428)  si  corpus  de  loco  V,  cum  velo- 

428.  Lemma.  lisdem  positis  quae 
in  superioribusNewtoni  propositioni- 
bus,  sit  C  V  =  r,  C  A  =  a,  C  D 
vel  C  A  =  X,  D  F  vel  A  O  =  y ; 
et  si  fuerit  vis  centripeta  in  loeo  quo- 

vis  D  ut  TTT^-,,  sitque  2  f  ♦  quanti- 
C  D  * 

2f+  .      ^ 

tas  data,  ent  y  =  — —,  aquatio  ad 

curvam    B    F    G,    et   quoniam  in 

sequatione  y  intinila  evadit  si  x  po- 

natur  =  o,  et  similiter  x  ii^.finita  fit 

si  y  =  o,  liquet  rectas  sibi  mutuo 

perpendiculares  C  O,  C  S  esse  curvae 

B  F  G  asyinptotos.    Area  D  F  G  E 

2f4dx 
=  y  d  X  = — ,  unde  sump- 

tis  fluentibus  additAque  constanti  Q, 

erit  area  in  infinitum  versus  S  pro- 

f  ♦ 
tensa  CDFsS  C=Q ; 

X  X 

Ponatur  x  infinita,  et  erit =  o, 

XX 

et  area  C  D  F  s  S,  mutabitur  in  aream  utrin-  citate  qualibet  secundtim  directionem  V  M  ad 

quc  infinite  protensam  C  O  o  s  S   C ;  quare  C   V   perpendicularem  projiciatur  ut    curvam 

COosSC=Q;et  hinc  COosSC  VIK  describat,  erit  V  M  hujus  curvs  tangeiis 

—  CDFsSC=ODFo  =  Q  —  Q-J-  in  puncto  V,  C  V  ad  tangentem  V  M  normalis. 
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=  sectori   C   X  Y.      Quoniam  autem  cres> 


cente 
(434) 


I    C   seu   X, 

scribendum 


decrescit   sector   Y   X 
est     C     X     Y    = 


et  velocitas  projectionis  aequalis  erit  velocitati 
quam  corpus  ex  distantia  infinita  O  V,  cadendo 
acquireret  in  loco  V,  vel  ea  rainor,  vel  major. 

433.  Primus   casus.      Velocitas 
projectionis  aequalis  sit  velocitati  per  : 
spatium  infinitum  O  V  cadendo  ac- 
quisitas  in  loco  V,  erit  (418)  quan- 
titas  dataQ=CVVOVLo 

=  f  f  (429)  et  Z  =  -^  =  ^ 

Sed  (per  Prop.  41.)  ^  O  D  F  o  : 
Z  =  I  K  :   K  N,  hoc  est,  (428) 

—  :  £f  =  I  K  :  K  N,  ergo  I  K 

X  X 

=  K  N,  proindeque  angulus  K  I  N 
rectus  est  (Cor.  2.  Prop.  41.)  In 
hoc  igitur  casu  trajectoria  V  I  K 
est  circulus  V  X  Y  radio  C  V  des- 
criptus. 

434.  Hinc  si  velocitas  projectio- 
nis  minor  fuerit  velocitate  qua;  ex 
infinita  distantia  cadendo  acquiritur 
in  loco  V,  corpus  in  trajectoria  V  K 
motum  ad  centrum  virium  C  per- 
petuo  accedet,  velocitas  illius  per- 
petuo  crescet,  et  punctum  D  sem- 
per  erit  inter  data  puncta  V  et  C 
situm.     Si  vero  projectionis  velocitas  major  sJt 
velocitate  per  infinitum  spatium  cadendo  acqui- 
sita,  corpus  in  tragectoria  V  I  K,  a  centro  sem- 
per  recedet,  illius  velocitas  continuo  decrescet  et 
punctum  A  puncto   I  correspondens,    puncto 
dato  V  superius  erit. 

435.  Si  manente  casus  priml  hypothesi,  di-  /i     -•.*,.       , 
rectio  V  M  ad  C  V  perpendicularis  non  sit,  et    ^^^  fluxiombus  z  d  x  -{.  x  d  z  =  o,  et  proinde  — 
perpendieulum  e  centro  C  in  projectionis  direc- 

P  f  f   r. 


1 rr  cdx 


X  y'  r  r  —  x  x 
r* 
XX  mm  —,  rr  —  xx  = 
z  z 


(159).    Ponatur  x=—,  erit 


r  r  z  z  —  r* 


V(rr- 


XX) 


r^x/  z  z  —  r  r 


et  z  X  ^  r  r,  sumptis- 


tionem  demissum  dicatur  p,  erit  Q  = 

=  Llf.«VO.ro(^^):z(LL0 

=  r:p=IK:KN.  Hoc  est,  (per  Corol. 
2.  Prop.  41.),  sinus  totus  ad  sinum  anguli 
K  I  N,  in  data  ratione  adeoque  angulus  K  I  N 
datus,  et  trajectoria  V  K  spiralis  logarithmica. 

456.  Casus  secundus.      Velocitas  projectionis 

sequalis  sit  velocitati  quam  corpus  de  loco  aliquo 

dato  A,  cadendo  haberet  in  V,  erit  Q  =  C  V 

f  f  c  f  f  c 

X  V  A  B  L  V  =  (430)  Z  = 


tur  — 
CX  Y. 


I  bisque  valoribus  substitutis  inveni- 
irrcdx  Jrcdz 


Vr 


/y/  2  z  —  r 


f  4  c  c 
Z  Z  =  i— ^,  A  B  F  D  = 
a  a  X  X 

(431.).    unde    A    B    F     D    — 

f  ♦  X  aa  — cc— xif  _  f '^  X 


ax' 
f  4Xaa—  XX 


a  a  X  X 
Z     Z 


oba*  —  c  c  =  r  r  (450)  et  -y/  (A  B  F  D  — 
Z   Z)  __  ff  V  rr—xx      ^^^  .^^^^^  ^^ 

Prop.  41.)  sit  A*=  IC=CD  =  x,  D  E 
=  I  N  =  d  X,  C  X  =  C  V  =  r,  erit 
QXCX»X   INfffrrcdx 


2  A  A 
QX  C  X»X  I N 
2"A  A  V  A 


a  X  X 

^  r  r  c  d  X  Centro  C,  semiaxe  transverso  C  V  =  r  sc- 

Xi^  1 1  -^xx    mlaxe  conjugato  C  £  =  c,  dcscribatur  hj^pcr- 
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bola  V  R,  ex  cnjus  puncto  quovis  R,  demitta- 
tur  ad  axem  perpendiculum  R  B,  et  tangens 
R  T,  axi  occurrens  in  T,  et  C  B,  dicatur  =  z, 

erit  (427)  ■ — '  -,  fluxio  sectoris  hyperbo- 

i^  z  z  —  r  r 
lici  C  R  V,  et  (ex  conicis)  C  B  (z)  :  C  V  (r) 

=  C  V  (r)  j  C  T  =  —  =  X  ==  C  I.     Ita- 
^  '  z 

que  cum  sit  C  X  Y  =      ^  ^,  si  suman- 

A^  zz  —  r  r 
tur  utrinque   fluentes   addita  constanti   Q  erit 
sector  circuli  C  X  V,  aequalis  sectori  hyperboli- 
co  C  R  V  -f.  Q,  invenitur  autem  Q  =  o.   Nam 
posita  C  T  seu  x  =  r,   sit  quoque  z  =  r,  ob 

—  =  X,  et  puncta  B  et  V  coeunt,  evanescitque 

z 

sector  C  R  V,  et  quoniam  posita  x  =  r  corpus 

projectum  est  in  V,  punctum  X  coincidet  quo- 

que  in  hoc  casu  cum  puncto  V,  et  fit  C  X  V 

=  o,  unde  sequatio  CXV=CRV.|.Q, 

mutatur  in  hanc  o  =  o  -}-  Q.     Nulla  igitur  est 

quantitas  constans  addenda  vel  subducenda,  sed 

est  semper  C  X  V  =  C  R  V.     Quare  inveni- 

tur  punctum  I  in  traj«ctoria.  V  I  K,  capiendo 

sectorem  CXV=C  RV,  etin  linea  C  X 

sumendo  C  I  =  C  T. 

437.  Casui  3"'.    Projectionis  velocitas  major 

sit  velocitate  per  spatium  infinitum  cadendo  ac- 

quisita.     Sit  P  locus  de  quo  corpus  cadere  de- 

bet  ut  urgente  gravitate  uniformi   velocitatem 

acquirat  in  loco  V  aqualem  velocitati  projec- 

tionis.     In  perpendiculo  V  L,  capiatur  V  R  ad 

V  L  in  ratione  vis  gravitatis  uniformis  ad  vim 

ceniripetam  variabilem  in  loco  V,  et  compleatur 

rectangulum  P  V  R  Q  cujus  latus  quadratutn 

dicatur  e ;    et  velocitas  projettionis  erit   ut  e, 

(per  Cor.l.  Prop.XXXIX.)  Quare  (430)  Q  = 

_  „       r  r  e  e  .  ,     . 

r  e,  Z  Z  = ;  et  quoniam  velocitas  cor- 

XX 

poris  trajectoriam  V  I  K  describentis  continud 
decrescit  atque  corpus  a  centro  C  perpetuo  recedit 
(434),  loco  areffi  A  B  F  D,  (Prop.  XLI.) 
capienda  est  quantitas  ee  —  A<I>LV=ee  — 

i^yCw — rr         ^      rreexx — f+xx-l-f+rr 

_± (431)= ^ , 

rrxx       ^  rrxx 

et  quantitas  A  B  F  D  —  Z  Z,  (Prop.  XLI.)  erit 
.r*e*xx  —  f4xx-Uf*rr — r+ee 

hic  == . ! . 

r  r  X  X 

Est  autem  area  reclanguli  P  V  R  Q  major  area 
infinite  protensa  O  V  L  o,  hoc  est,  quantitas  e  e 

f  4 
raajor  quam  — ,  et  proinde  r  r  e  e  —  f  ♦,  quan- 

titas  positiva,  fiat  igitur  rree— .f4=b  brr, 

et  quantitas  A  B  F  D  —  Z  Z,  (Prop.  XLL) 

j^            bbrrxx   —    bbr* 
evadet    = ,     et 


r3edx  X  ^  r  3edx 

tabitur X .  =  — == 

■*  X  X        b  V  X  X — r  r      b  x  y'  xx— rr 

=  — ^   ■  t        rgrr  poDendo  —   =  c     Quar^ 
X/y/xx  —  rr  b 

sector  circuli  C  X  Y  =  — "^  — .    Fiat  X 

X  a/  XX  —  r  r 

rr         .,  dx       —  dz  

=  —  et  ent  —  = ,ac-v/^^  —  rr  = 


r  j^  t  r  —  z  z 


atque 


ir^cdx 


X  \/  X  X  —  r  r 

^rcdz  ^  -^  ^      ^  ^ 

—  -  =  C  X  Y.     Centro  C,  semiaxe 

\^  T  r  —  z  z 

C  V  =  r,  et  altero  semiaxe  C  E  =  c,  descri- 
batur  ellipseos  quadrans  V  E,  ex  cujus  puncto 
quovis  R  agatur  ad  axem  C  V  perpendiculum 
R  B,  et  tangens  R  T  axi  producto  occurrens  in 
T,  et  C  B  dicatur  ==  z,  erit  (ex  conieis)  C  B 

(z) :  C  V  (r)  =  C  V  (r)  :  C  T  =  '-^  =  x  = 

C  I;  et  (424)  — ^^^^     '    ,  fluxio  sectoris  el- 

-y/  r  r  —  z  z 
liptici   C  R  E ;  quare  cum  sit  C  X  Y  =  — 

i  r  c  d  z        .  .  .  , 

— -  ■,  si  sumantur  utrinque  uuentes  ad- 

i^  r  r  —  z  z 

dita  constanti  Q,  erit  scctor  circuli  C  X  V  = 
Q  —  C  R  E.  Ut  inveniatur  valor  quantitatis 
constantis  Q,  ponatur  C  X  V  =  o,  et  erit  Q  = 
C  R  E ;  sed  ubi  C  X  V  =  o  puncla  X  et  I 


hinc 


a/ABFD  —  ZZ=  b\/xx  —  rr 

X 

factis  debitis  substitutionibus,    formula   (Prop. 

XIjI.J .  m  hanc  mu- 

2  A  A  v'  ABtD — ZZ 


cum  puncto  V  coeunt,  et  fit  C  T  seu  C  I  = 
C  V,  adeoque  punctum  R  coincidit  etiam  cum 
puncto  V,  et  sector  C  E  R,  aequalis  fit  quad- 
ranti  C  E  V ;  ergo  Q  =  C  £  V.  Est  igitur  sem- 
perCXV=CEV— CRE  =  CRV. 
Itaque  ut  inveniatur  trajactorias  V  I  K  punc- 
tum  I,  capiatur  sector  circuli  C  X  V,  aequalis 
sectori  elliptico  C  R  V,  et  in  linea  C  X,  pro- 
ducta  capiatur  C  I  =  C  T,  erit  I  punctum  in 
trajectoria  qua:sita. 
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438.  Data  velocitate  projectionis  et  magnitu- 
dine  vis  centripetae  variabilis,  hoc  est,  ipsius  ra- 
tione  ad  aliquam  vim  centripetam  uniforraem 
notam  in  loco  dato  V,  (fig.  not.  430)  describi 
potest  trajectoria  V  I  K.  lis  enim  datis,  da- 
bitur  locus  P  ex  quo  corpus  urgente  vi  centri- 
peta  constante  cadere  debet  ut  in  loco  V  datam 
projectionis  velocitatem  habeat ;  et  sumpta  V  R 
ad  V  L  in  data  ratione  vis  centripetae  constantis 
ad  vim  centripetam  variabilem  in  loco  V,  dabi- 
tur  rectangulum  P  Q,  R  V.  Porro  si  rectan- 
gulum  illud  cequale  fuerit  are;»  infinite  protensse 
O  V  L  o,  corpus  circulum  describet  (per  cas. 
1.  not.  433) ;  si  rectangulum  minus  est  area 
O  V  L  o,  inveniri  poterit  punctum  A,  ex  quo 
ducta  perpendicularis  A  B,  abscindat  aream 
A  B  L  V  Eequalem  rectangulo  P  Q,  R  V ;  et 
trajectoria  V  I  K,  describetur  (per  constr,  cas. 
2'.)  (456).  Si  rectangulum  P  Q,  R  V  area 
O  V  L  o  majus  est,  adhibenda  erit  constructio 
casus  3'.  (437).  Observandum  autem  est  sec- 
tores  circulares  esse  angulis  suis  ad  centrum  pro- 
portionales  ;  unde  in  superioribus  constructioni- 
bus  loco  sectorum  circuli,  uti  possunaus  angulis 
qui  ad  sectores  hyperbolicos  vel  eliipticos  datam 
habeant  rationem. 


E"T 


439.  Casus  2"'.  et  3"',  construi  possunt  per 
hyperbolam  vel  ellipsim,  cujus  sit  semiaxis  C  V 
=  r,  et  alt€r  semiaxis  quilibet.  Nam  iisdem 
positis  quiE  in  constructione  casus  2'.,  semiaxe 
transverso  C  V  =  r,  et  semiaxe  quovis  conju- 
gato  C  F,  describatur  hyperbola  altera  S  V, 
quam  in  S  secat  perpendiculura  R  B  ;  tangen- 
tes  R  T,  S  T  per  puncta  R,  S  cluctae  axi  occur- 
runt  in  eodem  puncto  T,  (257)  et  sector  C  R  V 
est  ad  sectorem  C  S  V  in  data  ratione  C  E  ad 
C  F  (574).     Quare  cum  (per  constr.  cas.  2>.) 


sector  circuli  C  X  V  asqualis  sit  sectori  C  R  V, 
erit  etiam  ad  sectorem  C  S  V  in  data  ratione 
C  E  ad  C  F,  atque  ita  punctum  trajectorise  I 
invenietur  capiendo  sectorem  C  X  V  ad  secto- 
rem  C  S  V,  in  data  ratione  C  E  ad  C  F,  et  in 
radio  C  X,  capiendo  C  I  =  C  T.  Idem  eo- 
dem  modo  demonstratur  in  casu  3°. 

440.  Hinc  si  (juxta  constructionem  Corol. 
3.  Prop.  41.)  describatur  curva  V  I  capiendo 
angulum  V  C  I  sectori  conico  V  C  R  propor- 
tionalem,  vel  quod  in  idem  recidit,  capiendo  sec- 
torem  circuli  C  X  V  ad  sectorem  conicum 
V  C  R  in  data  ratione,  et  C  I  =  C  T,  inveniri 
poterit  velocitas  qua  corpus  de  loco  V,  secundum 
lineam  ipsi  C  V  perpendicularem  projici  debet 
ut  in  trajectoria  descripta  V  I  progrediatur. 
Nam  sit  V  S  hyperbola  qusevis,  centro  C,  semi- 
axe  transverso  C  V  =  r,  semiaxe  conjugato 
C  F  descripta,  data  erit  ratio  sectoris  circuli 
C  X  V,  ad  sectorem  hyperbolicum  C  S  V,  (ex 
hyp.)  seu  (439)  ratio  C  E  ad  datam  C  F; 
ergo  dabitur  C  E,  seu  c ;  est  autem  in  cas.  2°. 
(430,  436)  cc  =  aa  —  rr  adeoque  a  a  =  r  r 
-j-  c  c  ;  et  hinc  datis  r  et  c,  dabitur  a,  seu  A  C, 
(fig.  not.  428.)  Dato  autem  puncto  A,  et  vi 
centripeta,  datur  rectanguhim  P  Q  R  V,  aequale 
are£e  A  B  L  V,  et  inde  velocitas  projectionis 
habetur,  (438),  Si  trajectoria  V  I,  per  sectores 
ellipseos  descripta  fuerit,  similiter  invcnietur  c ; 


est  autem  in  casu  3°. 


(437)  c  =  ^,  et  r  r 


—  f*=bbrr,   adeoque  b  =   — ,  b  b  = 
rree  —  f*  rree 


et  b  b  = 


c  c  r  r  c  c 

quare  ccrree  —  r*ee  =  f4cc,  etee  = 
f4cc  f*  cc 

ccrr  —  r*       rr       cc  —  rr  ° 

f  ♦ 
datae  smt  c,  et  r,  ac  —  =  arese  datae  O  V  L  o 
r  r 

(429)  ;  dabitur  e  e,  seu  rectangulum  P  Q  R  V 

(437)  et  hinc  velocitas  projectionis  in  V,  habe- 

tur  (438).     Patet  autem  in  hoc  casu  c  majorem 

esse  debere  radio  r,  seu   C  V,   alioquin  proble- 

f  f 
ma    esset    impossibile,    c4tn  sit  e   =    —  X 


i\/  c  c  —  r  r 

441.  Vis  centripeta  in  centriftigam  vertatur, 
seu  dircctionem  in  contrariam  mutet,  et  corpus 
per  rectam  V  M  ad  C  V  perpendicularcm  cum 
quavis  velocitate  projiciatur,  ut  trajectoriam 
V  K  I  describat.  Sit  ut  in  casu  3°.  (437)  P  V 
spatium  per  quod  vi  centrifuga  constante  urgeri 
debet  corpus  ut  velocitatem  acquirat  in  V  velo- 
citati  projectionis  aqualem,  et  II  V  ad  L  V  ut 
vis  centrifuga  constans  ad  variabilcm  in  V,  et 
rectangulum  P  R  Q  V,  dicatur  e  e ;  velocitas 
projectionis  in  V,  erit  ut  e,  (per  Cor.  I.  Prop. 
39. )  et  quoniam  velocitas  in  reccssu  a  centro 
semper  crescit,  erit  velocitas  in  I  vel  ^,  ut 
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y^ee+A*  LV,  qiiae  (in  fortnula  Prop.  41. )     rium  centripetarum  in  ratione  triplicata  distantiae 
substitui  dtbet  loco  -^  A  B  F  D.     Invenietur     a  centro  decrescentium  generaiim  ac  perspicu^ 


\  r\  7  7      ''■ce        lArtiTV  ^^''*»  ^*  trajectoriarum  quae  in  hac  hypothesi 

etiam  (430)  Q.  =  re,  Z  Z  = -^|-^,ee-|-A<PL,V  describuntur    phires   proprietates   demonstravit, 

£4Vxx rr*  rreexx-l-f+xx ^^■'•rr  inter  alias  istam,   earum  omnium,   si  circulura 

=^^■4"' — ^  ,  ^  y (451)='- r  r  Tc  X "  ^^ceperis,  areas  esse  perfecte  quadrabiles,  quaa 


„.  .^      A  T>  r-  T»       'j  7  cu..««  Ai  ^  fio«  quidem  de  omnibus  traiectoriis  per  Constr.  Co- 

Hinc quantitas  A  B  !•  D  —  Z  Z  (rrop.  41.)  het  ^  \  "   t>.       ^i     j       •  »•     ^-    -i^^  j  ^. 

rreexx4-f4xx  —  f4rr— r  +  ee  '°'-'''  ^™P-  ^^-  descnptis  facile  demonstratur. 

hic  = — — -  Nam  (per  Prop.  41.)  arearum  illarum  fluxio 

.   K     '/^^  PTK  QXIN  -jcxdx 

bbrrxx  —  bbr*  ,•  ,  VylK  = — -       =  —  ^  , 

= : ■- — —  I  ponendo  rree-|-  Sy^ABFD  —  ZZ       v^rr  —  xx 


f  4  =  b  b  r  r.     Quare  V  A  B  F  D  —  Z  Z  =     in  cas.  2°.  et  C  I  K  = 

h  */  XX  —  rr    _      ...        ,,..       ,     . 

— i .  t  actis  jgitur  debitis  substitutioni- 


QX  IN 


bus,  formula  Prop.  XLI. 

ir^ed  X 


QX  CX^X IN 


^cxd  X 
j^  XX  —  r 


2  v'  A  B  F  D  — ZZ 
casu  5°.  (457.  441.)     Po- 


in  hanc  mutatur 


2AAVABi.U-ZZ'     °«t"''  1°.  V  r  -  X  X  =  z;  et  erit^r  r  --  X  X 
jr^cdx       =zz,  —  xdx=zdz,  et.  ->cxdx 


,         ,       .     '  y*  r  r  —  x  x 

xy^xx         r         yxx       r  _,ciK=^cdz,  et  sumptis  fluentibus,  sec- 

ponendo  -r-  =  c.     Quare  sector  circuli  CXY  torClV=^cz=|c-v/  r  r  —  x  x,   nuUa 

^     2     j  enim  est  addenda  quantitas  constans.     Ponatur 

=  — ^—          ■    --,  ut  Jn  cas.  5°.  (437).    Igi-  2°.  \/  x  x.—  r  r  =  y,  et  proinde  x  x  —  r  r  = 

bxy^xx  —  rr  ^                                                       ^cxdx 

tur  trajectoria  V  I  construetur  per  sectores  el-     y  y,  x  d  x  =  y  d  y,  erit  C  I  K  =     '^  ■. 

lipticos  protsus  ut  in  hoc  3°.  casu.  V  x  x  —  r  r 

442.  Schol.  KeilHus  ad  calcem  Introductionis  =  4  c  d  y,   et  sector  fluens  CIV  =  ^cy  = 

ad  Veram  Astronomiani,  inversum  Problema  vi-  ^  c  -y/  x  x  —  r  r. 
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Daid  lege  vis  centriipetcB,  requiritur  motus  corporis  de  loco  duto,  datd  cum 
velocitate,  secundum  datam  rectam  egressi. 

Stantibus  quse  in  tribus  propositionibus  praecedentibus :  exeat  corpus 
de  loco  I  secundum  lineolam  I  K,  ea  cum  velocitate  quam  corpus  aliud, 
vi  aliqua  uniformi  centripeta,  de 
loco  P  cadendo  acquirere  posset  in 
D :  sitque  haec  vis  uniformis  ad 
vim,  qua  corpus  primum  urgetur 
in  1,  ut  D  R  ad  D  F.  Pergat  au- 
tem  corpus  versus  k ;  centroque  C 
et  intervallo  C  k  describatur  circulus 
k  e  occurrens  rectae  P  D  in  e,  et 
erigantur  curvarum  B  F  g,  a  b  v, 
a  c  w  ordinatim  applicatae  e  g,  e  v, 
e  w.  (')  Ex  dato  rectangulo  P  D  R  Q,  dataque  lege  vis  centripetae 
qua  corpus  primum  agitatur,  datur  curva  linea  B  F  g,  per  construc- 
tionem  Problematis  XXVII.  et  ejus  Corol.  1.  (^)  Deinde  ex  dato 
angulo  C  I  K  datur  proportio  nascentimn  I  K,  K  N,  et  inde,  per  con- 
structionem  Prob.  XXVIII.  datur  quantitas  Q,  una  cum  curvis  lineis 
a  b  V,  a  c  w :  ideoque,  completo  tempore  quovis  D  b  v  e,  datur  tum 
corporis  altitudo  C  e  vel  C  k,  tum  area  D  c  w  e,  eique  sequalis  sector 
X  C  y,  angulusque  I  C  k,  et  locus  k  in  quo  corpus  tunc  versabitur. 
Q.e.  i. 


(^)  *  Ex  dato  rectangulo  P  D  R  Q,  &c.  Ex 
data  vis  centripetae  lege,  datur  curva  linea 
B  F  G,  (per  constr.  1»=.  partis  Prop.  39.)  Da- 
to  rectangulo  P  D  R  Q,  datur  locus  A,  de  quo 
corpus  urgente  vi  centripeta  variabili  cadere  de- 
bet,  ut  velocitatem  acquirat  in  loco  D,  aequalem 
velocitati  quam  corpus  aliud  urgente  aliqua 
uniformi  vi  centripeta  nota  ex  loco  P  cadens 
acquisivit  eodem  loco  D,  (per  Cor.  1.  Prop.  39.) 
dato  autem  loco  A,  et  descripta  curva  B  ¥  g, 
describi  poterit  altera  curva  V  L  M,  (per  constr. 
et  fig.  S-^.  partis  Prop.  59.) 


C)  *  Deinde.  Cum  sit  1  K  ad  K  N,  ut  si- 
nus  totus  ad  sinum  anguli  dati  N  I  K,  (per 
Corol.  2.  Prop.  41.)  dabitur  quantitas  constans 
Q,  una  cum  curvis  lineis  a  b  u,  a  c  w,  est  enim 
IK:KN  =  -v/ABFD  (sive  -v/  P  D  R  Q)  •• 
Z ;  est  ergo  data  Z  (per  constr.  Probl.  28.  et 

Q 

not  418.)  et  Z  =  f^  sive  A  X  Z  =   Q  unde 
A 

habetur    Q,    ex    quibus    hnbentur  quantitates 

Q  Q  X  C  X  ' 

S-v/ABFD— ZZ       2A»XVA  B  F  D— ZZ 
quK  sunt  ordinatae  curvarum  a  b  v,  a  c  w. 
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Supponimus  autem  in  his  propositionibus  vim  centripetam  in  recessu 
quidem  a  centro  variari  secundum  legem  quamcunque,  quam  quis  imagi- 
nari  potest,  in  aequalibus  autem  a  centro  distantiis  esse  undique  eandem. 
Atque  hactenus  motum  corporum  in  orbibus  immobilibus  consideravimus. 
Superest  ut  de  motu  eorum  in  orbibus,  qui  circa  centrum  virium  revol- 
vuntur,  adjiciamus  pauca. 


VoL  I.  R 
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SECTIO  IX. 

D^  motu  corporum  in  orbibus  mobilibus,  deque  motu  apsidum. 


PROPOSITIO  XLIIL     PROBLEMA  XXX. 

C)  Efficiendum  est  ut  corpus  in  trajectorid  qudcunque  circa  centrum  virium 
revolvente  perinde  moveri  possitf  atque  corpus  aliud  in  eddem  trajectorid 
quiescenle. 

In  orbe  V  P  K  positione  dato  revolvatur  corpus  P  pergendo  a  V  ver- 
sus  K.  A  centro  C  agatur  semper  C  p,  quae  sit  ipsi  C  P  aequalis,  angu- 
lumque  V  C  p  angulo  V  C  P  proportionalem  constituat;  et  {^)  area, 


(*)  •  Efficiendum  est.  Sit  V  P  K  quselibet 
immota  trajectoria  qUam  corpus  P  ad  centrum 
virium  C  tendens  describat  pergendo  ab  V  ver- 
sus  K,  invenienda  est  lex  vis  centripetas  ad  C 
tendentis,  qua  urgente  corpus  aliud  p  feratur  in 
perimetro  figurre  u  p,  priori  similis  et  sequalis, 
intereadum  haec  ipsa  figura  u  p,  circa  C  revol- 
vitur  in  uno  eodemque  plano,  ita  ut  dum  corpus 
P,  arcum  quemlibet  ut  V  P,  percurrit  in  orbe 
quiescente  V  P,  aliud  corpus  p,  similem  et 
{Equalem  arcum  u  p,  percurrat  in  orbe  revol- 
vente  u  p. 

443.  Si  fuerit  C  V  ad  trajectoriam  V  P  K  in 
puncto  V  perpendicularis,  hoc  est,  si  fit  C  V 
linea  apsidum  iri  orbe  quiescente,  et  correspon- 
dens  C  u  linea  apsidum  in  orbe  revolvente,  mo- 
tus  angularis  lineae  C  u  dicitur  apsidum  motus, 
qui  in  consequentia  fit,  ubi  linea  C  u,  in  eandem 
partem  fertur  cum  corpore  P,  vel  p.  In  ante- 
cedentia  vero  ubi  linea  C  u,  et  corpus  P,  vel  p, 
in  plagas  contrarias  tendunt. 

C")   *  £t  area  quam  linca  C  p,  describit.     Sit 

V  p  n  curva  quam  corpus  p  in  orbe  mobili  ii  p 
revolvens  describit,  centro  C,  intervallo  C  P, 
vel  C  p,  describatur  circuli  arcus  P  p  q,  agatur 
radius  C  R  orbem  quiescentem  V  P  K  secans 
in  K,  et  radius  C  q,  trajectoriam  V  p  n,  secans 
in  n,  sintque  K,  n,  loca  in  quibus  eodem  tem- 
pore  reperiuntur  corpora  P,  p,  id  cst,  arcus 
P  K,  p  n,  sint  eodem  tempore  descripti.  Nas- 
centibus  arcubus  P  R,  p  q,  sectores  P  C  K, 
p  C  n,  sequales  sunt  factis  ^PCxPR«aPC 
X  p  q ;  adeoque  ob  p  C  =  P  C  sectores  illi 
sunt  inter  se  ut  arcus  P  R,  p  q,  seu  ut  anguli 
P  C  K,  p  C  n ;  sed  quoniam  angulus  V  C  K, 
est  ad  angulum  V  C  n,  in  data  ratione  anguli 

V  C  P,  ad  angulum  V  C  p  (per  hyp.)  erit 
dividendo  angulus  V  C  K  —  V  C  P,  ad  angu- 
lum  V  C  n  —  V  C  p,  hoc  est,  angulus  P  C  K, 
ad  angulum  p  C  n,  in  data  ratioQc  anguli  V  C  P 


ad  V  C  p,  atque  adeo  sector  P  C  K,  ad  secto- 
rem  p  C  n,  in  eadem  ratione  data.     Unde  (per 


Cor.  Lem.  4.)  totus  scctor  V  p  C,  est  ad  totuni 
sectorem  V  P  C,  eodem  tempore  dcscriptum  in 
data  ratione,  sive  sector  V  p  C,  est  ut  sector 
V  P  C,  proindeque  (pcr  Prop.  1.)  ut  tempus 
quo  sector  uterque  describitur.  Quare  manifes- 
tum  est  (per  Prop.  2.)  quod  corpus  p,  cogente 
justa;  quantitatis  vi  centripeta  revolvi  possit  iu 
curva  linea  V  p  n,  quam  punctum  p  perpctuo 
tangit.  Porro  dato  orbe  V  P  K,  et  virium  cen- 
tro  C,  datur  longitudo  et  positio  iinea;  C  P,  pcr 
(superiorem  Ncwt.  constr. )  idcoque  et  linea?  C  p, 
ct  hinc  datur  punctum  quodlibet  p,  in  trajectoria 
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quam  linea  C  p  describit,  erit  ad  aream  V  C  P,  quam   linea  C  P  simul 

describit,    ut  velocitas  lineae  describentis  C  p  ad  velocitatem  lineae  des- 

cribentis  C  P ,  hoc  est,  ut  angulus  V  C  p  ad  angulum  V  C  P,  ideoque 

in  data  ratione,  et  propterea  tempori  proportionalis.     Cum  area  tempori 

proportioualis  sit  quam  linea  C  p  in 

plano  imniobili  describit,  manifestum 

est  quod  corpus,  cogente  justas  quan- 

titatis  vi  centripeta  revolvi  possit  ima 

cum    puncto  p   in  curva  illa  linea 

quam  punctum  idem  p  ratione  jam     / 

exposita  describit  in  plano  immobili.    j" 

Fiat  angulus  V  C  u  angulo  P  C  p,    \ 

et  linea  C  u  lineae  C  V,  atque  figura     \ 

u  C  p  figuras  V   C   P  aequalis,   et 

corpus  in  p  semper  existens  move- 

bitur  in  perimetro  figurae  revolven- 

tis  u  C  p,  eodemque  tempore  des- 

cribet  arcum  ejus  u  p  quo  corpus 

aliud  P  arcum  ipsi  similem  et  asqualem  V  P  in  figura  quiescente  V  P  K 

describere  potest.     Quaratur  igitur,  per  CoroUarium  quintum  Pi-oposi- 

tionis  VI.,  vis  centripeta  qua  coi-pus  revolvi  possit  in  curva  illa  linea 

quam  punctum  p  describit  in  plano  immobili,   et   solvetur  problema. 

Q.  e.  f. 


PROPOSITIO  XLIV.    THEOREMA  XIV. 

Differentia  virium,  quihus  corpus  in  orbe  quiescente,  et  corpus  aliud  in  eodem 
orbe  revolvente  esqualiter  moveri  possunty  est  in  triplicata  ratione  commu- 
nis  altitudinis  inverse. 

Partibus  orbis  quiescentis  V  P,  P  K  simto  similes  et  aequales  orbis  re- 


V  p  n,  adeoque  et  ipsa  tiajectoria  datur.  Inve- 
niri  igitur  potest  (per  Cor.  5.  Prop.  6. )  lex  vis 
centripeUB  qua  corpus  p,  in  trajectoria  illa  V  p  n 
revolvi  potesU 

Q,uoniam  autem  angulus  V  C  P  aequalis  est 
angulo  V  C  p  (per  constr. )  erit  quoque  angu- 
lus  V  C  V  asqualis  angulo  P  C  p,  adeoque  data 
C  p,  magnitudine  et  positione,  facile  invenitur 
positio  lineiB  apsidum  C  v  in  orbe  mobili  V  p  : 
Fiat  enim  angulus  V  C  v  angulo  P  C  p,  et  li- 

R 


nea  C  v  Hneae  C  V,  atque  figura  u  C  p,  figurae 

V  C  P  similis  et  Eequalis,  et  corpus  una  cum 
puncto  p,  seraper  latum  et  figuram  immotam 

V  p  n  describens,  describit  etiam  perimetrum 
u  p,  figurie  revolventis  u  C  p,  eodemque  tem- 
pore  describit  arcum  ejus  v  p,  quo  corpus  aliud 
P  arcum  ipsi  similem  et  a;qualem  V  P,  in  figu- 
ra  quiescente  V  P  K,  describere  potest.  Vide 
Varignonium  Legem  vis  centripetae  in  trajecto- 
ria  V  p  n  determinantem,  iii  Comm.  Paris.  1 705 
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volventis  partes  u  p,  p  k ;  et  punctorum  P,  K  distantia  intelligatur  esse 
quam  minima.  A  puncto  k  in  rectam  p  C  demitte  perpendiculum  k  r, 
idemque  produc  ad  m,  ut  sit  m  r  ad  k  r  ut  angulus  V  C  p  ad  angulum 
V  C  P.  Quoniam  corporum  altitudines 
P  C  et  p  C,  K  C  et  k  C,  semper  aequan- 
tur,  raanifestum  est  quod  linearum  P  C  et 
p  C  incrementa  vel  decrementa  semper 
sint  aequalia,  ideoque  si  corporum  in  locis 
P  et  p  existentium  distinguantur  motus 
singuli  (per  legum  Corol.  2.)  in  binos, 
quorum  hi  versus  centrum,  sive  secundum 
lineas  P  C,  p  C  determinentur,  et  alteri 
prioribus  transversi  sint,  et  secundum  ]i- 
neas  ipsis  P  C,  p  C  pei-pendiculares  di- 
rectionem  habeant;  motus  versus  centrum 
erunt  aequales,  et  motus  transversus  corporis  p  erit  ad  motum  transversum 
corporis  P,  ut  motus  angularis  hneae  p  C  ad  motum  angularem  lineae  P  C, 
id  est,  ut  angulus  V  C  p  ad  angulum  V  C  P.  Igitur  eodem  tempore 
quo  corpus  P  motu  suo  utroque  pervenit  ad  punctum  K,  corpus  p  aequali 
in  centrum  motu  aequaliter  movebitur  a  p  versus  C,  ideoque  completo  illo 
tempore  reperietur  alicubi  in  linea  m  k  r,  quae  per  punctum  k  in  lineam 
p  C  perpendicularis  est ;  et  motu  transverso  acquiret  distantiam  a  linea 
p  C,  quae  sit  ad  distantiam  quam  coi^pus  alterum  P  acquirit  a  hnea  P  C, 
ut  est  motus  transversus  corporis  p  ad  motum  transversum  corporis  alte- 
rius  P.  Quai-e  cum  k  r  aequalis  sit  distantiae  quam  corpus  P  acquirit  a 
linea  P  C,  sitque  m  r  ad  k  r  ut  angulus  V  C  p  ad  angulimi  V  C  P,  hoc 
est,  ut  motus  transversus  corporis  p  ad  motum  transversimi  corporis  P, 
C^)  manifestum  est  quod  corpus  p  completo  illo  tempore  reperietur  in  loco 
m.  Haec  ita  se  habebunt  ubi  corpora  p  et  P  aequaliter  secundum  hneas 
p  C  et  P  C  moventur,  ideoque  aequahbus  viribus  secundum  hneas  illas 
urgentur.     Capiatur  autem  angulus  p  C  n  ad  angulum  p  C  k  ut  est  an- 


C^)  *  Manifestum  est  quod  corpus  p,  &c.  Ex 
puncto  K  in  rectam  P  C,  demissum  intelligatur 
perpendiculum  K  R,  et  crit  P  R  =  p  r.  Fin- 
gamus  corpus  P  de  loco  P  ita  projici  ut  vi  se- 
cundum  directionem  P  C,  urgente  percurrat 
spatium  P  R,  eodem  tempore  quo  vi  altera  se- 
cimdum  rectam  ipsi  R  K,  parallelam  impelleiite, 
percurrit  spatium  ssquale  rectae  R  K,  adeo  ut 
eo  tcmpore  viribus  conjunctis  describat  diagona- 
lem  P  K.  Fingamus  similiter  corpus  p,  de 
loco  p  ita  projici,  ut  vi  secundum  directioncm 


p  C  urgente  percurrat  p  r  =  P  R,  eodem  tem- 
pore  quo  corpus  P  percurrit  P  R  aut  R  K  vel 
P  K,  et  vi  altera  secundum  directionem  rectae 
r  m,  parallelam  impellente,  corpus  p,  eodem 
tempore  describat  spatium  iequale  rectae  r  m, 
qujB  est  ad  R  K,  in  ratione  velocitatis  transversao 
corporis  p,  ad  velocitatem  transversam  corporis 
alterius  P.  His  positis  manifestum  est  cor- 
pora  P  et  p,  de  locis  P,  et  p,  simul  egres- 
sa,  eodem  temporis  puncto  reperiii  in  locis  K, 
et  m.    . 
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gulus  V  C  p  ad  angulum  V  C  P,  sitque  n  C  aequalis  k  C,  et  corpus  p 
completo  illo  tempore  C^)  revera  reperietur  in  n  ;  {^)  ideoque  vi  majore 
urgetur  quam  corpus  P,  si  modo  angulus  n  C  p  angulo  k  C  p  major  est, 
id  est  si  orbis  u  p  k  vel  movetur  in  consequentia,  vel  movetur  in  antece- 
dentia  majore  celeritate  quam  sit  dupla  ejus  qua  linea  C  P  in  consequen- 
tia  fertur ;  et  vi  minore  si  orbis  tardius  movetur  in  antecedentia.     Estque 


C)  •  Iiei>erd  reperietur  in  pimcto  n.  Est 
enim  angulus  p  C  k  =  P  C  K  (per  hyp.)  et 
si  fuerit  n  iocus  corporis  p,  erit  (per  Prop.  43.) 
aiiguius  p  C  n,  ad  angulum  p  C  k,  ut  angulus 
V  C  p,  ad  angulum  V  C  P,  et  puncta  C,  n,  m, 
jacent  in  una  recta.  Nascentibus  enim  anguiis 
p  C  n,  P  C  K,  perpendicula  r  va,  R  K,  sunt  ut 
arcus  circulares  nascentes  radiis  aequaiibus  C  R, 
C  r  descripti,  seu  ut  anguli  m  C  r,  K  C  R,  (per 
Lftn.  7. )  Est  ergo  angulus  m  C  p,  ad  angulum 
K  C  P,  seu  k  C  p,  ut  m  r,  ad  K  R,  seu  k  r, 
hoc  est,  ut  angulus  V  C  p,  ad  angulura  V  C  P, 
sive,  ut  angulus  p  C  n,  ad  angulum  k  C  p,  (per 
constr.)  quare  angulus  m  C  p  =  p  C  n,  et 
hinc  puncta  C,  n,  m,  jacent  in  una  recta. 

(^)  444,  Ideoque  vi  majore  urgclur  quam 
corjms  P,  si  modd  angulus  n  C  p,  angulo  k  C  p 
major ;  vi  minore,  si  angulus  m  C  p,  angulo 
k  C  p  minor ;  et  vl  scquali,  si  angulus  m  C  p, 


445.  Pon-d  angulus  m  C  p,  angulo  k  C  p 
seu  K  C  P  major  est,  si  orbis  v  p  k,  vel  movetiir 
in  coniequentia  (ut  patet)  vel  movetur  in  ante- 
cedenlia  majore  celeritate  quam  sit  dupla  ejus 
qua  linea  C  P  in  consequentia  fertixr.  Nam  in 
hoc  casu  angulus  v  C  V,  est  plusquam  duplo 
major  angulo  V  C  P,  seu  v  C  p,  adeoque  angu- 
lus  V  C  p,  major  angulo  V  C  P,  seu  v  C  p,  et 
hinc  angulus  p  C  m,  major  angulo  p  C  k,  cum 
sit  angulus  p  C  m,  ad  angulum  p  C  k,  ut 
V  C  p,  ad  V  C  P. 

446.  Si  orbis  v  p  k,  movetur  in  antecedentia 
cum  celeritate  dupla  ejus  qua  linea  C  P,  in  con- 
sequentia  fertur,  erit  angulus  V  C  p  =  V  C  P  • 
cumque  sit  etiam  C  p  =:  C  P,  corpus  p  descri- 
bet  orbem  immotum  V  p,  similem  et  tequalem 
orbi  V  P  K.  In  hoc  casu  corpus  p,  non  fertur 
ab  V,  versus  P,  sed  in  partem  oppositam  ut 
patet. 


angulo  k  C  p  jequalis.  Nam  in  1°.  casu  linea 
C  m,  major  est  quam  C  n,  et  punctum  m  extra 
peripheriam  circuli  radio  C  k,  vel  C  n,  descrip- 
ti  cadit,  adeoque  praeter  vim  qua  corpus  utrum- 
que  ad  centrum  urgetur,  requiritur  vis  altera 
qud  corpus  p,  aJhuc  describat  m  n.  In  2°. 
casu  C  m,  minor  est  quam  C  n,  puncto  m, 
cadente  intcr  puncta  k,  et  r,  in  linea  k  r.  In  3°r 
casu  C  m  =  C  u,  coincidentibuspunctis  m,  n,  k 


447.  Si  orbis  v  p  k  ^rnovetur  in  antecedentia 
minori  celeritate  quam  sit  dupla  ejus  qua  linea 
C  P  in  consequentia  fertur,  erit  angulus  m  C  p, 
angulo  k  C  p  minor.  -  In  hoc  enim  casu  angu- 
lus  V  C  V  minor  est  duplo  angulo  V  C  P,  vel 

V  C  p,   adeoque  angulus  V  C  p,  minor  angulo 

V  C  P,  vel  V  C  p,  et  hinc  angiilus  ra  C  p,  mi- 
norangulo  k  C  p  (per  constr.) 
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virium  difFerentia  ut  locorum  intGrvallum  m  n,  per  quod  corpus  illud  p 

ipsius  actione,  dato  illo  temporis  spatio,  transferri  debet.     Centro   C  in- 

tervallo  C  n  vel  C  k  describi  intelligatur  circulus  secans  lineas  m  r,  m  n 

productas  in  s  et  t,  et  (^)  erit  rectangulum 

m  n  X  m  t  aequale  rectangulo  m  k  X  m  s, 

m  k  X  m  s 
ideoque  m  n  sequale -—; .    (^)  Cum 

autem  triangula  p  C  k,  p  C  n  dato  tem- 
pore  dentur  magnitudine,  sunt  k  r  et  m  r, 
earumque  difFerentia  m  k  et  summa  m  s 
reciproce  ut  altitudo  p  C,  ideoque  rectan- 
gulum  m  k  X  m  s  est  reciproce  ut  quad- 
ratum  altitudinis  p  C.  Est  et  m  t  directe 
ut  ^  m  t,  id  est,  ut  altitudo  p  C.  Hse  sunt 
primse   rationes   linearum   nascentiumj    et 

hinc  fit  "^  3  id  est  lineola  nascens  m  n,  eique  proportionalis  vi- 

m  t 

rium  diflPerentia  reciproce  ut  cubus  altitudinis  p  C.     Q.  e.  d. 

Corol.  I .  Hinc  difFerentia  virium  in  locis  P  et  p,  vel  K  et  k,  est  ad 

vim  qua  corpus  motu  circulari  revolvi  possit  ab  R  ad  K  eodem  tempore 

quo  corpus  P  in  orbe  immobili  describit  arcum  P  K,  ut  lineola  nascens 

m  n  ad  i^)  sinum  versum  arcus  nascentis  R  K,  id  est  ut  ^ ^ii  ad 

m  t 


(f)  *  Erit  rectangulum  m  »i  X  "*  ^  =  *'^c- 
tangulo  m  k  y,  m  s.  Per  Prop.  35.  vel.  36. 
Lib.  3.  Elem. 

(*)  Cum  autcm  iriangula  p  C  k,  sive  P  C  K, 
et  p  C  n,  dato  tempore  describantur  (per  hyp.) 
dantur  magnitudine  (per  Prop.  1.)  Porro  trian- 
gulum  PCK  =  iPCXK  R,  et  triangu- 
lum  p  Cn  =  ^p  CXmr.  Junctis  enim 
p  n,  p  m,  erit  triangulum  nascens  p  n  C  sequale 
nascenti  p  m  C,  ob  m  n  evanescentem  respeetu 
linese  finita!  C  n,  et  triangulum  p  m  C  =  -l  p  C 
X  m  r.  Sunt  ergo  facta  pCXl^J^jetpCX 
m  r,  constantia  seu  data  et  hinc  k  r,  et  m  r,  sunt 
rcciproce  ut  altitudo  p  C,  et  propterea  dividLndo 
et  componendo,  earum  difTerentia ;  m  k,  et  sum- 
ma  m  s,  sunt  reciproce  ut  cadem  altitudo  p  C. 
Quod  ut  clariiis  inteUigatur,  supponamus   esse 

F  G 

k  r  =  — —,  m  r  =  — — ,  et  F  et  G  esse  quanti- 
p  C  p  C  ^ 

G F 

tates  datas,  erit  m  r — k  r  =  m  k  = — — ,  m  r 

P  c 


-}-ki 


G-f-F 
pC 


,  hoc  est,  ob  quantitates 


F,  G,  G  —  F,  G  -j-  F,  datas,  crunt  k  r,  ra  r, 


m  k,  m  s,  ut — ^.     Hinc  rectangulum  m  k  X 
p  C 

GG— FF      ,      .        V     ,         , 
m  s,  =  j^ ,  est  reciproce  ut  c|uadra 

tum  altitudinis  P  C  ;  est  et  m  t,  directe  ut  ^ 

mt=Cn  =  Ck  =  pC,  quare  ra  n  = 

mkXms        GG — FF     ^..x 

=  -— — ,  et  ideo  m  n  est 

m  t  2p  C3     ' 

reciproce   ut  cubus  altitudinis  p   C  ob  datam 

G  G  —  F  F 

quantitatem  ^ . 

(*)  *  M  sinum  versum  arc&s  nascentis  R  K 

seu  Z  k,  hoc  est,  ad  Z  r,  nam  Z  r  et  m  n,  sunt 

spatia  nascentia  eodem  tempusculo  viribus  illis 

descripta,  et  iisdcm  proindc  viribus  proportiona- 

,.        _,                              m  k  X  Tn  s  ,      ^       ^ 
lia.     tst  autcm  ra  n  = — r  (ex  Dem.) 

m  t        ^  ' 

k  r  * 

et  Z  r  =   ^  ,    ^.  Nam,  ex  naturi  circuli  Z  r  : 
2  k  C 

kr=kr:KC-}-rC,  hoc  est,  quia  r  C 

usurpari  potest  pro  Z  C,  et  quia  Z   C  =  k  C, 

k  r  > 
Zr:kr=kr:2kC,  etZr  =  -r~^ ;  unde 
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^  ^  ^ ,  vel  ut  m  k  X  m  s  ad  r  k  quadratum  ;  hoc  est,  si  capiantur  datae 
2kC 

quantitates  F,  G  in  ea  ratione  ad  invicem  quam  habet  angulus  V  C  P  ad 
angulum  V  C  p,  ut  G  G  —  F  F  ad  F  F.  Et  (')  propterea,  si  centro  C 
inteivallo  quovis  C  P  vel  C  p  describatur  sector  circularis  asqualis  areae 
toti  V  P  C,  quam  corpus  P  tempore  quovis  in  orbe  immobiK  revolvens 
radio  ad  centrum  ducto  descripsit :  differentia  virium,  quibus  corpus  P  in 
orbe  immobili  et  corpus  p  in  crbe  mobili  revolvuntur,  erit  ad  vim  centri- 
pctam,  qua  corpus  aliquod,  radio  ad  centrum  ducto,  sectorem  illum  eodem 
tempore,  quo  descripta  sit  area  V  P  C  uniformiter  describere  potuisset, 
ut  G  G  —  F  F  ad  F  F.  Namque  sector  ille  et  area  p  C  k  sunt  ad  in- 
vicem  ut  tempora  quibus  describuntur. 

Corol.  2.  Si  orbis  V  P  K  eUipsis  sit  umbilicum  habens  C  et  apsidem 
summam  V ;  eique  similis  et  aequalis  ponatur  ellipsis  u  p  k,  ita  ut  sit  sem- 
per  p  C  agqualis  P  C  et  angulus  V  C  p  sit  ad  angulum  V  C  P  in  data 
ratione  G  ad  F ;  pro  altitudine  autem  P  C  vcl  p  C  scribatur  A,  et  pro 
ellipseos  latere  recto  ponatur  2  R :  erit  vis,  qua  corpus  in  ellipsi  mobili 

revolvi  potest,  ut  _  +       '^  '^ — ,  et  contra.     Exponatur  enim 

^  A  A  A  cub. 

F  F 

vis  qua  corpus  revolvatur  in  immota  eilipsi  per  quantitatem ,  et  vis  in 

A  A. 

Verit— — _— .     {^)  Vis  autem  qua  corpus  in  circulo  ad  distantiam 
CVquad.      ^ 

mn;Zr  ==  m  kX™s:kr*,  ob  m  t=  stanii  divisa  per  quadratum  distantjse  a  foco  (per 

2  k  C.      Si  vero  capiantur  duae  quantitatcs  G,  Trop.  XI.)    Sumatur  ergo  pro  illa  quantitate 

F,  in  ca  ratione  ad  invicem  quam  habet  angulus  constanti,  quadratum  F  Fcujus  latus  F  est  prima 

V  C  p,   ad  angulum  V  C  P,   seu  quam  liabet  ex    illis   iudetcnniuatis   (sed  constantibus)   quse 

m  r,  ad  k  r,  erit  mkXms^l^r^^GG  —  exprimunt  rationem  anguli  V  C  P  ad  angulum 

F  F  :  F  F ;    ut  ex   supra  demonstratis  liquet,  _,.  _,  .      .    .     ..  F  F  . 

i  /^/^i7T7i?i7  VCp,   ent  vis  m  V  ==  -    _  ..    Sit  corpus  cur- 

ergo  mn:Zr==GG  —  l'!':!'!'.  '^'  VC^ 

(')  •   Et  prnptered  si  centro   C.      Corpus   P,  ca  centrum  quodvis  in  circulo  revolvens,  ad  dis- 

in  orbita  V  P  K  revolvens  dato  tempore  datum  tantiam  C  V,  cadem  velociiate  qua  corpus  in  el- 

sectorem  P  C  K,  radio  ad  centrum  Cductodes-  Jipsi  revolvens  urgetur  in  apside  V,  sumantur  in 

cribit  (per  Prop.  1.)  et  corpus  in  circulo  radio  circulo  et  in  ellipsi  arcus  quamminimi  eodcm 

C  K  descripto  uniformiter  revolvens,  et  arcum  tempore  descripti,  illi  arcus  erunt  inter  se  acqua- 

R  K,   seu  sectorem  C  R  K  =  C  P  K,  descri-  jgs,  ob  aequales  velocitates  (ex  hypoth.)   et  eo- 

bens  oodem  tempore  quo  corpus  P  describit  ar-  jyxm   sagittse   erunt  inler  se  ut  vires  centrales 

cum  P  K,  seu  sectorem  C  P  K,  dato  tempore  (pgr  Corol.  4.    Prop.    I.)  :  in  ellipsibus  autem 

datum  quoque  sectorem  describit.     Quare  cor-  omnibus  in  quibus  vis  centripeta  ad  focum  ten- 

pus  P,  in  orbita  V  P  K,  et  corpus  in  circulo  dit    (et  iis  annumeratur  circulus)   latera  rccta 

jiraidicto  revolventia,  radiis  ad  centrum  C  ductis,  gunt  inverse  ut  arcuum  quamminimo  terapore 

seclores   aequales  temporibus  sequalibus  descri-  descriptorum  sagittie  et  directe  ut  quadrata  per- 

bunt.     Et  jrrojnereu  si  centro  C,  intervallo  C  P,  pendiculi  ducti  ab  extremitate  eorum  arcuum  in 

vel  C  p,  describatur,  &c  lineam  ad  centrum  virium  tendentem  (per  Co- 

(^)   •    Vis  nutem  qud  corjms  in  circulo,  &c.  rol.  2.  Prop.  XIII.)  sed  in  apside  ellipseos  et 

Demoustratio    Newtoniana    ita    procedit :     Vis  drculi,  illa  perpendicula  sunt  ipsius  arcus,  ideo- 

q'ia  corpus  in  ellipsi   circa  ejus  focum   revolvi-  que  sunt  aequalia  ;  crgo  latera  recta  hujus  el- 

tiir,  est  Bcmpcr  aenualis  cuidam  quantitati  con-  liosis  et  hujus  circuli  eruiit  inverse  ut  sagitt« 

R  4 
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C  V  ea  cum  velocitate  revolvi  posset   quam  corpus  in  ellipsi   revol- 

veiis  habet  in  V,   est  ad  vim  qua  corpus  in  eliipsi  revolvens  urgetur 

in  apside  V,  ut  dimidium  lateris  recti  ellipseos  ad  circuli  semidiame- 

R  FF 
trum  C  V,  ideoque  valet  q'^^"^^  :  et  vis,  quae  sit  ad  hanc  ut  G  G 

R  G  G  —  R  F  F 

-  F  F  ad  F  F,  valet  cy-^. '- 

u 
estque  haec  vis  (per  hujus  Corol.  1.)  dif- 

ferentia  virinm  in  V  .quibus  corpus  P  in  el-     /      ^l 

lipsi  immota  V  P  K,  et  corpus  p  in  ellipsi    ^ 

mobili  u  p  k  revolvuntur.     Unde  cum  (per 

hanc  Prop.)  differentia  illa  in  alia   quavis 

altitudine  A  sit  ad  seipsam  in  altitudine 


1 


eadem  diffe- 


^^"tA'OT.^^cT3^.' 

rentia     in     omni     altitudine     A     valebit 
R  G  G  —  R  F  F 


A  cub. 


F  F 

Igitur  ad  vim  , 

A  A 


qua  corpus  revolvi  potest  in  ellipsi  immobili  V  P  K,   addatur  excessus 


11  G  G  —  R  F  F 


et  componetur  vis  tota  + 

AA 


FF   ,    R  GG  — R  FF 


A  cub.  A  A  A  cub. 

qua  corpus  in  ellipsi  mobili  u  p  k  iisdem  temporibus  revolvi  possit. 

Corol.  3.  (')  Ad  eundem  modum  colligetur  quod,  si  orbis  immobilis 


arcuum  sive  inrerse  ut  vires  centrales;  latus 
rectum  circuli  est  ipsa  diameter,  ergo  sumendo 
dimidium  utriusque  lateris  recti  est  vis  qua. 
corpus  in  ellipd  revolvens  urgetur,  &c.  Reliqua 
demonstratio  est  plana. 

(I)  Ad  eundem  mmlum,  &c.  Si  .corpus  re- 
volvatur  in  ellipsi  vi  centripeta  tendente  ad 
centrum  ellipseos,  vis  centralis  est  directe  ut 
distantia  a  centro,  ideoque  erit  aequalis  quanti- 
tati  constanti  multiplicatae  per  distantiam  (per 
Prop.  X. ),  posito  2  T  pro  axe  transvcrso  et  2  R 

F  F 
pro  latere  recto,  sit  ea  quantitas  constans  -7=^, 

F  F  V  C  V 

vis  in  V  erit ^5 vel  quoniam  C  V  = 


T3 


FF" 


T,  erit  Trrrfi  i"  ^^'is  vero  omnibus  punctis  erit 

F  F  X  A 

T3      • 

Sit  corpus  in  circulo  revolvens  circa  centrum 
C  ad  di&tantiam  C  V,  qualibet  vi  centripeta,  sed 
tali  ut  cadem  velocitate  fer.itur  qua  corpus  in 
eilipsi  latum  urgetur  in  extremitate  axis  trans- 
ver«!,  sumantur  in  eo  circulo  et  in  cxtremitate 
a\\%  tranaversi  cllipscos  arcus  quamminimi  co- 


dem  tempore  descripti  illi  arcus  erunt  fequales, 

ob  sequales  velocitates,  et  eorum  sagitta;  erunt 

ut  vjres  centrales  quibus  corpora  in  circulo  et 

ellipsi   retinentur    (per   Cor.  4.   Prop.  I.) ;    in 

ellipsibus  autem   diversis  (et   iis   annumeratur 

circulus)  in  quibus  vis  centripeta  ad  centrum 

tendit,'in  distantiis  sDqualibus  a  centro,  dupla 

quadrata   facti   axium  sunt  inverse   ut  sagittae 

quam  minimo  tempore  desoriptae,  et  directe  iit 

quadrata   arearum  dato    tempore    descriptarum 

(per  constr.  Prop.  X.),  cum  ergo  hic  sumantur 

arcus  aequales  et  perpendiculares  in  lineam  ad 

centrum   ductam,    et    distantia;    a   centro  sint 

sequales,  illae  areas  utrinque  sunt  aequales,   ergo 

sagittae  arcuura  in  ellipsi  et  in  circulo  sunt  in- 

verse  ut  ipsa  quadrata  facti  axium,  seu  quia  axis 

traasversus  ellipseos   et  circuli  diameter  idum 

sunt,  sagittac  arcuum  in  ellipsi  et  circulo  sunt 

inverse  ut  quadratum  asis  conjugati  ad  quadra- 

tum  transversi,  sive  inverse  ut  latus  rectura  ad 

axem  transversum,ergo  2  T  :  2  R  (sive  T  :  R) 

F  F         ,     .      .       .      , 
=  ;fr^ ;    ad  vmi  m  circulo  quas  itoque  crit 

RX  FF 


T  3 


sed  haec  vis  est  ad  differentiam  virium 


in  orbe  mobili  et  immobiii,  ut  F  F  ad  C  G  '— 
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V  P  K  ellipsis  sit  centrura  habens  in  virium  centro  C ;  eique  similis, 
aequalis  et  concentrica  ponatur  ellipsis  mobilis  u  p  k ;  sitque  2  R  ellip- 
seos  hujus  latus  rectum  principale,  et  2  T  latus  transversum  sive  axis 
major,  atque  angulus  V  C  p  semper  sit  ad  angulum  V  C  P  ut  G  ad  F ; 
vires,  quibus  corpora  in  ellipsi  immobili  et  mobili  temporibus  a?qualibus 

revolvi  possunt,  erunt  ut  ^^  ^  et  ^^  /^  +  ^^  ^  ~  ^  ^  ^  respec- 


T  cub.       T  cub. 


A  cub. 


tive. 

Corol.  4.  Et  universaliter,  si  corporis  altitudo  maxima  C  V  nominetur 
T,  et  radius  curvaturae  quam  orbis  V  P  K  habet  in  V,  id  est  radius  cir- 
culi  sequaliter  curvi,  nominetur  R,  et  vis  centripeta,  qua  corpus  in  trajec- 

•A  A  .  .  .  V     E     P 

toria  quacunque  imraobili  V  P  K  revolvi  potest  in  loco  V  dicatur  __!__, 

atque  aliis  in  locis  P  indefinite  dicatur  X,  altitudine  C  P  nominata  A,  et 
capiatur  G  ad  F  in  data  ratione  anguli  V  C  p  ad  angulum  V  C  P :  erit 
(™)'vis  centripeta,  qua  coi^pus  idem  eosdera  raotus  in  eadeni  trajectoria 
u  p  k  circulariter  mota  temporibus  iisdera  peragere  potest,  ut  summa  vi- 
VRGG— VRFF 


rium  X  + 


A  cub. 


F  F,  ergo  illa  difFerentia  est 


RG  G  — RFF 


X  3  » 

hac  autem  differentia  in  V,  'est  ad  difFerentiam 
in  aiio  quovis  loco  inverse  ut  cubi  altitudinum 

»  ,    ^  TT  w     T.  -N      R  G  G  —  R  F  F 

ergo  A3  :  C  V^  (sive  T^)  = ^, : 


V  O  -f  F  O,  seu  2  V  O,  adcoquc  D  F  '  = 
2  V  O  X  V  F,  ct  siniillter  BE2  =  2VCX 
VE  =  2VOXVF;  unde    V  F  :  \'  E  = 

V  C  :  V  O ;  sed  vis  centripeta  corporis  arcum 


R  G  G—  RFF 


A3 
mobili  sit  ut 


,  cum  ergo  vis  in  orbe  im- 


FF  A 


T3 

R  G  G—  R  F  F 


in  orbe  mobili  erit 


FF  A 

T3 


Q.  e.  d. 


^  A3 

(■")  •  Erit  vis  centripeta.  Uthaec  commode 
demonstrentur  adhibendum  Lemma  sequens. 

448.  Lemvia.  Si  corpus  ad  centrum  virium 
C  tendens  describat  trajectoriam  immotam  V  P, 
vis  centripeta  qua  in  apside  V  urgetur  est  ad  vim 
centripetam  corporis  alterius  in  circulo  V  B  Q, 
ad  eandem  distantiam  C  V,  eadem  cum  veloci- 
tate  revolventis,  ut  distantia  C  V  ad  V  O  radium 
circuli  V  D  S,  trajectoriam  V  P  osculantis  in 
V.  Capiantur  in  circulo  V  B  Q,  et  in  trajecto- 
ria  V  P  arcus  quam  minimi  et  aequales  V  B, 
V  D,  et  ex  punctis  B  et  D  ad  rectam  C  V  de- 
missa  inteUigantur  perpendicula  B  E,  D  F ; 
arcus  evanescentes  V  B,  V  D  eodem  tempore  a 
corporibus  duobus  percurrentur,  ob  utriusque 
corporis  velocitatem  aequalem,  eruntque  perpen- 
dicula  B  E,  D  F  aqualia  (per  Lem.  VIL) 
Quoniam  autem  arcus  evanescens  V  D  usurpari 
pctest  pro  arcu  circuli  curvam  V  P  osculantis  in 
V,  erit  ex  natura  circuli  V  F  ;  D  F  =  D  F  : 


V  D  describentis,  est  ad  vim  centripetam  alteri- 
us  corporis  arcum  V  B  describentis  ut  V  F  ad 

V  E,  qua^  sunt  spatia  viribus  illis  urgentibus 
eodem  tempusculo  descripta,  quare  vis  ccntripeta 
qua  corpus  in  apside  V  urgetur,  est  ad  vim  cen- 
tripetam  alterius  corporis  in  circulo  ad  eandem 
distantiam  eadem  cum  velocitate  revolvcntis,  ut 
distantia  illa  C  V  ad  radium  V  O  circuli  oscu- 
latoris  in  V.     Q.  c.  d. 
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Corol.  5.  Dato  igitur  motu  corporis  in  orbe  quocunque  immobili,  au- 
geri  vel  minui  potest  ejus  motus  angularis  circa  centrum  virium  in  ratione 
data,  et  inde  inveniri  novi  orbes  immobiles  in  quibus  corpora  novis  viri- 
bus  centripetis  gyrentur. 

Corol.  6.  Igitur  si  ad  rectam  C  V  positione  datam  erigatur  perpendi- 
culum  V   P  longitudinis  indeterminatas,  yy 

jungaturque  C  P,  et  ipsi  aequalis  agatur  ~~  "" 

C  p,  constituens  angulum  V  C  p,   qui  sit 

ad  angulum  V  C  P  in  data  ratione ;  vis 

qua   corpus   gyrari   potest  in  curva  illa 

V  p  k  quam  punctum  p  perpetuo  tangit, 

erit  reciproce  ut  cubus  altitudinis   C  p. 

Nam  (")  corpus  P  per  vim  inertiae,  nulla 

alia  vi  urgente,  uniformiter  progredi  po-  ^"^A.t^ 

test  in  recta  V  P.     Addatur  vis  in  centrum  C,  cubo  altitudinis  C  P  vel 


449.  Corol.  1.  Si  radius  VO  circuli  trajectoriam 

VP  osculantis  in  apside  V  dicatur  R,  distantia  C  V, 

V  K  K 
T,  distantia  C  P,  A,  vis  centripeta  in  V,  , 

haec  erit  ad  vim  centripetam  in  circulo  V  Q,,   ad 

eandem  distantiam  C  Veadem  cum  velocitate  des- 

V  R  F  F 
cripto  ut  T  ad  R,  (448)  hjec  ergo  erit  — =-t — , 

quae  crit  ad  diiFerentiam  virium  centripetarum 

in  apsidibus  V  et  u,  orbis  immobilis  V  P,  et  or- 

bis  molulis  u  p,  ut  F   F  ad  G  G  —  F  F  (per 

Cor.    1.    Nevvt.)    ideoque    difierentia   illa   erit 

VRGG  —  VRFF  .      ^^.^ 
FpTj quss  crit  ad  djftercnti- 

am  in  aliis  locis   P  ut  A  3  ad  T  ^,  ideoque  in 

quibusvis  locis  erit  difFerentia   virium   in  orbe 

, .,.      .         , .,.  V  R   G   G  —  V   R  F   F 
mobili  et  immobiu  r-^ . 

A  3 

Quod   alia    ratione    demonstravit    Hermannus 
Prop.  25.   Lib.  1.   Phoronomiae. 

450.  Corol.  2.    Hinc  si  vis  centripeta  in  quo- 

vis  puncto  P,  orbitae  imraobilis  V  P,  dicatur  X, 

vis  in  puncto  aeque  alto  p,   orbitae  mobilis  u  p 

^VRGG  —  VRFF     _        , 

ent  =  X  4 T-^ Q.  e.  d. 

'  A  3 

451.  Corol.  3.   Si  orbitae  V  P  et  u  p  sint  el- 

lipses  quarum  umbilicus  communis  C,  erit  (240) 

radius  osculi  R  aequalis  dimidio  lateri  rccto  el- 

lipseos  V  P,   vel  u  p  :  et  (per  Prop.  XI.)  X  : 

V  F  F  V  F  F 

:       =  T  T  :  A  A,  adeoque  X  = 

Ergo  (450)  vis  in  orbita  mobili  erit 
VR  GG  — VRFF 


A3 


F  F 

mims  per  V  ut  -r — 7  4- 
A  A    ' 


A  A 
,  et  divlsis  omnibus  ter- 
R  G  G  — R  F  F 


et  si  vis  centrah's  ad  centrum   ellipseos  dirigatur 

T,    ,  V       V  F  F  X  A 

T  et  X  =  ■ 


.    ^     VF  F 

erit  X  :  -==-=-  =  A 


TT 


T3 


et   vis   jn   orbita   mobili   crit 
VRGG— VRFF 


V  FFX  A 

T3  "T" 


A  3 

FFX  A 


et  divisis  terminis  per 
R  G  G  —  R  F  F      .     . 


A3 


V  ent  — ,^—     _r  -^  ^3 

in  Cpr.  3.  et  4.  Newt  inventum  fuerat. 

(")  *  I^^^am  corjms  P.  Linea  V  P  conslderari 
potest  tanqnam  trajectoria  immota,  in  qua  vis 
centripeta  X  in  loco  quovis  P  nulla  cst,  ct  ra- 
dius  osculi  R  infinitus  ;  erit  igitur  in  hoc  ca-ii 
(per  Cor.  4.)  vis  ceutripcta  in  loco  p,  trajectcria: 
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C  p,  reciproce  proportionalis,  et  (per  jam  demonstrata)  detorquebitur 
motus  ille  rectilineus  in  lineam  curvam  V  p  k.  Est  {")  autem  haec  curva 
V  p  k  eadem  cum  curva  illa  V  P  Q  in  Corol.  3.  Prop.  XLI.  inventa,  in 
qua  ibi  dixiraus  corpora  hujusmodi  viribus  attracta  oblique  ascendere. 

PROPOSITIO  XLV.     PROBLEMA  XXXL 

(P)  Orhium  qui  suni  circulis  maxime Jinitimi  requiruntur  motus  apsidum, 
(^)  Problema  solvitur  arithmetice  faciendo  ut  orbis,  quem  corpus  in 


mobilis,  sequalis 


VRGG— VRFF 


adeo- 


proxiioe  accedet,  nam  si  ellipsis  V  P  n,  in  cir- 
culum  perfectum  mutetur,  orbis  V  p  n  »•  fit 


que  ob  datam  quantitatera  VRGG  —  VRFF,     quo<iue  circulus. 

1  (^)  •  Froblema  solvitur  arilhmetice.     Revol- 

erit  X,  seu  vis  in  p,  ut 


(*)  •  Est  autem  Iuec  curva  V  p  k 
eadem,  &c.  Nam  si  centro  C  inter- 
vallo  C  V  describatur  circulus  V  R  S 
quem  recta  C  P  secat  in  R,  recta  C  p, 
in  S,  sitque  angulus  S  C  V  ad  angu- 
lum  R  C  V  in  data  ratione,  erit  quo- 
que  sector  S  V  C  ad  sectorem  R  V  C 
in  data  illa  ratione,  et  ducta  per  punc- 
tum  R  tangente  R  T,  qujB  radio  C  V 
producto  occurrat  in  T,  ejusdem  an- 
guli  R  C  V  secantes  C  P,  C  T  erunt 
sequales,  atque  adeo  cur\'a  V  p  k,  ea- 
dem  cum  curva  V  P  Q,  in  Corol.  3°. 
Prop.  41.  inventa,  inqua  recta  C  p  est 
semper  aqualis  abscissts  C  T,  et  aiigu- 
lus  V  C  p  est  semper  sectori  V  C  R 
jrroportionalis. 

C)  •  Orbium  qui  sunt,  &c.  lis- 
dem  positis  quae  in  Propositione  44.  et 
fcjus  Corollariis  I.  et  2.  sit  V  p  n  «• 
orbis  quem  corpus  p  in  ellipsi  mobili 
u  p  b  revolvens  describit  in  plano  im- 
mobili,  et  V  n,  v  b,  ellipseon  immo- 
bilis  et  mobilis  axes  transversi,  mani- 
festum  est  punctum  V  esse  apsidem 
summam  tam  in  ellipsi  immota  V  P  n, 
quam  in  orbe  V  p  n  a*,  et  esse  ir  apsi- 
dem  imam  in  orbe  V  p  n  r  si  fuerit 
Cfr=Cb==:Cn,  in  qua  hypothesi 
corpus  p  pervenit  ad  locum  tr,  ubi  cor- 
pus  P,  in  ellipsi  immota  pervenit  ad 
apsidem  imam  n  et  in  ellipsi  revol- 
vente  corpus  p  pervenit  ad  b,  ac  ia 
orbe  V  p  n  !r,  puncta  p,  b,  <r,  coinci- 
dunt.  Jam  vero  data  vi  centripeta  in 
orbe  V  p  n  ir,  quiEritur  motus  apsi- 
dum,  hoc  est,  motus  axis  u  C  b,  seu 
quod  idem  est,  quaeritur  ratio  F,  ad 
G,   vel  anguli   V   C   P  ad  angulum 

V  C  p,  aut  anguli  V  C  n,  180°.  ad 
angulum    V    C    ir;    quod   si   ellipsis 

V  P  n,  sit  circulo  maxime  finitima, 
orbis  V  p  n  w  ad  circuli  formam  quam 
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ellipsi  mobili  (ut  in  Propositionis  superioris  Corol.  2.  vel.  3.)  revolvens 
describit  in  plano  immobili,  accedat  ad  formam  orbis  cujus  apsides  requi- 
runtiir,  et  quajrendo  apsides  orbis  quem  corpus  illud  in  plano  immobili 
describit.  Orbes  autem  eandem  acquirent  formam,  si  vires  centripetae 
quibus  describuntur,  inter  se  collatsa,  in  sequalibus  altitudinibus  reddan- 
tur  proportionales.  Sit  punctum  V  apsis  summa,  et  scribantur  T  pro 
altitudine  maxima  C  V,  A  pro  altitudine  quavis  alia  C  P  vel  C  p,  et  X 
pro  altitudinum  difFerentia  C  V  —  C  P ;  et  vis,  qua  corpus  in  ellipsi 
circa     umbilicum    suum    C    (ut    in    Corol.    2.)     revolvente   movetur, 

FF         RGG— RFF 

quaeque   in    Corol.    2.    erat   ut    j—^    +    a  ^.,u s  id  est  ut 

FFA+RGG— RFF 


RGG 


A  cub. 

RF  F  +  T  F  F 


A  A  ~  A  cub. 

substituendo  T  —   X   pro    A,    erit  ut 


FFX 


A  cub  '     Reducenda  similiter  est  vis  alia 

quaevis  centripeta  ad  fractionem  cujus  denominator  sit  A  cub.  et  numera- 
tores,  facta  homologorum  terminorum  collatione,  statuendi  sunt  analogi. 
Res  exemplis  patebit. 


vatur  corpus  Y  in  orbe  immoto  Y  Z  f  vi  cen- 
tripeta  data  tendente  ad  centrum  S,  sitque  punc- 
tum  Y  apsis  summa,  f  apsis  ima  in  illo  orbc. 


Umbilico  S,  et  axe  transverso  Y  S  F  =  Y  S  + 
S  f,  descriptae  intelligantur  ellipses  immobilis  et 
mobilis,  efficiendum  est  ut  corpus  Y  orbem 
Y  Z  f  dcscribens,  simul  revolvatur  iu  hac  cUipsi 
mobili,  dum  corpus  aliud  ellipsim  imraotam  dcs- 


cribit  ea  ratione  quam  exposuimus  Prop.  43.  et 
inveniendus  est  apsidum  motus.  Id  autem  ab- 
solvitur  faciendo  ut  orbis  V  p  n  ir  (fig.  superiori) 
qui  omnes  orbes  ut  Y  Z  f  qua;cumque  sit  in  illis 
vis  centripetae  lex  generaliter  exhibet  accedat  ad 
formam  orbis  Y  Z  f,  sive  ei  similis  et  ajqualis 
fiat,  ac  qua-rendo  apsides  V  ^r,  vel  rationem  an- 
gulorum  V  C  P,  V  C  p,  in  orbe  illo  V  p  n  <r. 
Porro  si  supponannus  orbem  V  p  n  ^r,  similem 
et  asqualem  factum  esse  orbi  Y  Z  f,  erit  vis  cen- 
tripeta  in  ellipsi  immota  cujus  umbilicus  S  vel 

F  F 
C  ut  - — j",  et  vis  centripeta  in  loco  quovis  Z 

A   A 

FF 

orbis  Y  Z  f,  vel  in  loco  P,  orbis  V  p  n  ?r,  ut  j-~ 

,   R  G  G— R  F  F_F  F  A+R  G  G— R  F  F 


A3  — 

RGG  — RFF+TFF- 


A3 
FFX 


~  A3  ~A3' 

substituendo  T  —  X  pro  A   in  numeratore,  et 
P   pro   numeratore   toto.       Unde   si   quantitas 

Q 

—  vim  centripetam  in  loco  quovis  Z  orbis  Y  Z  f 

P  Q 

exponat,  caque  sit  data,  erit  j-r-  ad  -j--  in  data 

ratione.    Sit  illa  ratio  1  ad  B,  et  erit =  ~i-, 

A  3        A  3' 

et  P  B  —  Q  =  o,     Loco  A,   in  quantitate  Q, 

substituatur  T  —  X,  et  aiqualiUitis   P  B  —  Q 

=:  o,  tennini  oinnes  aiialogi  se  mutuo  destruere 

debcnt,  hoc  est,  tcnnini  oranes  dati  scu  inquibus 
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C)  EoccmpL    1.    Ponamus   vim  centripetam  uniformem  esse,  ideoque 

A  cub. 
ut  -r j-,   sive   (scribendo    T    —    X    pro    A    in     numeratore)     ut 

T  cub.  —  3TTX  +  3TXX  —  X  cub. 

ATcub '    ^^  collatis  numeratorum 

terminis  correspondentibus ;  nimirum  datis  cum  datis,  et  non  datis  cum 
non  datis,  fiet  R  G  G  —  R  F  F  +  T  F  F  ad  T  cub.  ut  —  F  F  X  ad  — 
3TTX  +  3TXX  —  X  cub.  sive  ut  —  FFad  —  3TT+3TX 

—  XX.     Jam  ciim  orbis  ponatur  circulo  quam  maxime  finitimus,  copat 

orbis  cum  circulo  ;  et  ob  factas  R,  T  aequales,   atque  X  in  infinitum  di- 

minutam,  rationes  ultimae  erunt  R  G  G  ad  T  cub.  ut  —  F  F  ad  3  T  T, 

seu  G  G  ad  T  T  ut  F  F  ad  3  T  T,  et  vicissim  G  G  ad  F  F  ut  T  T  ad 

3  T  T,   id  est,  ut  1  ad  3;  ideoque  G  ad  F,  hoc  est  angulus  V  C  p  ad 

angulum  V  C  P,  ut  1  ad  V  3.     Ergo  cum  corpus  in  ellipsi  immobili,  ab 

apside  summa  ad  apsidem  imam  descendendo  conficiat  angulum  V  C  P 

(ut  ita  dicam)  graduum  180 ;  corpus  aliud  in  ellipsi  mobili,  atque  ideo  in 

orbe  immobili  de  quo  agimus,  ab  apside  summa  ad  apsidem  imam  descen- 

180       .    . 
dendo  conficiet  angulum  V  C  p  graduum  ~n~T '  ^^  ideo  ob  similitudinem 

orbis  hujus,  quem  corpus  agente  unifonni  vi  centripeta  describit,  et  orbis 
illius  quem  corpus  in  ellipsi  revolvente  gyros  peragens  describit  in  plano 
quiescente.  Per  superiorem  terminorum  collationem  similes  redduntur 
ni  orbes,  non  universaliter  sed  tunc  cum  ad  formam  circularem  quam 
maxime  appropinquant.  Corpus  igitur  uniformi  cum  vi  cenlripeta  in 
orbe  propemodum  circulari  revolvens,  inter  apsidem  summam  et  apsidem 

non  reperitur  quantitas  variabilis  X  erunt  simul  3TTX— .STXX  +  X3=o,  seu  B  F  F 

nihilo  EEquales,  et  termini  non  dati,  seu  in  qui-  =:3TT  —  3TX+  X^,  unde  hscc  propor- 

bus  variabllis   X  invenitur,  erunt  etiam  simul  tio  deducitur  B  R  G  G  —  BRFF+BTFF: 

nihilo  sequales,  atque  inde  determinabitur  ratio  BFF=T3:3  TT  —  3TX  +  X2  = 

G  ad  F  seu  anguli  V  C  P  ad  angulum  VCp,  RGG— RFF+TFF:FF.    Jam  cum 

faciendo  ut  sint  termini  dati  in  quantitate  P  ad  orbis  Y  Z  f,  ponatur  circulo  quam  maxime  fini- 

tenninos  non  datos  ejusdem  quantitatis,  ita  ter-  timus,  coeat  orbis  cum  circulo  et  ob  factas  R  et 

mini  dati  in  quantitate  Q,  ad  terminos  non  da-  T  aequales,  atque  X  =  o,  erit  X  *  =  o,  3  T  X 

tos  ejusdem  quantitatis.    Quod  exemplis  patebit.  =  o,  R  F  F  =  T  F  F,  et  hinc  T  ^  :   S  T  T 

(')  *  Exemplum  1"".   Ponamns  vim  centri-  =RGG:FF:  =  TGG:FF,  etT»: 

jvtam  in  orbe  Y  Z  f  uniformem  seu  constantem  3T^=1:3=GG:F  F,  adeoque  G  :  F 

.,,  .,  ^A^  =  l  :  \/  3,  hoc  est,  angulus  V  C  p,  est  ad  an- 

esse.  ideoque  ut  1,  seu  ut  j-,  ent  Q  =  A  3  =  ^^^^^  y  C  P,  ut  1,  ad  V  3.     Ergo  cum  cor. 

T3  —  3TTX+3TXX X^,  etPB  pus  in  ellipsi  immobili  V  P  n,  ab  apside  sum- 

=  BRGG BRFF+  B   T   F   F  ™^  V  adapsidem  imam  n  descendendo,  conficiat 

B  F  F  X  atque  adeo  B   RGG  —  BRFF  angulum   V   C   n  grad.   180.  corpus  aliud  in 

+  BTFF— BFFX T^-i-STTX  ellipsi  mobili  u  p  b,  atque  adeo  in  orbe  immobili 

—  3  T  X  X  +  X  3  =  o,  et  termini  dati  V  p  n  jr,  seu  Y  Z  f,  ab  apside  summa  V  vel  Y, 
BRGG BRFF  +  BTFF T3  ad  apsidem  imam  «r  vel  f,  descendendo  conficiet 

—  o,  seuBRGG  —  B  R  F  F -t-  B  T  F  F  i        xr  n  i  v  c  «•        i      ^^0 
,,.,..       .  .            ,    .        V,T^   T^  V     7      angulum  V  C  ir,  vel  i  S  f  grad.   — — . 

=  1  3,  et  term:m  non  dati  —  BFFX+''  °  y^3 
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180 
imam  conficiet  semper  angulum  ^ttIl  graduum,  seu  103  gr.  ZS  m.  23 

sec.  ad  centrum ;  perveniens  ab  apside  summa  ad  apsidem  imam  ubi  se- 
mel  confecit  hunc  angulum,  et  inde  ad  apsidem  summam  rediens  ubi  ite- 
rum  confecit  eundem  angulum  ;  et  sic  deinceps  in  infinitiun. 

Exemjpl.  2.  Ponamus  vim  centripetam  esse  ut  altitudinis  A  dignitas 

A°         . 

quaelibet  A  "      ^  seu  -r^  '-  ubi  n  —  3  et  n  significant  dignitatum  indices 

quoscunque  integros  vel  fractos,  rationales  vel  irrationales,  affirmativos 
vel  negativos.  Numerator  ille  A  "  seu  T  —  X  l "  in  seriem  indetermi- 
natam  per  (')  methodum  nostram  serierum  convergentium  reductus,  eva- 

dit  T  "  —  n  X  T  '^  —  1  +  ""~"  X  X  T  •»  — ^  &c.     Et  collatis  hu- 

jus  terminis  cum  terminis  numeratoris  alterius  R  G  G  —  R  F  F 
+  TrF  —  FFX,  fitRGG  —  RFF  +  TFFadT"ut 

—  FFad  —  nT"^  —  1+  "  "  ~  "  X  T  -^  —  ^  &c.     Et  sumendo  ra- 

tiones  ultimas  ubi  orbes  ad  formam  circularem  accedunt,  fit  R  G  G  ad 
T  °  ut  —  F  F  ad  —  nT''—  S  seu  G  G  ad  T"  — ^  ut  F  F  ad  n  T°  — S 
et  vicissim  G  G  ad  F  F  ut  T  °  —  ^  ad  n  T  "^  —  Md  est  ut  1  ad  n ;  ideo- 
que  G  ad  F,  id  est  angulus  V  C  p  ad  angukim  V  C  P,  ut  1  ad  V  n. 
Quare  cum  angulus  V  C  P,  in  descensu  corporis  ab  apside  summa  ad 
apsidem  imam  in  ellipsi  confectus,  sit  graduum  180;  conficietur  angulus 
V  C  p,  in  descensu  corporis  ab  apside  summa  ad  apsidem  imam,  in  orbe 
propemodum  circulari  quem  corpus  quodvis  vi  centripeta  dignitati  A  "^      ^ 

proportionali  describit,  aequalis  angulo  graduum  ^      ;  et  hoc  angulo  re- 

petito  angulus  redibit  ab  apside  ima  ad  apsidem  summam,  et  sic  deinceps 

in  infinitum.     Ut  si  vis  centripeta  sit  ut  distantia  corporis  acentro,  id  est, 

A  * 
ut  A  seu  "Xls  erit  n  aequalis  4  et  V  n  aequaHs  2 ;  ideoque  angulus  inter 

V     180 
apsidem  sumniam  et  apsidem  imam  aequalis  -^-  gr.  seu  90  gr.     Coin- 

(*)  •    Per  mclhodum  noslram.       Vide  frag-  repcrire  ob  evanescentes  terminos  in  quibus  re- 

mcntum  Epistola;   Newtoni  ad  Oldenburgium,  peritur  ipsius  X  dignitas  prim:i  altior,  facile  de- 

et  theorematLs  ibi  propositi  tlemonstrationem  re-  monstratiir  ex  dignitatum  per  continuam  radicis 

quiras    ex    Elementis    Algcbraj    clarissimorum  muhiplicationem   formatione  duos  illos  priores 

Virorum  "Wolfii,    Abbatis  de   Molieres,  vel  ex  terminos  esse  T  °  —  n  X  X  T  " — '.    Ut  si  fuerit 

Analysi    demonstruta    Patris   Keyneau,  aut  ex  n  =  2,  duo  priores  termini  dignitatis  (T — Xj*» 

aliis  passim  authoribus.     Interini  ctim  hic  satis  erunt  T  ^  —  2  X  T  X ;  si  n  =  3,   erunt  T  ^ 

sit  duos  priores  terminos  dignitatis    (T — X)"  —  3  X  X  T  %  ct  ita  porro ;  atque  hinc  patet 


i 
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pleta  igitur  quarta  parte  revolutionis  unius  corpus  perveniet  ad  apsidem 
imam,  et  completa  alia  quarta  parte  ad  apsidem  summam,  et  sic  deinceps 
per  vices  in  infinitum.  Id  (*)  quod  etiam  ex  Propositione  X.  manifes- 
tum  est.  Nam  corpus  urgente  hac  vi  centripeta  revolvetur  in  ellipsi  im- 
mobili,  cujus  centrum  est  in  centro  virium.     Quod  si  vis   centripeta  sit 

,         1  A* 

reciproce  ut  distantia,  id  est  directe  ut  t  seu  itTj  erit  n  aequalis  2,  ideo- 

que  inter  apsidem  summam   et  imam   angulus  erit  graduum  ■.  ^-  seu 

127  gr.  16  m.  45  sec.   et  propterea  corpus  tali  vi  revolvens,  perpetua 

anguli  hujus  repetitione,  vicibus  alternis  ab  apside  summa  ad  imam  et  ab 

ima  ad  summam  perveniet  in  aeternum.     Porro  si  vis  centripeta  sit  reci- 

proce  ut  latus  quadratoquadratum  imdecimae  dignitatis  altitudinis,  id  est 

1  Ai 

reciproce  ut  A^,  (")  ideoque  directe  ut  t3T  seu  ut  XT  erit  n  aequalis  \, 

180  ,.  1  .,  . 

et  -77—  gr.  aequahs  360  gr.  et  propterea  corpus  de  apside  summa  disce» 

dens  et  subinde  perpetuo  descendens,  perveniet  ad  apsidem  imam  ubi 
complevit  revolutionem  integram,  dein  pei-petuo  ascensu  complendo 
aliam  revolutionem  integram,  redibit  ad  apsidem  summam :  et  sic  per 
vices  in  asternum. 

Exem.pl.  3.    Assumentes  m  et  n  pro  quibusvis  indicibus  dignitatum 
altitudinis,  et  b,  c  pro  numeris  quibusvis  datis,  ponamus  vim  centripetam 


quam  coinpendiosa  sit  Newtoniana  metliodus 
motum  apsidum  deterrainaadi,  nam  praeterquam 
quod  sufficit  duos  dignitatum  terminos  invenire, 
possunt  quoque  termini  aequales  R  F  F,  T  V  F, 
in  formula  RGG  —  RFF-|-TFF  — 
F  F  X,  deleri ;  unde  tantummodo  conferendus 
terminus  datus  R  G  G  cum  aliis  terminis  datis, 
et  teniiinus  uon  datus  —  F  F  X  cum  aliis  non 
datis. 

(*)  *  Id  quod  etiam  ex  Prop.  X.,  &c.  Nam 
corpus  urgente  hac  vi  centripeta  revolvetwr  in 
ellipsi  immobili  V  p  «•  n,  cujus  centrum  est  in 
ccntro  virium  C,  axis  transversus  V  n,  axis  con- 
jugatus  !r  q,  apsides  summae  dua;  V,  n,  imai  t, 
q;  ellipseos  autem  mobilis  V  P  n,  umbilicus 
erit  C,  axis  transversus  Vn=VC-f-Cn. 
1  Ai 


C)  *  Ideoque  directe  ut 


A  4 


XT' 


cum  sit  A  3  =  A"^-,   et  proinde  est  — — - 

A^ 


Af,  atque  ita  — pj  = 


A^aT 


AL 

A3' 


X 


IV 

^ 

V 

"»^.^ 

■1' 

{1 

\ 

C 

■'" 'T 

Ux 

M 

n 
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b  A'»  +  c  A  »  . ,              b  in  T  —  X  I  «  -}-  c  in  T  —  X  1  " 
esse  ut         j--^-^^       ,  id  est,  ut -^^^ L~ 

seu    (^)    (per  eandem  methodum  nostram  serierum  convergentium)  ut 
b  T "^+c  T ''— mb  X  T"»  —  1  —  n  c  X  T  "  —  ^+^^^^^^^^^^bXX T '»— « 


A  cub. 
n  n  —  u 


cXXT°  — ^  &c. 


+ et  collatis  numeratorum  terminis,  fiet 

A  cub. 

R  G  G  —  R  F  F  +  T  F  F  ad  b  T  «»  +  c  T  ",  ut  —  F  F  ad  —  m  b  T  «» —  1 

mm — m                      „        nn — n 
—  ncT"-i  + Y~^^^"'~'    +  2 cXT°— 2,&c. 

Et  sumendo  rationes  ultimas  quEe  prodeunt  ubi  orbes  ad  formam  circu- 
larem  accedunt,  fit  G  G  ad  b  T  ""  —  ^  +  c  T  °  —  S  ut  F  F  ad 
mbT""  —  ^  +  ncT"  —  S  et  vicissim  GGad  FFutbT*"  — 1  + 
cT°  —  ^a<imbT™  —  ^  +  ncT°  \  Quae  proportio,  exponendo 
altitudinem  maximam  C  V  seu  T  arithmetice  per  unitatem,  fit  G  G  ad 

m  b  +  n  c 
FFutb  +  cadmb  +  nc,  ideoque  ut  1  ad      b~+~c     *     ^nde  est  G 

ad  F,  id  est  angulus  V  C  p  ad  angulum  V  C  P,  ut  1  ad  V  — h  4-  c — * 

Et  propterea  cum  angulus  V  C  P  inter  apsidem  summam  et  apsidem* 

imam  in  ellipsi  immobili  sit  180  gr.  erit  angulus  V  C  p  inter  easdem  ap- 

.b  A  «>  +  c  A» 
sides,  in  orbe  quem  corpus  vi  centripeta  quantitati         A^ub — ^  propor- 

b  +  c 
tionali  describit,  sequalis  angulo  graduum   180  -•  m  b  +  n  c*     -^^  (^) 

b  A"»  — cA"^ 
eodem  argumento  si  vis  centripeta  sit  ut  A~cub ^  angulus  inter 

.,      .         .                                          b  — c 
apsides  mvemetur  graduum  180  V  — i   .      Nec  secus   resolvetur 

(')  *  Seu  per  eandem  methodum.     Etenim    bT"— c T°— mb X  T"  — '+nc  X  T'  — - 

dignitas    T   —  "Xl  ""    evoluta,    est    T   '"   —  .  .      ^'  ' 

™vTra       10        j'        uv>  ^n V I  m  &C.  collatis  terminis  fiet  R  G  G,  hoc  est  T  G  G 

T-?J      "'v^^^fn*'"^^?^ /•",>'      Z  adbT^-cT^ut-FFad-mbT™-' 

''^     -  •«  »  X  T  '"  -  S  &c.  et  Mm.hter  c  X  +  „  ,.  T  °  -".  adccque  G  G  ad  b  T»-  '  - 

T  —  X|  "=:  c  T  "  —  ncXT"  —  ',  &c.  utide  c  T  "  —  S  ut  F  F  ad  m  b  T  ■"  — » —  n  e  T  "  — ', 

bXT—  Xl^^  +  cX  T  —  Xl  "  =  bT'"+  ct  ponendo  T=  1,  crit  GG:  FF=b  — c: 

c  T  "  —  m  b  X  T  ■"  —  I  —  n  c  X  T  "  —  ',  &c.  . ni  b  —  n  c    „.   ^      „        , 

/■y\     »      nx         I  /  c:     .,;o  ™  ''  —  n  c  =  1  :  — ,  ct  G  :  J:"  =r  1  ; 

(')    •     £t     eode?n     argumento.        oi     vis  b  —  c 

.  .    ^       .  bA"*  —  cA".,       ^      .        .mb  —  nc 

centnpeta   sit  ut   ~ — ■ ■,   id  cst  ut     a/  . 

A  ^  ^        b— -  c 

b  X  T  —  Xj  "  _  c  X  T  —  Xl  ",  seu  ut 
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problema  in  casibus  difficilioribus.     Quantitas,  cui  vis  centripeta  propor- 

tionalis  est,  resolvi  semper  debet  in  series  convergentes  denorninatorem 

habentes  A  cub.     Dein  pars  data  nmneratoris  qui  ex  illa  operatione 

provenit  ad  ipsius  partem  alteram  non  datam,  et  pars  data  nluneratoris 

hujus  RGG  —  RFF  +  TFF— FFXad  ipsius  partem  alteram 

non  datam  in  eadem  ratione  ponendas  sunt :  Et  quantitates  superfluas 

delendo,  scribendoque  unitatem  pro  T,  obtinebitur  proportio  G  ad  F. 

Corol.  1 .  Hinc  si  vis  centripeta  sit  ut  ahqua  altitudinis  dignitas,  inveniri 

potest  dignitas  illa  ex  motu  apsidum ;  et  contra.    Nimirum  si  motus  totus 

angularis,  quo  corpus  redit  ad  apsidem  eandem,  sit  ad  motum  angularem 

revolutionis  unius,  seu  graduum  360,  ut  numerus  aliquis  m  ad  numerum 

alimn  n,   et  altitudo  nominetur  A :  erit  vis  ut  altitudinis  dignitas  illa 

^  n  n 

A  m  m       ^,  cujus  iudcx  cst  ^rz^  —  3.     Id  (^)  quod  per  exempla  secunda 

manifestum  est.   (^)  Unde  liquet  vim  illam  in  majore  quam  triplicata  alti- 
tudinis  ratione,  in  recessu  a  centro,  decrescere  non  posse  :  i^)  Corpus  tali 


(')  452.  •  1(1  quod  per  exempla  secvnda  ma- 
nifeslum  est.  Si  in  exemplo  secundo  loco  indi- 
cis  n,  ad  confusionem  toUendam  scribatur  p,  erit 
^is  centripeta,  ut  A  ^  —  ^,  et  angulus  confectus 
in  descensu  ab  apside  summa  ad  apsidem  imam 

sequalis  angulo   — - — ,  adeoque  duplus  ille  an- 

V   P 
gulus  seu  motus  totu3  angularis  quo  corpus  ab 

apside  summa  redit  ad  eandem  erit in  ex- 

V  P 
emplo  secundo.     Est  autem  in  casu  corollani 
hujus,    motus   totus  angularis   quo    corpus  re- 

dit  ad  apsidem  eandem  fequalis  angulo , 

^    3C0  360  m  1  m  I 

-V^p  n  j\/  p         n  p 

m  m         n  n  .  n  , 
,  et =    p ;     quare    A  '  """  3    — 


(*)  *  Corjms  tali  vi  revolvens ;  boc  est,  \i  qusB 
in  recessu  a  centro  decrescat  in  ratione  altitu- 
dinis  triplicata  deque  apside  discedens,  &c.  Sint 
enim  ut  in   CoroL  3°.   Prop.   41.  duas  curvae 


(*)  453.    Unde  liquet  vim  illam.     Nam  si  vis 
esset  ut  ,  seu  ut  A  —  3  —  i,  sitque  -\-  q 


quantitas  positiva,  esset 


3  =  —  5  — 


q,  et  =  —  q,  hoc  est,  quadratum  quanti- 

tatis  —    negativum  quod  absurdum  est :    non 
m  ^ 

potest  igitur  vis  in  majore  quam  in  triplicata  al- 

.     ,.  .        -  .         .  1 

titudmis  ratione  seu  m  ratione  -     ,    .    q  »  m  re- 

cessu  a  centro  decrescere. 

voL.  r.  i 


V  p  O,  V  P  Q,  quas  corpora  duo  de  loco  V, 
secundum  directionem  ad  C  V  perpendicularem 
egressa,  vi  centripeta  ad  C  tendente,  et  in  tri- 
pficatii  altitudinis  ratione  decrescente  in  recessu 
a  centro  describunt,  et  corpus  in  curva  V  p  O 
latum  ad  centrum  semper  aceedat,  corpus  vero 
in  curva  V  P  Q,  motum  a  centro  semper  rece- 
dat  ut  in  eodem  Cor,  3°.  Prop.  41.  manifestum 
cst  punctum  V  esse  apsidem  summam  in  curva 

V  p  O,  et  esse  apsideui  imam  ia  curva  V  P  Q . 
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vi  revolvens  deque  apside  discedens,  si  coeperit  descendere  nunquam  per- 
veniet  ad  apsidem  imam  seu  altitudinem  minimam,  sed  descendet  usque 
ad  centrum,  describens  curvam  illam  lineam  de  qua  egimus  in  Corol.  3. 
Prop.  XLI.  Sin  cccperit  illud,  de  apside  discedens,  vel  minimum  ascen- 
dere ;  ascendet  in  infinitum,  neque  unquam  perveniet  ad  apsidem  sum- 
mam.  Describet  enim  curvam  illam  lineam  de  qua  actum  est  in  eodem 
Corol.  et  in  Corol.  6.  Prop.  XLIV.  Sic  C^)  et  ubi  vis,  in  recessu  a 
centro,  decrescit  in  majore  quam  triplicata  ratione  altitudinis,  corpus  de  ap- 
side  discedens,  perinde  ut  coeperit  descendere  vel  ascendere,  vel  descendet 
ad  centrum  usque  vel  ascendet  in  infinitimi.  At  C^)  si  vis,  in  recessu  a 
centro,  vel  decrescat  in  minore  quam  triplicata  ratione  altitudinis,  vcl 
crescat  in  altitudinis  ratione  quacunque ;  corpus  nunquam  descendet  ad 


Quare  cum  in  curva  V  p  O,  corpus  ad  ccntrum 
semper  accedat,  nunquam  pervenire  potest  ad 
apsidem  iraam,  seu  altitudinem  minimam  quae 
nulla  est,  scd  gyris  infinitis  descendit  usque  ad 


centrum ;  in  curva  vero  V  P  Q,  de  apsidc  ima 
di  icedcns  corpus  ascendit  in  infinitum,  neque 
unquara  pcrvenit  ad  apsidem  summam  quae  nuUa 
est.     Uasc  demonstxari  etiam  possunt  hae  ra- 

tione ;   Si  fuerit  vis  ut  -— ,  seu  ut  A  —  ^,  erit 

n  n  n  n  , 

3  =  —  3,  et  =  o  =  p  (452) 

m  m  m  m  r   \       / 

et  motus  totiis  angularis  ab  apside  ad  eandem 

.,           .     360°          360 
apsidem  ent  — - —  = ;  motiis  vero  angu- 

laris  ab  apside  suuima  ad  imam,  vel  ab  ima  ad 

.    180°  .        .   ^   . 

summam  ent qu»   cst   quantitas  mnnita, 

unde  liquet  in  nostra  hypotliosi  corpus  ab  apside 
ima  ad  summam  aut  a  sunima  ad  imjun  nun- 
quam  pcrvenire  posse. 


C')  *  Sic  et  ubi  vis  in  recessu  a  cenlrb.    Si  vi» 
fuerit  ut  ,  et  q,  quontita»  positlVa,  erit 

(453) =  —  q  =  p,  et  (452)  motus  totus 

angularis   ab   apside   ad   apsidem  eandcm   erit 

360°  ,         .j         ,    j    ,  .180° 

— ,  et  ab  apside  una  ad  alteram  erit : 

V— q  /  V— 4 

quare  ob  imaginariam  quantitatem  /^  —  q,  im- 
possibile  est  ut  corpus  de  apside  summa  disce. 
<lens,  adeoque  ad  centium  acccdcns,  ad  apsidem 
imam  unquam  perveniat,  et  ut  de  apside  ima 
•discedens  ac  proinde  a  centro  recedens  unquam 
perveniat  ad  apsidem  summam. 

C)  *  At  si  vis  in  rccessu  a  cenlro.     Sit  vis  ut 

1  .  .  .         .    n  n 

—- ,  et  q,  quantitas  positiva  ent  —  3 

A3  —  q        ^    ^  m  m 

=  ^  3  +  q,  et =  q  =  p  (452).    Unde 

'  m  m 

motus  totus  angularis  ab  apside  ad  eandcm  erft 

360°        560  m  ,...,. 

— ; —  = ,  motus  angulans  ab  aiTSide  una 

-V/  p  n 

j    ,                    180          180  m 
ad  akeram  =  — —  =  ,  quas  sunt  quan- 

'V^  P  ""    ,  .       . 

titatcs  reales  et  positivae,  quare  in  hac  hypothesi 

corpus  ab  apside  ad  apsidem  eandem  redire  et 

ab   apside  summa  ad  imam  atque  ab  ima   ad 

summara  pervenire  poteriu     Est  autem  , 

altitudinis  A  dignitas,  si  fuerit  q  major  quam  3, 

1  ,.     .  .     .      1      . 

e  contra    ■•■      ^   est  dignitas  quantitatis  — -,  si 

fuerit  q  minor  quam  S.  Liquet  igitnr,  si  vi&  in 
recessu  a  ccntro  vel  decrescat  in  minore  quam 
triplicata  ratione  altitudinis,  (quod  tit  ubi  q  mi- 
nor  quam  3)  vel  creseat  in  altituilin's  ratione 
quacumque  (quod  fit  ubi  q,  majcr  quam  5) 
corpus  nunquam  descendcre  ad  cciitrum  us- 
que,  sed  ad  apsidem  imum  aliquandu  pcrvc- 
nire. 
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centrum  usque,  sed  ad  apsidem  imam  aliquando  perveniet :  et  (^)  conlra, 

si  corpus  de  apside  ad  apsidem  alternis  vicibus  descendens  et  ascendens 

nunquam  appellat  ad  centrum ;  vis  in  recessu  a  centro  aut  augebitur,  aut 

in  minore  quam  triplicata  altitudinis  ratione  decrescet :  et  quo  citius  cor- 

pus  de  apside  ad  apsidem  redierit,  eo  longius  ratio  virium  recedet  a  ra- 

tione  iila  triplicata.  .  Ut  si  corpus  revolutionibus  8  vel  4  vel  2  vel  1  ^  de 

apside  summa  ad  apsidem  siunmam  alterno  descensu  et  ascensu  redierit ; 

n  n 
hoc  est,  si  fuerit  m  ad  n  ut  8  vel  4  vel  2  vel  1  ^  ad  J ,  ideoque  — —  3 

valeat  A  —  3  vel  tV  —  3  vel  ^  —  3  vel  f  —  3  :   erit  vis  ut  A  ^^         ' 

vel  A  ^  *^  vel  A  ^*^  vel  A  ^         ,  id  est,  reciproce  ut  A  ^ 

vel  A  ^^  vel  A  "^        ^  vel  A  ^.     Si  corpus  singulis  revolutioni- 

bus  redierit  ad  apsidem  eandem  immotam ;  erit  m  ad  n  ut  1   ad  1 ,  ideo- 

n  n  1 

que  A  m  m       5  aequalis  A       ^  seu  ^— x ;  et  propterea  decrementum  vi- 

rium  in  ratione  duplicata  altitudinis,  ut  (*)  in  praecedentibus  demonstra- 
tum  est.  Si  corpus  partibus  revolutionis  unius  vel  tribus  quartis,  vel 
duabus  tertiis,  vel  una  tertia,  vel  una  quarta,  ad  apsidem  eandem  redierit ; 

_  _  n  n 

erit  m  ad  n  ut  I  vel  f  vel  ^  vel  ^^  ad   1,  ideoque  A  m  m         '  aequalis 

A  ^  vel  A  *  vel  A  ^  —  ^  vel  A  ^^  —  ' ;    et  (^)  propterea  vis 

aut  reciproce  ut  A  ^  vel  A  ^,  aut  dirccte  ut  A  ^  vel  A  ^^.  Denique  si 
corpus  pergendo  ab  apside  summa  ad  apsidem  summam  confecerit  revo- 
lutionem  integram,  et  preeterea  gradus  tres,  ideoque  apsis  illa  singulis 

(')  *  Et  contra  si  ccrpus  de  apside  ad  apsi-  n  n  , .        ^  ,       .. 

dem,  &c.  Nam  si  vis  in  recessu  a  cent>-o  non  *""  ^-^^  =  p  =  q,  et  hmc  eo  longiCis  quanu- 
augeatur,  nec  etiam  miniiatur  in  minore  quam  j  _  j 

triplicata  altitudinis  ratione,  neccssario  decrescet  tas       ^  — ^  a  quantitate  -— -j  recedet. 
vel  in  triplicata  vel  in  majore  quam  triplicata  al-         /f\  «    tt    •  .1       j 

titudinis  ratione,  sed  supra  demonstratum  est  in  ,  (')        ^?  m  pracedentibus  deTnonstratum  est. 

his  duobus  casibus  corpus  non  posse  ab  apside  ^»  ^«^  emm  casu  corpus  describit  ellipsm.  ,m- 

ad  apsidem  alternis  vicibus  descendere  et  ascen-  raotam  «rculo   finmmam    (per   Cor.    1.    Prop. 

dere,  ergo  si  corpus  de  apside  ad  apsidem  alter-  ^I."-)  Jntereadum  aequahter  movetur  m  elhpsi 

nis  vicibus  descendens  et  ascendens  nunquam  simili  et  aequah  c.rca  uipb.hcum  revolv;ente  cum 

appellat  ad  centrum,  vis  in  recessu  a  centro  au-  celeritate  dupla  ejus  quj»  coipus  idem  m  eadera 

gebitur,  aut  in  minore  quam  triphcata  ahitudii.is  ^^^^P^'  "^o'^'!'  f^'^"'-  (^^S)- 

ratione  decrescet,  et  quo  citius  corpus  de  apside  (*)  ♦    £t  ])roptered    vis  aut  reciproce.        Ut 

ad  apsidem  redierit,  eo  longius  ratio  virium  re-  -A  -LL,  vel  A  \,  aut  direcle  ut  A  ^,  vel  A  '3. 
cedet  a  ratione  illa  tripHcata.      Quo  enim  citius  I 

corpus  de  apside  ad  apsidem  redierit,  eo  rainor  j^^j  enim  Ag   —  ^  =  A <}'  =      TT'    ^^ 

360  ra  .        m      .  A-9- 

ent  quantitas ,  aut  quantitas    — ,  adeo-  9         »  1 

"                „               "                 A*-'  =  ^et  A   P-3  =   A-^et 
que  eo  major  erit  quantitas  — ,  cjusque  quadra-      .  ^^ ^ .  ,j 

S  2 
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corporis  revolutionibus  confecerit  in  consequentia  gradus  tres  ;  erit  m  ad 


n  n 

3 


n  ut  363  gr.  ad  360  gr.  sive  ut  121  ad  120,  {^)  ideoque  A  ">  ""  erit 

,       ^   295^3  .  .  ,  2.2532. 

asquale  A       i*''*i ;  et  propterea  vis  centripeta  reciproce  ut  A  i^ti?!  ^q^ 

reciproce  ut  A  ^^^  proxime.  Decrescit  igitur  vis  centripeta  in  ratione 
paulo  majore  quam  duplicata,  sed  quse  vicibus  59|  propius  ad  duplicatam 
quam  ad  triplicatam  accedit. 

Corol.  2.  Hinc  etiam  si  corpus,  vi  centripeta  quae  sit  reciproce  ut  quad- 
ratum  altitudinis,  revolvatur  in  ellipsi  umbilicum  habente  in  centro  virium, 
et  huic  vi  centripetae  addatur  vel  auferatur  vis  alia  quaevis  extranea ;  cog- 
nosci  potest  (per  exempla  tertia)  motus  apsidum  qui  ex  vi  illa  extraneS 

orietur  :  et  contra.    Ut  si  vis  qua  corpus  revolvitur  in  ellipsi  sit  ut  "T~T  ?  et 

•       V             A  — cA*        .     . 
vis  extranea  ablata  ut  c  A,  ideoque  vis  renqua  ut  — r r — ;  erit  (m  ex- 

emplis  tertiis)  b  aequalis  1,  m  aequalis  1,  et  n  aequalis  4,  ideoque  angulus 

1  —  c 
revolutionis  inter  apsides  aequahs  angulo  graduum  180  V ,         ,  —.    (*)  Po- 

n  n        3  454.    Sckolium.      Hermanniis  in  scholio  ad 

/hN  »  r/  '        j1l^~.  7    A  —  txMt"     Prop-  25.  Lib.  1.   Phoronomia?  formulam  inve- 

C)  *  Ideoque  A         enl  aquale  A        1 4 fi  4 1       ^^j^  ^^,,  ^^  ^^^,  ^j  centripeta  motus  apsidum  dc- 

nn  14400  terminatur,    ct  contra;    hanc   ipsam   ex   prius 

Erit  enim  in  hac  hypothesi  — -  =  -y^g^.  et  ostensis   hic   dcmonstrabimus.       lisdem   igitur 

n  n  14400  2952.3  positis  qujB  in  not.  449,  sit  vis  centripeta  in   el- 

5  = 3= —.    Estau-  lipseos   mobilis   loco   quovis  p,    seu   (451)    vis 

m  m  14641  14641  VFFA-i-VRGG— VRFF  v 

29523  „    ,       241  „     ,        4  -L — =  _£_ 

tcm =   2-4 =2-1 ,  A  3  A  ^ 

14641  ~    14641  ^     243  ' 

proxime;  nam241  X243=58563,  et4X  14641  = — ^,  ponendo  altitudinera   A  =  z,  et  erit 

=  58564  ;  decrescit  igitur  vis  centripeta  iu  ra-  ,  . -^^  it  i^  t-       i    -.t  t^  /-^  ^        ,t  t,  ^  ,, 

tione   paulo  majore  quara  duplicata,   sed  qu^  (^^.^)  y=VFFz  +  yRGG-VRFF; 

vicibus   59|,    propiiis  ad  duplicalam  quam  ad  capian^r  utnnque  flux>ones  et  mvenietur  d  y 

triplicatam  accedit,   differentia  enim  inter  2,  et  =  ^,  ^  ^  '^  ?'  '^*  ^^?"?,"^"  Q  d  z  =  d  y,  erit  Q 

»4  4  '  =  V  F  F.    Loco  V  F  F,  ipsius  valor  Q  substi- 

2  -f- ,  est ,  differentia  vero  inter  3  et  tuatur  in  superiori  ajquatione,  et  erit  y  =  Q  z 

243  243  ,    Q  R  G  G  —  Q  R  F  F        ^  ^  „    , 

„    ,        4         ^  ,  4  239     „      ,  259  +  — '     ^^  J^ =  Q  z  —  Q  R  + 

2  -1 est  1  —  — —  = .  Porro '  J?  F  ^  ^      -r 

*      243  243  243  243  Q  R  G  G 

,      4  ^„„    j   .     ^  ^„,    j  ,  =-^= .     Jam   cura   orbis  ponatur  circulo 

est  ad  — —  seu  239  ad  4  ut  59|  ad  1.  F  F  ^ 

24^  quara  maxime  finitimus,  erit  z  =  R  =  T,  et 

C)  •  Fonamm  esse  c  X  A  ad  — ,  hoc  est,  ^^^j^^v  ^  _  ^TGG  ^^  ^.^^  G  G  :  F  F  = 

ponendo   A   vel  T  =    1,   c  ad  1,  ut  100  ad  y  ;  Q  t.  ac  G  :  F  =  V  X  =  A/  Q  T  qua  est 

35V45,    id  est,  ut  1   ad  357,  45,  et  erit  c  =  formula  generalis  quKsita.      Nam  sit  exempH 

100  _  35645   ,  _  .     _  £5345  *»  bz""-|-c2° 

——-—,  1       c  —  35745'  —  55745  '  causa,  vis  centripeta  ut -L hoc  est  y 

und^  J-IZi-  =  f^,   et  hinc  180  X  =  b  z  »   +  c  z   ",  erit  d  y  =   Q  d  z  = 

1  —  4  c         35345  '^  mbz'"  —  'dz  +  ncz"  —  »dz;  unde  Q 

1  — c    _  ,„„  ^      .  35645  ^mbz*"  —  '  +  ncz°  —  >,  a^ue  it4  per 

'^  1  _4c  —  ^^°^  V  35^'  •^'^  formulara  invenUm  GG:FF  =  bz'»  + 
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namus  vim  illam  extraneam  esse  357.45    partibus   minorem  quam    vis 

altera  qua  corpus  revolvitur  in  ellipsi,  id  est  c  esse  jHIjj  existente  A  vel 

1  —  c 
T  aequali  1,  et  180  V  ^  _  ^  ^  evadet   180    v^  Mflf>  seu  180.7623,  id 

est,  180  gr.  45  m.  44  s.  Igitur  corpus  de  apside  summa  discedens,  motu 
angulari  180  gr.  45  m.  44  s.  perveniet  ad  apsidem  imam,  et  lioc  motu 
duplicato  ad  apsidem  summam  redibit :  ideoque  apsis  summa  singulis  re- 
volutionibus  progrediendo  conficiet  1  gr.  31  m.  28  sec.  Apsis  lunae  est 
duplo  velocior  circiter. 

Hactenus  de  rnotu  coi-porum  in  orbibus  quorum  plana  per  centrum  vi- 
rium  transeunt.  Superest  ut  motus  etiam  determinemus  in  planis  excen- 
tricis,  Nam  scriptores  qui  motum  gravium  tractant,  considerare  solent 
ascensus  et  descensus  ponderum,  tam  obliquos  in  planis  quibuscunque  da- 
tis,  quam  perpendiculares :  et  pari  jure  motus  corporum  viribus  quibus- 
cunque  centra  petentiuu),  et  planis  excentricis  innitentium  hic  consideran- 
dus  venit.  Plana  autem  supponimus  esse  politissima  et  absolute  lubrica 
ne  coi-pora  retardent.  Quinimo,  in  his  demonstrationibus,  vice  planorum 
quibus  corpora  incumbunt  quaeque  tangunt  incumbendo,  usurpamus  plana 
his  parallela,  in  quibus  centra  corporum  moventur  et  orbitas  movendo 
describunt.  Et  eadem  lege  motus  corporum  in  superficiebus  curvis  per- 
actos  subinde  determinamus. 

cz^^Tmbz"  —  •  +  Tncz''  —  ',  etpo-  =:zP,  acy  =  zP  +3,  d  y=  Qdz  =  (p4-3 

nendo  z  =  T=l,  GG:   F    F=b  +  c:  Xz^+.^dz,  Q.=  (p  +  3)  X  z  "  +  ^-     Hinc 

m  b  -j-  n  c,  ut  in  exemplis  tertiis  Newtonus  in-  G  ^  :  F'^  =:  m'^  :  n  ^  =  z^  +  ^  :  (p  -^  3)  X. 

venit.     Sit  nunc  data  ratio  G  ad  F,   nempe  m  T  z  ^  +  ^,  hoc  est,  ponendo  z  =  T  =  1,  m  ni  ; 


ad  n,  et  vis  centripeta  sit  ut  dignitas  aliqua  noii  ,    _  ^  .  ,    n  n 

data  altitudinis  z,  iUius  dignitatis  index  dicatur     «  «  =  1  =  P  +  5,  atgue  ita  — -  =  p  +  5,  ct 

p,  sitque  adeo  vis  cenUipeta  ut  z  •",  et  erit  ^    — 3  =  p,  ut  in  Cor.  I.  repertum  csU 


SS 
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SECTIO  X, 

De  motu  corporum  in  superjiciehus  datis,  deque  funipendulorum 

motu  reciproco. 


PROPOSITIO  XLVI.     PROBLEMA  XXXIL 

Positd  cujuscunque  generis  vi  centripetd,  datoque  tum  virium  ceniro  tum^plano 
quociinque  in  quo  corpus  revolvitur,  et  concessis  Jigurarum  curvilinearum 
quadraturis  :  requiritur  motus  corporis  de  loco  dato,  datd  cum  velocitate^ 
secu?idu7n  rcctam  in  plano  illo  datam  egressi. 

Sit  S  centrum  virium,  S  C  distantia  minima  centri  hujus  a  plano  dato, 
P  corpus  de  loco  P  secundum  rectam  P  Z  egrediens,  Q  corpus  idem  in 
trajectoria  suarevolvens, 

3^ 


et  P  Q  R  trajectoria  il- 

la,   in  plano  dato  des- 

cripta,    quam  ,  invenire 

oportet.  JunganturCQ, 

Q  S,  et  si  in  Q  S  capi- 

atur  S  V  proportionalis 

vi  centripetss  qua  corpus 

trahitur  versus  centrum 

S,   et  agatur  V  T  quaa 

sit  parallela  C  Q,  et  oc- 

currat  S  C  in  T :   Vis 

S  V  resolvetur  (per  le- 

gum  Corol.  2.)  in  vires 

S  T,  T  V ;  quarum  S  T 

trahendo  corpus  secundum  lineam  plano  perpendicularem,  nil  mutat  mo- 

tum  ejus  in  hoc  plano.     Vis  autem  akera  T  V,  agendo  secundum  positio- 

nem  plani,  trahit  corpus  directe  versus  punctum  C  in  plano  datum,  ideo- 

que  efficit,  ut  corpus  illud  in  hoc  plano  perinde  moveatur,  ac  si  vis  S  T 

tolleretur,  ec  corpus  vi  sola  T  V  revolveretur  circa  (')  centrum  C  in  spa- 

(^)  •  455.   Circa  ccntrum  C  in  s])atio  libero.     similia.     SQ:  QC=SVseuQ:V  T  = 
VLs  centripeta  S  V,  ad  S  tendens  in  loco  quovis     Q  X  Q  C 
Q,  dicatur  Q,  ta  erit  ob  tri.ingula  S  V  T,  S  Q  C     — s  Q anguluin  Q  C  S  rcctum 
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tio  libero.  Data  autem  vi  centripeta  T  V  qua  corpus  Q  in  spatio  libero 
circa  centrum  datum  C  revolvitur,  datur  (per  Prop.  XLIL)  tum  tra- 
jectoria  P  Q  R,  quam  corpus  describit,  tum  locus  Q,  in  quo  corpus  ad 
datum  quodvis  tempus  versabitur,  tum  denique  velocitas  corporis  in  loco 
illo  Q  ;  et  contra.     Q.  e.  i. 

PROP03ITIO  XLVIL     THEOREMA  XV. 

Posito  quod  vis  centripeta  proportionalis  sit  distantice  cmporis  a  centro ,-  cor- 
pora  omnia  in  planis  quibuscunque  revolventia  describent  ellipses,  et  revolu- 
tioncs  temporibus  cBqualibus  peragent ;  qudeque  moventur  in  lineis  rcctisy 
ultrb  citroque  discurrendo,  singulas  eundi  et  redeundi  periodos  iisdem  tern- 
poribus  absolvent. 

Nam,  stantibus  quae  in  superiore  propositione,  vis  S  V,  qua  corpus  Q 
in  plano  quovis  P  Q  R  revolvens  trahitur  versus  centrum  S,  est  ut  distan- 
tia  S  Q ;  atque  ideo  ob  proportionales  S  V  et  S  Q,  T  V  et  C  Q,  vis  T  V, 
qua  corpus  trahitur  versus  punctum  C  in  orbis  plano  datum,  est  ut  dis- 
tantia  C  Q.  Vires  igitur,  quibus  corpora  in  plano  P  Q  R  versantia  tra- 
huntur  versus  punctum  C,  sunt  f )  pro  ratione  distantiarum  aequales  viri- 
bus  quibus  corpora  imdiquaque  trahuntur  versus  centrum  S ;  et  propterea 
corpora  movebuntur  iisdem  temporibus,  in  iisdem  figuris,  in  plano  quovis 
P  Q  R  circa  punctum  C,  atque  in  spatiis  liberis  circa  centrum  S  j  ideoque 
(per  Corol.  2.  Prop.  X.  et  Corol.  2.  Prop.  XXXVIII.)  temporibus  sem- 
per  aequalibus,  vel  describent  ellipses  in  plano  illo  circa  centrum  C,  vel  pe- 

SQ*=QC^  +  SCS  ergo  V  T,   seu  vis         (')  •  Sunt  pro  ralione  dUlawtiamm,  &c,   IToc 

,„        ,         .,  ^.       QXQC.est  vires  absnlut^c  nd  S  et  C  tmdenles  sunt  aqna- 

ad  C  tendens  m  loco   Q,  sive  — ent    ;^^^  -^^  ,^^  ^-  „,^.^^^.  ^^^^j^  p  c  =  Q  S, 


vis 


Q  X  Q  C  loco  P  ad  C  tendens  aqiialis  erit  vi   in  loco  Q 

^l"*"*  ■/  Q  (;2    I     <  r;i'      ^""^  igHut  data  ad  S  tendenti.      Nani  vis  qua  corj)us  in  loco  Q 

•^  o  /-1  j^x     ••        •   ■             .  •  c       1        r>  Tj  r<  ^'^  C  traliitur,  est  ad  vim  quii  versus  S  urgetur, 

sit  S  C  distantia  minima  centn  S  a  plano  QPL  ^  r\  r'     ino     »     ■     ■     \        r\     lo^i 

j  ,        .   ,          o   r\  •              ^..i^n,  ut  Q  C  ad  Q  S,  et  vis  m  loco  Q  ad  C  tendens 

positione  dato,   si  loco    S   Q  in   quantitate   Q,  .      ■          j    •      ■     i         d     i   -j               ^          n 

^                        1 -2:         ^                   ^'  est  etiam  ad  vim  in  loco  P  ad  idem   centrum  C 

scribatur   >v/QC2  +  SC=',  obtinebitur  valor  urgentcm  ut  Q  C   ad  P  C  seu  Q  S  ;  quare  vis 

vis  ad  C  tendentis  in  loco   Q  ex  sola  distantia  jn  loco  Q  ad  S  tendens  sequaUs  est  vi  ad  C  fen. 

Q  C  et  quantitatibus  datis  compositus.    Exempli  denti  in  loco  P  ;   CorpoVa  vero  quce  movcntur 

causa,  si  vis  S  V,  ad  S  tendens  in  loco  Q  sit  ut  yjribus  centripetis  qua;  sunt  ut  distantite,  tempo- 

distaptia  S  Q,  erit  V  T,  seu  vis  ad  C  tendens  in  Hbus  semper  a:qua  ibus  ellipses  quasvis,  utut  in- 

codem  loco  Q,  ut  ^  ^A^  ^  hoc  est,  ut  Q  C.  ^l"^^^.'  describent  circa  sua  centra  (per  Prop. 

S  Q  X.)    Si  autem  elhpseos  P  Q  R  quam  corpus  in 

c-    •    o  TT  <•      .           ^          ■   TTrr.         QC    L  plano  describit,  latitudo  in  infinitum  mitiuatur, 

Si  vis  S  V  fuent  ut  — ,  erit  V  T,  ut  — ,  hoc  describet  corpus  rectam  aliquam  Q  C  II,  motu 

Q  Q  accelcrato  ad  centrum  C  accodens,  et  ir.otu  rc- 

cst,  ut  T^^^V-^Y^  ^     /  r>  n  a  -iTTrl'  ^^'^^  ^^  'P^  recedcns  usque  ad   R,  dtindd 

i^i^     -j-OL^      Xv^».'     -f-oC/  rursus  ex  loco  R,  aa  centrum  C  recidens,  et  ita 

et  ita  dc  catens  suppositionibus.  circi  ceutrum  C,  ultro  citro^ue  osciiiubitur. 

S  4 
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riodos  movendi  ultro  citroque  in  lineis  rectis  per  centi'um  C  ih  plano  illo 
ductiS)  complebunt.     Q.  e.  d. 

Scholium. 

His  affines  sunt  ascensus  ac  descensus  corporum  in  superficiebus  cur- 
vis.  C")  Concipe  lineas  curvas  in  plano  describi,  dein  circum  axes  quosvis 
datos  per  centrum  virium  transeuntes  revolvi,  et  ea  revolutione  superfi- 
cies  curvas  describere ;  tum  corpora  ita  moveri  ut  eorum  centra  in  his 
superficiebus  perpetuo  reperiantur.  Si  corpora  illa  oblique  ascendendo 
et  descendendo  currant  ultro  citroque ;  peragentur  eorum  motus  in  planis 
per  axem  transeuntibus,  atque  ideo  in  lineis  curvis,  quarum  revolutione 
curvae  illae  superficies  genitae  sunt.  Istis  igitur  in  casibus  sufficit  motum 
in  his  lineis  curvis  considerare. 

PROPOSITIO  XLVIII.     THEOREMA  XVL 

Si  rota  globo  extrinseais  ad  angulos  (°)  rectos  insistafy  et  more  rotarum  rc- 
^  volvendo  progrediatur  in  circulo  maximo ;  longitudo  itineris  curvilinei, 
quod  punctum  quodvis  in  rotcs  perimetro  datum,  ex  quo  globum  tetigit, 
confecit,  (quodqu£  cycloidem  vel  epicycloidem  ?iominare  licctj  erit  ad  dii- 
plicatum  sinum  versum  arcus  dimidii  qui  globum  ex  eo  tempore  inter  eun- 
dum  tetigit,  ut  summa  diametrorum  globi  et  rotcB  ad  semidiametrum  globi. 


PROPOSITIO  XLIX.    THEOREMA  XVIL 

Si  rota  globo  concavo  ad  rectos  angulos  intrinsecus  insistat  ef  revolvendo  pro- 
grediatur  in  circulo  maximo  ,•  longitudo  itineris  curvilinei  quod  punctum 


(")  *  Concipe  lineam  curvam  A  B  in  plano 
A  C  E  D  descriptam  circa  axem  datum  D  B  C 
per  centrum  viriura  C  transeuntem  revolvi  et  ea 
revolutione  superficiem  curvam  A  B  E  describi, 
tum  corpus  aliquod  A  ita  moveri,  ut  illius  cen- 
trum  in  hac  superficie  perpetuo  reperiatur.  Si 
corpus  illud  oblique  descendendo  et  ascendendo 
per  A  B  E,  E  B  A  currat  ultro  citroque  pera- 
getur  illius  motus  in  plano  A  C  E  D  per  axera 
C  D  transeunte,  atque  adeo  in  linea  curva 
A  B  E,  cura  (ex  byp. )  nuUa  adsit  vis  quae 
corpus  a  plano  illo  cogat  deflectere  ;  superficies 
A  B  £  perfecte  tersa  ac  polita  supponitur. 

(°)  •  ^d  angulos  rectos,  id  cst,  ila  ut  planura 
rota;  prodiictnm  per  centrum  globi  transeat,  il- 
ludque  proinde  in  duo  haniispheria  dividat 
ac  circulum  maximum  in  cjus  superficie  sig- 
net. 
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quodvis  in  rota  perimetro  datum^  ex  quo  glohum  tetigit,  covfecit,  erit  ad 
duplicatum  sinum  versum  arcus  dimidii  qui  glohum  toto  hoc  tempore  inter 
eundum  tetigit,  ut  differentia  diametrorum  glohi  et  rotce  ad  semidiametrum 
rrlohi, 

Sit  A  B  L  globus,  C  centrum  ejus,  B  P  V  rota  ei  insistens,  E  centrum 
rotae,  B  punctum  contactus,  et  P  punctum  datum  in  perimetro  rotee. 
Concipe  hanc  ro- 
tam  pergere  in  cir- 
culo  maximo  A  B  L 
ab  A  per  B  versus 
L,  et  inter  eundum 
ita  revolvi  ut  ar- 
cus  A  B,  P  B  si- 
bi  invicem  semper 
sequentur,  atque 
punctum  illud  P  in 
perimetro  rotae  da- 
tum  interea  descri- 
bere  viam  curvili- 
neam  A  P.  Sit  au- 
tem  A  P  via  tota 
curvilinea  descrip- 
ta  ex  quo  rota  glo- 
bum  tetigit  in  A,  et 
erit  viae  hujus  lon- 
gitudo  A  P  ad  du- 
plum  sinum  ver- 
sum  arcus  ^  P  B, 
ut  2   C  E  (°)  ad 

C  B.  Nam  recta  C  E  (si  opus  est  producta)  occurrat  rotae  in  V,  jungan- 
turque  C  P,  B  P,  E  P,  V  P,  et  in  C  P  productam  demittatur  normalis 
V  F.  Tangant  P  H,  V  H  circulum  in  P  et  V  concurrentes  in  H,  secet- 
que  P  H,  ipsam  Y  F  in  G,  et  ad  V  P  demittantur  normales  G  I,  H  K. 
Centro  item  C  et  intervallo  quovis  describatur  circulus  n  o  m  secans  rec- 
tam  C  P  in  n,  rotae  perimetiiim  B  P  in  o,  et  viam  curvilineam  A  P  in  m  • 


(°)  ♦   Ut2  C  E  ad  CB.     Hoc  est,  ob  2  C  E     2  B  E,  ut  summa  vel  differenda  dJamctrorum 
■=2CB-f-2BE,  vel2CE  =  2C  B—     globi  et  rofac  ad  scmidiaroetrum  globi. 
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centroque  V  et  intervaJlo  V  o  describatur  circulus  secans  V  P  productam 
in  q. 

Quoniam  rota  e- 
undo  semper  revol- 
vitur  circa  punc- 
tum  contactus  B, 
(P)  manifestum  est 
quodrectaBPper- 
pendicularis  est  ad 
lineam  illam  cur- 
vam  A  P  quam  ro- 
tae  punctum  P  des- 
cribit,  atque  ideo 
quod  recta  V  P 
tanffet  hanc  cur- 
vam  in  puncto  P. 
Circuli  n  o  m  ra- 
dius  sensim  auctus 
vel  diminutus  se- 
quetur  tandem  dis- 
taaticje  C  P:  ct,  ob 
(^)  similitudinem 
iigurai  evanescen- 
tis  P  n  o  m  q  et  fi- 
gura  P  F  G  V  I, 

ratio  ultima  lineolarum  evanescentium  P  m,  P  n,  P  o,  P  q,  id  C)  est,  ra- 
tio  mutationum  momentanearum  curvae  A  P,  reotas  C  P,  arcus  circularis 
B  P,  ac  rectse  V  P,  eadem  erit  quae  linearum  P  V,  P  F,  P  G,  P  I  res- 
pective.     Cum  autem  V  F  ad  C  F  et  V  H  ad  C  V  perpendiculares  sint. 


''''  C)  *  Manifestum  est  qnod  recta  B  P,  &c. 
Nam  evidens  est  in  circuli  B  P  V  revolutione, 
centro  B  radio  B  P  singulis  tempusculis  describi 
arcum  circuli  seu  incrementiimnascenscurv£eAP, 
ad  quod  proinde  radius  B  P  perpendicularis  est, 
sed  ob  angulum  V  P  B  in  semicijrculo  rectum, 
linea  V  P  in  eum  radium  B  P  est  perpendicu- 
laris,  ergo  linea  V  P  est  tangens  ejus  arcus  nas- 
centis  seu  incrementi  curvEE  A  P,  ideoque  ipsius 
curva;  A  P. 

C)  *  Et  oh  simUitudinem  Jigurce  eimnesceniis. 
Hac  figura  cvanescente  arcus  Po,  P  q,  consi- 
derari  possunt  tanquam  linea;  rccta;,  seu  partes 
tangcDtium  li  P,   V  P  productarum,  ct  arcus 


m  n,  o  q,  tanquam  recta:  lineis  P  n,  P  q,  per- 
pendiculares  ;  Hinc  vero  anguli  ad  verticem  op- 
positi  n  P  o  et  G  P  F,  o  P  m  et  G  P  I,  crunt 
a;quales,  alque  adeo  ob  angulos  o  n  P  et  G  F  P, 
o  q  P  et  G  I  P,  rectos,  proindeque  aequales, 
figura  evanescens  P  n  o  m  q,  similis  erit  figuras 
P  F  G  V  I. 

C)  •  Id  est  ratio  mutationum  mnmenlanea- 
rum,  seu  incrementorum  vel  decremcntorun- 
nascentium  curvee  A  P,  qace  ex  A  m  fit  A  P, 
rectcB  C  P,  quae  ex  C  m  fit  C  P  arcus  circularis 
J?  P,  qui  ex  B  o  fit  B  P,  ac  rectec  V  P,  quae  cx 
V  q,  fit  V  P. 
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angulique  (')  H  V  G,  V  C  F  propterea  aequales ;  et  (*)  angulus  V  H  G 
(ob  angulos  quadrilateri  H  V  E  P  ad  V  et  P  rectos)  angulo  C  E  P  agqua- 
lis  est,  similia  erunt  triangula  V  H  G,  C  E  P ;  et  inde  fiet  ut  E  P  ad 
C  E  ita  H  G  ad  H  V  (")  seu  H  P  et  ita  (^)  K  I  ad  K  P,  et  (?)  conipoH 
site  vel  divisim  ut  C  B  ad  C  E  ita  P  I  ad  P  K,  et  duplicatis  consequen- 
tibus  ut  C  B  ad  2  C  E  ita  (^)  P  I  ad  P  V,  atque  ita  P  q  ad  P  m.  Est 
(*)  igitur  decrementum  linese  V  P,  id  est,  incrementum  lineas  B  V  —  V  P 
ad  incrementum  lineae  curva3  A  P  in  data  ratione  C  B  ad  2  C  E,  et  prop- 
terea  (per  Corol.  Lem.  IV.)  longitudines  B  V  —  V  P  et  A  P,  incre- 
mentis  (^)  illis  genitae,  sunt  in  eadem  ratione.  Sed,  ("=)  existente  B  V 
radio,  est  V  P  cosinus  anguli  B  V  P  seu  ^  B  E  P,  ideoque  B  V  —  V  P 
sinus  versus  est  ejusdem  anguli ;  et  propterea  in  hac  rota,  cujiis  radius 
est  ^  B  V,  erit  B  V  —  V  P  duplus  sinus  versus  arcus  |  B  P.  Ergo  A  P 
est  ad  duplum  sinum  versum  arcus  ^  B  P  ut  2  C  E  ad  C  B.     Q.  e.  d. 

Lineam  autem  A  P  in  propositione  priore  cycloidem  extra  globum,  al- 
teram  in  posteriore  cycloidem  intra  globum  distinctionis  gratia  nominabi- 
mus. 


(•)  *  Angulique  H  V  G,  V  C  F,  proptereH, 
eequales.  Ob  angulum  V  F  C  rectum,  summa 
angulorum  F  C  V,  C  V  F  squalis  est  angulo 
recto  C  V  H,  quare  detracto  communi  angulo 
C  V  F,  fit  angulus  F  C  V  =  F  V  H  sive 
H  V  G. 

(')  *  Et  angulus  V  H  G,  &c.  Tangentes 
H  V,  H  P  cum  radiis  E  V,  E  P  angulos  rec- 
tos  constituunt,  adeoque  quadrilateri  H  V  E  P, 
anguli  duo  reliqui  V  H  P  sive  V  H  G  et  V  E  P, 
sunt  simul  a;quales  duobus  rectis,  quare  cum 
sint  qiioque  anguli  V  E  P,  C  E  P  simul  duo- 
bus  rectis  aequales,  liquet  angulum  C  E  P,  ae- 
qualem  esse  angulo  V  H  G,  et  in  secunda  figura 
cum  anguli  quadrilateri  V  H  P  E  in  V  et  P 
sint  recti,  reliqui  anguli  V  H  P,  V  E  P  aequales 
sunt  duobus  rectis,  sed  etiam  V  H  P  et  V  H  G 
sunt  aequales  duobus  rectis,  ergo  detracto  com- 
muni  V  H  P,  V  E  P  sive  C  E  P  est  aequalis 
VH  G. 

(")  *  Ad  H  V,seu  H  P.  Nam  circuli  tan- 
gentes  H  V,  H  P  sunt  aequales. 

(*)  *  Et  ita  K I  ad  K  P.  Etenim  ob  paral- 
lelas   H   K,    G   I,  est  H   G  :  H  P  =  K  I  : 

(^)  *  Et  composite  vel  divisim.  Cum  sit 
E  P,  seu  B  E  :  C  E  =  K  I  :  K  P,  si  rota 
globo  intrinsecus  insistat,  erit  composite  B  E  -j- 
C  E,  seu  C  B  :  C  E  =  K  I  -f  K  P ;  seu 
P  I  :  P  K.  Si  vero  rota  globo  extrinsecus  in- 
sistat,  erit  divisim  C  E  —  B  E,  seu  C  B  :  C  E 
=  K  P  —  K  I,  scu  P  I  :  P  K. 

C")  *  Itd  P  I  ad  P  V.     Nam  iu  triangulo 


P  H  V  isoscele,  est  P  K  =  K  V,  adeoquc 
2  P  K  =  P  V. 

(^)  *  Est  igilur  decrementiim  lineeB  V  P, 
&c     Dum  arcus  A  m  crescit  fitque  A  P,  recta 

V  q  decrescit  et  fit  V  P  ;  quare  est  P  m  incre- 
mentum  curvae  A  m  seu  A  P,  et  P  q  decre- 
mentum  rectse  V  P.  Cum  autem  sit  B  V  cir- 
culi  diameter  constans,  quantum  decrescit  V  P, 
tantum  crescit  diiferentia  B  V  —  V  P,  unde 
decremcntum  lineae  V  P,  sequale  est  incremento 
lines  B  V  —  V  P.  Est  igitur  incrementum 
linecc  B  V —  V  P,  ad  incrementum  lineee  curvce 
A  P,  &c 

C")  *  Incrementis  illis  genitee,  &c.  Cum 
jjuactum  P  est  in  A,  punctum  B  est  etiam  in 
A,  fitque  V  P  =  V  B,  adeoque  B  V  —  V  P 
=  o.  Siraul  ergo  crescere  incipiunt  lineae 
B  V  —  V  P  et  A  P ;  et  quoniam  in  data  ra- 
tione  crescunt,  erit  semper  BV  —  VPadAP 
in  data  illa  ratione  C  B  ad  2  C  E. 

(")  456.  Sed  existenlc  B  V  radio,  &c.  Ob 
angulum  B  P  V  rectum,  est  B  V  ad  V  P  ut 
sinus  totus  ad  sinum  anguli  V  B  P  qui  comple- 
mentum  est  anguli  B  V  P  ad  rectum.  Quare 
existente  B  V  radio,  est  V  P  cosinus  anguli 
B  V  P  aequalis  dimidio  angulo  ad  centrum 
B  E  P.  Est  autem  cujusvis  anguli  sinus  ver- 
sus  aequalis  difiereniise  inter  radium  et  cosinum 
ejusdem  anguli,  ergo  exisiente  B  V  radio,  erit 
B  V  —  V  P  sinus  versus  anguli  -1  B  E  P ;  et 
quoniam  in  diversis  circulis  ajqualium  angulo- 
rum  sinus  omnes  sunt  ut  circulorum  radii,  in 
hac  rota  cujus  radius  est  •§  B  V,  erit  B  V  — 

V  P,  duplus  sinus  versus  arcus  ^  B  P. 
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Corol.  1.  Hincsi 
C^)  describatur  cy- 
clois  integra  A  S  L 
et  bisecetur  ea  in 
S,   erit  longitudo 
partis  P  S  ad  ion- 
gitudinem     V    P 
(quae  duplus  est  si- 
nus  anguli  V  B  P, 
existente  E  B  ra- 
dio)  ut  2  C  E  ad 
C   B,  atque  ideo 
in  ratione  data. 

Corol.  2.  Et  (^) 
longitudo  semipe- 
rimetri  cycloidis 
A  S  sequabitur  li- 
neae  rectae,  quae  est 
adrotae  diametrum 
B  V  ut  2  C  E  ad 
CB. 


{^)  457.  Hinc  si  descrihatur,  &c.  Ubi  punc- 
tum  P  pervenit  ad  S,  arcus  B  P  semicirculo, 
arcus  ^  B  P  quadranti,  et  sinus  vcrsus  arcus 
■§  B  P  radio,  aequales  fiunt.  Quare  in  hoc  casu 
curva  A  S,  est  ad  diametrum  B  V,  ut  2  C  E, 
ad  C  B  ;  cumque  in  loco  quovis  P,  sit  etiam 
curva  A  P,  ad  duplum  sinum  versum  ^  B  P, 
scu  ad  B  V  —  V  P  (456)  ut  2  C  E  ad  C  B, 
erit  AS:BV  =AP:BV—  VP,  et 
hinc  A  S  —  A  P,  seu  P  S  :  B  V  —  B  V  + 
VP,  seuVP=AS:  BV  =  2CE:CB. 

(^)  *  Et  longitudo  ssmiperivielri,  Patet  per 
notara  superiorem.  r 

458.  Corol.  3,  Recta  C  S  cycloidi  perpendi-^ 
cularis  est,  et  recta  C  A  eam  tangit  in  A.  Est 
enim  B  P  ad  cydoidem  perpendicularis,  et  V  P 
tangens  ejus  in  P,  at  ubi  punctum  P  pervenit  iii 
S,  B  P  fit  B  S,  seu  B  V,  et  ubi  punctum  B 
est  in  A,  V  P  coincidit  cum  V  B. 

459.  Corol.  4.  Si  per  punctum  quodvis  P 
agatur  P  V  cycloidem  tangens  in  P,  et  ad  eara 
erigatur  perpendiculum  P  B  globo  occurrcns  in 
B,  jungaturque  C  B  tangentem  secans  in  V, 
erit  B  V  rotae  diameter. 

460.  Corol.  5.  Ex  gencsi  cycloidis  hquet  ar- 
cum  globi  A  B,  sequ<ilem  esse  arcui  roUr  B  P. 

461.  Corol.  6.   Si  rotae  diainctcr  V  B  aqua- 


lis  constituatur  semidiametro  globi  C  B,  cyclois 
intra  globum  evadet  linea  recta  per  centrum 
globi  C  transiens.  Nam  in  hoc  casu  C  S  =  o, 
et  2  C  E  =:  C  B ;  unde  punctum  cycloidis 
medium  S,  cum  centro  coincidit,  et  quia  (457) 
AS:BV=2CE:CB,  eritAS=BV 
=  C  B  atque  adeo  est  A  S  linea  recta  per  cen- 
trum  C  transiens,  nam  si  curva  essct,  major  foret 
semidiametro  C  B. 

462.    Corol.  7.  Si  globi  diameter  augeatur  in 
infinitum,  mutabitur  ejus  superficies  sphserica  in 


planum,  fietquo  A  B  L  linea  recta,  et  B  E 
finita  mancntc  scu  nulla  respectu  infinita;  lincas 
C  B,  erit  C  E  =  C  B,  adeoquc  cyclois  t;un 
intra  quam  cxtra  globum  abibit  in  cycloidera 
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.     PROPOSITIO  L.     PROBLEMA  XXXIII. 

Facere  ut  corpus  pendulum  oscilletur  in  cycloide  data. 

Intra  globvun  Q  V  S,  centro  C  descriptum,  detur  cyclois  Q  R  S  bi- 
secta  in  R  et  punctis  suis  extremis  Q  et  S  superficiei  giobi  hinc  inde  oc- 
currens.  Agatur  C  R 
bisecans  arcum  Q  S  in 
O,  et  producatur  ea  ad 
A,  ut  sit  C  A  ad  C  O 
ut  C  O  ad  C  R.  Cen- 
tro  C  intervallo  C  A 
describatur  globus  ex- 
terior  D  A  F,  et  intra 
hunc  globum  a  rota,  cu- 
jus  diameter  sit  A  O, 
describantur  duae  semi- 
cycloides  A  Q,  A  S, 
quae  (^  globum  interi' 
orem  tangant  in  Q  et  S 
et  globo  exteriori  occur- 
rant  in  A.  A  puncto 
iUo  A,  filo  A  P  T  lon- 
gitudinem  AR  sequante, 
pendeat  corpus  T,  et  ita  intra  semicycloides  A  Q,  A  S  oscii  etur,  ut  quo- 
ties  pendulum  digreditur  a  perpendiculo  A  R,  filum  parte  sui  superiore 


vulgarem,  qu£B  describitur  revolutione  rotse  in 
linea  recta  progredientis,  cumque  sit  semper 
(457)  AP:BV— VP  =  2CE:CB  = 
2  :  1,  erit  A  P  =  2  X  (B  V  —  V  P),  sed 
B  V  —  V  P,  est  duplus  sinus  versus  arcus 
^  B  P,  existente  B  E  radio  (456).  Ergo  in 
cycloide  vulgari  A  P  asquatur  quadruplicato  si- 
nui  verso  dimidii  arcus  B  P,  inter  planum 
A  B  L  et  punctum  describens  P  intercepti ; 
Hinc  etiam  erit  AS  =  4BE=  2BS  = 
2  B  V ;  Est  enim  B  E  sinus  versus  quadrantis. 
(')  Q,uee  globum  interiorem  tangant  in  Q  et 
S,  et  globo  exteriori  occurrant  in  A.  Probandum 
semic)'cloides  descriptas  per  motum  rotae  (cujus 
diameter  est  A  O)  ex  A  proficiscentis  terminari 
ad  superficiem  globi  interioris  in  punctis  extre- 
mis  Q  et  S  cycloidis  Q  R  S  data;.  Producan- 
tur  itaque  lineaa  C  Q,  C  S  ad  F  et  D,  eritque 
FQ=DS=AO,  et  supcr  diametros  F  Q, 


D  S  inttlligantur  descriptse  rotas  quarum  motu 
fiunt  semicycloides,  dicaturque  P  punctum  rotse 
semicycloides  describens ;  Liquet  arcus  O  Q  et 
A  F,  O  S  et  A  D  esse  proportionales  radiis 
C  O,  C  A  sive  (per  const.)  radiis  C  R,  C  O  et 
divisim  rotarum  diametris  O  R,  A  O,  ideoqiie 
(per  nat.  circuli)  semicircumfercntiis  rotarum 
super  has  diametros  descriplarum  ;  Sed  cum  Q 
et  S  sint  puncta  extrema  cycloidis  datas  Q  R  S  et 
C  O  arcum  Q  S  bisecet ;  erunt  arcus  O  Q  et 
O  S  aequales  semicircumferentiae  rotae  super  dia- 
metrum  O  R  descriptae  (460)  ergo  etiam  ar- 
cus  A  F  et  A  D  aequales  erunt  semicircumfe- 
rentiae  rota  super  diametrum  A  O  descripta;,  sed 
arcus  F  P  aut  D  P  est  semper  aequalis  arcui 
A  F  aut  A  D  (460)  ;  enmt  ergo  arcus  F  P  et 
D  P  f-emicirculi,  et  P  cadet  in  extremitatibus 
Q  et  S  diametrorum  F  Q,  D  S,  scd  ubi  P 
semicircumferentiara  rotte  percurrit  scmicyclois 
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A  P  applicetur  ad  semicycloidem  illam  A  P  S  versus  quam  peragitur 
motus,  et  circum  eam  ceu  obstaculum  flectatur,  parteque  reliqua  P  T  cui 
semicyclois  nondum  objicitur,  protendatur  in  lineam  rectam ;  et  pondus 
T  oscillabitur  in  cycloide  data  Q  R  S.     Q.  e.  f. 

OccuiTat  enim  filum  P  T  tum  cycloidi  Q  R  S  in  T,  tum  circulo  Q  O  S 
in /Yj  agatm*que  C  V ;  et  ad  fili  partem  rectam  P  T,  e  punctis  extremis 
F'ac  T,  erigantur  perpendicula  B  P,  T  W,  occurrentia  rectae  C  V  in  B 
et  W.  Patet,  (^)  ex  constructione  et  genesi  similium  figurarum  A  S, 
S  R,  ('')  perpendicula  illa  P  B,  T  W  abscindere  de  C  V  longitudines 


est  descripta,  ergo  semicycloides  descripta!  per 
motum  rotffi  ex  A  proficiscentis  terminantur  in 
Q  et  S.     Q.  e.  d. 

(^)  465,  Patel  ex  conslructione  et  genesi  simi- 
lium  jignrarum  A  S,  S  R ;  Figuras  illie  dicun- 
tur  sirailes  quia  A  O  diameter  rotae  qua  descri- 
buntur  semicycloides  A  S,  A  Q  est  ad  globi 
D  A  F  radium  A  C  ut  diameter  O  R  rotas  qua 
describitur  cyclois  Q  R  S  ad  globi  Q  O  S  radi- 
um  O  C,  (per  constr. )  unde  manifestum  quod 
cycloides  A  S,  A  Q,  Q  R,  quae  eodem  modo 
describuntur  ac  determinantur  sunt  inter  &e  si- 
miles. 

(■»)  *  Perpendiculailla,8iC.\°.  Probandura 
quod  perpcndiculum  P  B  abscindat  de  C  V  lon- 
gitudinem  V  B  rotte  diametro  0  A  ccqualem. 
Fingatur  rotam  ita  positam  ut  ejus  punctum 
cycloidem  describens  sit  in  P,  liquet,  ex  con- 
structione,  eam  hiijus  rotaj  diametrum  quee  in 
hoc  casu  globo  est  perpendicularis  et  qum,  si 
producatur,  transire  debet  per  centrum  C,  utrin- 
que  terminari  debere  in  superfici«  globorum; 
Jam  vero  (per  Demonstr.  Prop.  XLVIII. 
XLIX.)  1'angens  cycloidis  transit  semper  per 
unam  extremitatem  ejus  diametri  rotae  quae  glo- 
bo  est  pcrpendicularis  et  perpendiculum  in  tan- 
gentem  e  puncto  contactus  erectum  transit  per 
alteram  «jusdem  diametri  cxtremitatem,  ergo, 
cum  sit  (ex  const.)  fikim  P  T  tangens  cycloidis 
in  puncto  P,  et  P  B  perpendiculum  in  illud, 
intersectiones  V  et  B  linearum  P  T  et  P  B  cum 
globis  Q  O  S  et  D  A  F  erunt  extremitates  ejus 
diametri  rotae  quae  si  producatur  transit  per  cen- 
trum  C,  ergo  ducta  C  V,  perpendiculum  P  B 
abscindet  de  C  V  longitudinem  V  B  rotte  diame~ 
trj  0  A  cequalcm.      Q.  e.    1°.  d. 

2°.  Perpendiculum  T  IV  abscindit  de  C  Vlon- 
gitudinem  V  IF  rotce  diametro  0  R  epqualem. 
Fingatur  rota  cycloidem  S  R  Q  describens  ita 
posita,  ut  ejus  diameter  globo  S  O  Q  insistens 
sit  in  linea  C  V  globumque  tanjat  in  V,  dicatur 
m  altera  extremitas  ejus  diametri,  et  dicatur  q 
punctum  illius  rotae  cycloidem  describens  :  Ar- 
cus  V  S  erit  aqualis  arcui  V  q  (460)  utque  to- 
tus  arcus  S  O  est  aequalis  arcui  V  m,  erit  V  O 
=  q  m,  et  q  m  est  mensura  dupli  angidi  C  V  q : 
Sit  vero  rota  describens  cycloidem  A  P  S  posita 
ticut  m  priore  casu,  hoc  est,  ejus  diametcr  globo 


D  A  F  insistens  sit  in  productione  lincae  C  V, 
erii  arcus  B  A  ccqualis  arcui  B  P  (4(;0)  et  est 
B  P  mensura  dupli  anguli  B  V  P;  Est  autem 


arcus  V  O  sive  q  m  ad  B  A  sive  B  P,  ut  C  O 
ad  C  A  ideoque  ut  diaroetri  rotarum  O  R  ad 
A  O  (ex  const. ),  arcus  vero  diversorum  cii- 
culorum  qui  sunt  inter  se  ut  suorum  circulorum 
diamctri,  sunt  similes  ideoque  ejusdem  numeri 
graduum  ;  ergo  angulus  C  V  q  est  apqualis  an- 
gulo  B  V  P  quoniam  arcus  qui  sunt  mensura 
eorum  dupli,  sunt  ejusdem  numeri  graduura, 
ideoque  illi  anguli  C  V  q,  B  V  P  sunt  per  ver- 
ticem  oppositi  et  P  V  q  est  linea  recta  ;  itaque, 
filum  P  V  productum  ad  T  transit  tiim  per  ex- 
tremitatera  V  diametri  rotae  globo  insistentis 
quam  per  ejus  rotae  punctum  q  cycloidem  des- 
cribens;  Ergo  (per  Dem.  Prop.  XLVIII. 
XLIX.)  filum  P  T  est  pcrpendiculare  in  tan- 
gentem  cycloidis  in  puncto  illo  q  sive  T,  idcoque 
ex  constructione  iinea  T  W  erit  ca  ipsa  tangens, 
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V  B,  V  W  rotarum  diametris  O  A,  O  R  aequales.  Est  (^)  igitur  T  P 
ad  V  P  (duplum  sinum  anguli  V  B  P  existente  |  B  V  radio)  ut  B  W 
ad  B  V,  seu  A  O  + 

F 


O  R  ad  A   O,  id  est 

(cum  sint  C  A  ad  C  O, 

C  O  ad  C  R  et  divisim 

A  O  ad  O  R  proportio- 

nales)  ut  C  A  +  C  O 

ad  C  A,  vel,  si  bisece- 

tur  B  V  in  E,  ut  2  C  E 

ad  C  B.     Proinde  (per 

CoroI.I.Prop.XLIX.) 

longitudo  partis   rectae 

fili  P  T  aequatur  semper 

cycloidis  arcui  P  S,  et 

filum  totum  A  P  T  ae- 

quatur  semper  cycloidis 

arcui  dimidio  A   P  S, 

hoc  est   (per  CoroL  2. 

Prop.  XLIX.)  longitu- 

dini  A  R.     Et  propte- 

rea  vicissim  si   filum  manet  semper  aequale  longitudini  A  R  movebitur 

punctum  T  in  cycloide  data  Q  R  S.     Q.  e.  d. 

Corol.  Filum  A  R  aequatur  semicycloidi  A  S,  ideoque  ad  globi  exteri- 
oris  semidiametrum  A  C  eandem  habet  rationem  quam  similis  illi  semi- 
cyclois  S  R  habet  ad  globi  interioris  semidiametrum  C  O. 


et  (per  Dem.  Prop.  XLVIII.  XLIX.)  transi- 
bit  |ier  extreraitatem  m  diametri  rota:  quae  globo 
insistit,  hoc  est  diametri  jacentis  in  linea  C  V, 
ergi)  T  W  abscindit  de  C  V  longUudinevi  rotce 
diametro  0  R  aqualem.     Q.  e.   2°.  d. 

•  Idem  atiler.  Ex  puncto  V  ducatur  ad  se- 
micycloidem  S  11  perpeudicularis  V  q,  et  q  m 
tangens  in  q  radio  C  V  occunens  in  m,  erit 
(459)  V  m  =  O  R.  Descriptis  rotis  B  P  V, 
V  q  m,  erit  angulus  B  V  P,  aequalis  arcui  B  P, 

B  P 
ad  diametrum  B  V   applicatc,  seu=        ..,  hoc 

est,  ob  arcum  B  A  =  B  P  (460)  et  B  V  = 

B  A 
A  O,  angulus  B  V  P  =   t—F\-      Simili  ratio- 

A  O 

ne,  cum  sit  arcus  V  q  oequalis  arcui  S  V,  ct  se- 


mirota  V  q  m  sequalls  arcui  S  O,  erit  arcus  q  m 

V  O 
=  V  O,   adeoque  angulus  q  V  m  =  r^— p. 

Quare  angulus  B  V  P  :  q  V  m  =  -7—7; :  ^ 

=  O  R  X  C  A  :  A  O  X  V  O ;  sed  B  A  : 
VO=CA:CO=AO:OR  (pcr  con- 
str.)  adeoque  ORXBA  =  AOXVO, 
Ergo  angulus  B  V  P  =  q  V  m.  Ciim  igitur 
anguli  B  V  P,  T  V  W  adverticemoppositisint 
etiam  aquales,  perpendicularis  V  q  coincidit 
cum  V  T,  tangens  q  m  cmn  T  W,  et  V  m  cura 

V  W,  unde  tandem  est  V  m  =  V  W  =  O  R. 
(')   •   Est  igitvr,  &c.      0!>  triangula  V  P  B, 

V  T  W  similia  T  V  :  V  P  =  V  W  :  V  B,  et 
compoucndo  T  P  ;  V  P  =  B  W  :  B  V. 
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PROPOSITIO  LI.    THEOREMA  XVIIL 

Si  vis  centripeta  tendens  undique  ad  globi  ceni7-um  C  sit  in  locis  singuUs  ut 
distantia  loci  ciijusque  a  centro,  et  liac  sold  vi  agente  corptts  T  oscilletuf 
(modojam  descripto)  in peri^netro  cycloidis  Q  R  S:  dico  quod  oscillatio- 
num  utcunque  incequalium  aqualia  erunt  tcmpora, 

Nam  in  cycloidis  tangentem  T  W  infinite  productam  cadat  perpendi- 
culura  C  X  et  jungatur  C  T.     Quoniam  vis  centripeta  qua  corpus  T  im- 
pellitur  versus  C  est  ut  distantia 
C  T,  atque  haec  (per  legum  Co- 
rol.  2.)  resolvitur  in  partes  C  X, 
T  X,  quarum  C  X  impellendo 
corpus  directe  a  P  distendit  fi- 
lura  P  T  et  per  ejus  resistentiam 
tota  cessat,  nullum  alium  edens 
effectura;  pars  autera  altera  TX, 
urgendo  corpus  transversim  seu 
versus  X  directe  accelerat  mo- 
tum  ejus  in  ^ycloide;  manifes- 
tum  est  quod  coiporis  accelera- 
tio,  huic  vi  acceleratrici  propor- 
tionalis,  sit  singulis  raoraentis  ut 
longitudo  T  X,  id  (^)  est,  ob 
datas  C  V,  W  V  iisque  propor- 
tionales  T  X,  T  W,  ut  longitu- 
do  T  W,  hoc  est  (per  Corol.  1. 
Prop.  XLIX.)  ut  longitudo  ar- 
cus  cycloidis  T  R.     Pendulis  igitur  duobus  A  P  T,  A  p  t  de  perpendi 
culo  A  R  inaequaliter  deductis  et  simul  dimissis,   accelerationes  eorum 
semper  erunt  ut  arcus  describendi  T  R,  t  R.     Sunt  ("*)  autem  partes  sub 


(')  *  Id  est,  oh  datas.  Ob  triangula  W  X  C, 
W  T  V  similia,  est  C  W  :  W  V  =  W  X  : 
T  W,  et  componendo  C  V  :  W  V  =  T  X  : 
T  W  ;  quare  ob  datas  C  V,  W  V,  data  est  ralio 
T  X  ad  T  W,  id  est  T  X  est  ut  T  W. 

('")  464.  Sunt  autem  arcuura  t  R,  T  R  par- 
tes  sub  initio  eodera  tempusculo  descriptae  ut  ac- 
celerationes,  hoc  est,  ut  toti  arcus  t  R,  T  R  sub 
initio  dcscribendi  et  propterea  divisim,  partes  ar- 
cuum  t  R,   T  R  quoe  manent  describendaE  et 


accelerationes  subsequentes  bis  paitibus  propor- 
tionales  sunt  etiam  ut  toti  arcus  t  R,  T  R,  et 
sic  deinceps.  Quoniam  autera  velocitates  dato 
tempore  genitae  sunt  ut  accelerationum  summae, 
quae  ob  datam  accelerationum  rationcm  sunt  iii 
eadem  ratione  data  arcuum  t  R,  T  R,  liquet 
accelerationes  atque  idco  vclocitates  genitas  ct 
partes  his  velocitatibus  descrijjtas,  partcsque  de&- 
cribcndas  semper  esse  ut  sunt  toti  arcus  t  R, 
T  R,  ct  propterea  si  pars  arcus  T  R  describenda 
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initio  descriptae  ut  accelerationes,  hoc  est,  ut  totae  sub  initio  describendae, 
et  propterea  partes  quae  manent  describendae  et  accelerationes  subsequen- 
tes,  his  partibus  proportionales,  sunt  etiam  ut  totae ;  et  sic  deinceps.  Sunt 
igitur  accelerationes,  atque  ideo  velocitates  genitae  et  partes  his  velocitati- 
bus  descriptae  partesque  describendae,  semper  ut  totae ;  et  propterea  par- 
tes  describendae  datam  servantes  rationem  ad  invicem  simul  evanescent, 
id  est,  corpora  duo  oscillantia  simul  pervenient  ad  perpendiculum  A  R. 
Cumque  vicissim  ascensus  perpendiculorum  de  loco  infimo  R,  per  eosdem 
arcus  cycloidales.motu  retrogrado  facti,  retardentur  in  locis  singulis  a  vi- 
ribus  iisdem  a  quibus  descensus  accelerabantur,  patet  velocitates  ascensu- 
um  ac  descensuum  per  eosdem  arcus  factorum  aequales  esse,  atque  ideo 
temporibus  aequalibus  fieri ;  et  propterea,  cum  cycloidis  partes  duae  R  S  et 
R  Q  ad  utrumque  perpendiculi  latus  jacentes  sint  similes  et  aequales,  pen- 
dula  duo  oscillationes  suas  tam  totas  quam  dimidias  iisdem  temporibus 
semper  peragent.     Q.  e.  d. 

Corol.  Vis  (")  qua  corpus  T  in  loco  quovis  T  acceleratur  vel  retarda- 
tur  in  cycloide,  est  ad  totum  corporis  ejusdem  pondus  in  loco  altissimo  S 
vel  Q,  ut  cycloidis  arcus  T  R  ad  ejusdem  arcum  S  R  vel  Q  R. 

evanescat,  quod  fit  dum  corpus  pendulum   T  puncto  ductam  demissum :   Dlcatur  enim  globi 

pervenit  ad  R,  pars  arcus  t  R,  simul  evanescet,  radius  C  V,  a,  diameter  rotae  V  W,  a  —  c,  erit 

ob  datam  hamm  partium  rationem.     Unde  cor-  distantia  C  R  sive  C  W,  c ;   Ducatur  ex  puncto 

pora  duo  oscillantia  t  et  T  ex  punctis  t  et  T  si-  quovis  T  linea  T  C  ad  centrum  quse  dicatur  x, 

jnul  demissa,  simul  pervenient  in  R.  ducatur  tangens  T  X  ex  co  puncto   T  et  ex 

(")  •    Vis  quci  corpus  T  in  loco  quovis  T  ac-  centro  demittatur  in  eam  tangentem  perpendicu- 

celeratur  vel  retardatur  in  cycloide,  est  ad  vim  lum  C  X,  sit  T  X  =  z  et  C  X  =  p.  Erit 
qua  in  loco  altissimo  S,  vel   Q,  acceleratur  vel         .  aacc  —  ccxx      --  . 

relardatur  in  cycloide,  ut  arcus  T  R,  ad  arcum  "'^'^"^  P  P  = aa  — cc '  ^" 

S  R,  (ex  demonstr.  Prop.  51.)  sed  vis  qua  cor-  ^\\\^  triangula  V  T  W,  W  C  X  est 

pus  in  loco  S  vcl  Q.  acceleratur  vel  retardatur  C  W  (c)  :  V  W  (a c)  =  C  X  (p)  :   T  V 

in  cycloide,  est  vis  tota  qua  ad  centrum  C,  per-  p        

pendiculariter  urgetur ;    radius  enim  C  S  cy-  =  "7"  X  *  — c  et 

cloidem  S  R  tangii  in  S,  (458),  adeoque  direc-  c  V  fa)  •  W  V  fa  —  c)  =  T  X  Tz)  •  T  W 

tio  vis  in  loco  S  in  cycloide  coincidit  cum  direc->  *•  '  ' ^  '  \  J  ■ 

tione  vis  recta  trahentis  ad  centrum  C.  :»  —  X  a  —  c ;  est  itaque  T  V  *  -J"  T  W  • 

465.  Corol.  1.     Si  centro   A  radio  A  R  ctV  ^  .    ^ 

culus  describatur,  cycloidis  S  R  Q,  arcus  nascens  __  P_  y  (a c)  *  -4-  —  V  (a c)  *.     Sed 

in  loco  infirao  R  cum  circuli  ilKus  arcu  nascente  c  ^  a  ^ 

coincidit.      Quare   si  longitudo  penduU   A    R  TV^  +  TW^^VW^cs^a  —  c)*,  ergo 

magna  sit,  eodem  prope  modo  in  exiguis  cir-  Pj'  ^  ^   ^  ^-v  2   i    L^  y  /^  —  c)  *  =  fa  —  c)  » 

culi  arcubus  oscillabitur  corpus  quo  in  cycloide.  q1  ^'^  '      *    ^i.  ^  \;         '  v  J 

et  quo  major  est  longitudo  penduli  minorque  ^  dividendo  utrumque  membrum  sequationis  per 
circuli  arcus  in  quem   excurrit,   eo  major  eiit  2        z^/        a**p^4-c^z*\ 

motuum  in  circulo  et  in  cycloide  consonantia,  (a  —  c)^  erit  -5  -| 5  (  sive —5 I 

atque  hinc,  non  abludente  experientia,  oscillatio-  ,  ^  ,.       ^     ^  ^  ..'^ 

nes  in  exigtis  circuU  arcubus  sunt  ad  sensum  =  L  et  multiphcato  utroque  membro  ^quatio- 

isochron».^  nis  per  a  -  c  -  est  a  -  p  -  -f  c  -  z  -  =  a  *  c  \ 

466.  Corol  2.  Ex  his  deducitur  qusnam  sit  ^^  «st  z  -  =  x  -  -  p  -  (per  const)     Ergo 

..  ,.j         .,v     lu         j  a^D^-4-c^x^  —  c^p^  =  a^c^et  facta 

sequatio  ad  hanc  cycloidem  intra  globum  des-  t^TT,-         ,*^,  ,,         ,     , 

cr(ptam  pertinens,  sive,  invenietur  squatio  ex-  transpos.tione  a  ^  p^^  -  c^p  ^  =  a^^  c  ^  —  c    x», 

primens  rationem  distantiae  cujusvis  puncti  T  a  jdeoque  p  ^  =  - •     Q>  e.  d. 

centro  ad  perpendiculum  in  tangentem  ex  eo  a  ^  —  c 

VoL.   I.  T 
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PROPOSITIO  LIL     PROBLEMA  XXXIV. 

Definire  et  velocitates  pendulorum  in  locis  singulis,  et  temjpora  quihus  tum  os- 
%  cillationes  totiSf  tum  singulce  oscillationum  partes  ■peraguniur. 

Centro  quovis  G,  intervallo  G  H  cycloidis  arcum  R  S  aequante,  des- 
cribe  semicirculum  H  K  M  semidiametro  G  K  bisectum.     Et  si  vis  cen- 


YH 


tripeta,  distantiis  locorum  a  centro  proportionalis,  tendat  ad  centrum  G, 
sitque  ea  in  perimetro  H  I  K  aequalis  vi  centripetse  in  perimetro  globi 


Simili  ratiocinio  inveriietnr  sequatio  ad  epicy- 
cloidem  sive  cycloidem  extra  globum  descriptam 
inversis  solummodo  terminis  et  signis  ut  sit  p  p 


467.  Lemma.  Ad  punctum  G  tendat  vis  cen- 
tripeta  distantiae  ab  ijlo  puncto  proportionalis 
quam  in  locis  H,  L  exhibeant  lineae  H  B,  L  D 
rectae  G  H  perpendiculares,  sitque  recta  G  D  B 
locus  punctorum  B,  D,  capiatur  H  A  ad  H  B 
ut  vis  centripeta  constans  ad  vim  variabilem  in 
loco  dato  H,  et  agatur  A  C  recla;  H  G  paral- 
lela  lineam  L  D  secans  in  C,  de  loco  H  cadant 
corpora  duo,  quorum  alterum  vi  constante  H  A, 
alterum  vi  variabiii  H  B  vel  L  D  urgeatur, 
sintque  illorum  velocitates  in  eodem  loco  L,  V, 
v,  et  erit  V  *  ad  v  *,  ut  area  H  A  C  L  ad  are- 
am  H  B  D  L,  (per  Prop.  39.  et  not.  408.)  id 
estV>:v2=HLX  HA:HLX 
^^  +  "^  =  2HA:BH+DL.  Et 
quoniam  in  centro  G  evancscit  D  L  crit  in  iilo 


centro  V  ^ 
V  2  H  A 


v2=2HA:BH,  etV:v  = 
y'  B  H.      Quare  datis  in  loco  H 


viribus  H  A,  II  B,  et  velocitate  in  loco  qiiovis 
L  vel  G  vi  constante  acquisita,  datur  velocitos 
vi  variabili  in  codem  loco  acquisita. 
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Q  O  S  ad  ipsius  centrum  tendenti ;  et  (°)  eodem  tempore  quo  pendulum 
T  dimittitur  e  loco  supremo  S,  cadat  corpus  aliquod  L  ab  H  ad  G  :  quo- 
niam  vires  quibus  corpora  urgentur  sunt  asquales  sub  initio  et  spatiis  des- 
cribendis  T  R,  L  G  semper  proportionales,  atque  ideo,  si  sequantur  T  R 
et  L  G,  sequales  in  locis  T  et  L ;  patet  corpora  illa  describere  spatia  S  T, 
H  L  ^qualia  sub  initio,  (p)  ideoque  subinde  pergere  aequaliter  urgeri,  et 
aequalia  spatia  describere.  Quare  (per  Prop.  XXXVIII.)  tempus  quo 
corpus  describit  arcum  S  T  est  ad  tempus  oscillationis  unius,  ut  arcus 
H  I,  tempus  quo  corpus  H  perveniet  ad  L,  ad  semiperipheriam  H  K  M, 
tempus  quo  corpus  H  perveniet  ad  M.  Et  velocitas  corporis  penduli  in 
loco  T  est  ad  velocitatem  ipsius  in  loco  infimo  R,  (hoc  est,  velocitas  cor- 
poris  H  in  loco  L  ad  velocitatem  ejus  in  loco  G,  seu  (i)  incrementum 
momentaneum  lineae  H  L  ad  incrementum  momentaneum  lineae  H  G, 
arcubus  H  I,  H  K  aequabili  fluxu  crescentibus)  ut  ordinatim  applicata 
L  I  ad  radium  G  K,  sive  ut  (0  V  S  R  q.  —1'  R  q.  ad  S  R.    {')  Unde 


C)  ♦  Et  eodem  tempore.  Id  est,  simiil  de- 
mittantur  ex  locis  S  et  H  corpora  T  et  L. 

C)  *  Ideoque  subinde  pergere  cequaliter  nrge- 
ri  et  eequalia  spatia  iisdem  nempe  temporibus 
describere. 

C)  •  Seu  incremenium  momentaneum,  &c. 
Nam  incrementa  illa  sunt  spatia  eodem  tempus- 
culo  uniformiter  descripta,  quae  proinde  sunt  ut 
velocitates  in  locis  L  et  G,  quibus  describuntur, 
arcus  autem  H  I,  H  K,  quae  tempora  exhibent, 
crescunt  ut  tempora,  hoc  est,  sequabili  fluxu. 

(')  Sive  ut  V  S  R''  —  T  R^  ad  S  R.  Est 
enim,  ex  natura  circuli  LI*=MLxL  H 
=  G  H  ^  —  G  L^  =  S  R^  —  T  R  ^,  adeo- 
que  L  I  =  V  S  R  '  —  TR2,etLI:GK 

=  -V/SK,^  — TR^  :  G  K,  seu  S  R, 

(')  468.  Und£  cum,  &c.  Data  vi  centripeta 
in  perimetro  globi  Q  O  S  vel  in  H  datur  tum 
velocitas  qua  corpus  hac  vi  sollicitatum  describit 
circulum  H  K  M,  tum  tempus  quo  semiperi- 
pheriam  H  K  M  percurrit  (201)  hoc  est,  tem- 
pus  unius  oscillationis  integrae  ;  et  contra,  dato 
tempore  unius  oscillationis  integrae,  datur  vis 
centripeta  in  H  vel  S  (202).  Porro  dato  arcu 
S  T,  vel  recta  aequali  H  L,  datur  L  I  sinus  ar- 
cus  H  I,  et  hinc  datur  hic  arcus,  adeoque  et  ra- 
tio  H  I,  ad  H  K  M,  id  est,  ratio  temporis  quo 
percurritur  H  L  vel  S  T  aid  tempus  datum  os- 
cillationis  integrae.  Et  contra,dato  tempore  quo 
dcscribitur  H  L  vel  S  T,  datur  arcus  H  I,  et 
hinc  datur  illius  sinus  rectus  L  I  sinusque  ver- 
sus  H  L  vel  arcus  S  T.  Data  vi  centripeta  in 
S  vel  H,  datur  velocitas  corporis  de  loco  S  vel 
H  in  R  vel  G  pervenientis  (467)  ;  hinc  vero 
datur  velocitas  corporis  in  loco  quovis  dato  T 
vel  L;  cum  (ex  demonstr.)  velocitas  in  R  vel 
G,  sit  ad  vclocitatem  ia  T  vel  L,  ut  G  K  ad 

T 


L  T,  seu  ut  S  R  ad  y  S  R  ^  —  T  R  \  Da- 
to  tcmpore  quo  describitur  S  T  vel  H  L,  datur 
arcus  H  I,  et  illius  sinus  rectus  L  I,  adeoque  et 
velocitas  in  L  et  contra. 

Si  corpus  non  ex  summo  loco  S,   vel  H,  sed 
ex  alio  quovis  t,  (vid.  fig.  Prop.  51.)  vel  Y,  de- 


G      LX    YK 


mittatur,  erit  tempus  quo  cx  loco  t  pervenit  ad 
R,  vel  ex  Y  ad  G,  £equale  tempori  dato  diraidias 
oscillationis.  Hinc  dato  arcu  T  t,  vel  recta 
aquali  Y  L,  dabitur  et  tempus  quo  describitur 
et  velocitas  in  T  vel  L,  ac  contra.  Nam  rum 
sint  arcus  seu  spada  quaevis  aequalibus  tempori- 
bus  descripta  in  oscillationibus  inaequalibus,  ut 
arcus  vel  spatia  integris  oscillationibus  percursa 
(464),  dato  arcu  T  t,  vel  spatio  Y  L  dabitur 
spatium  H  X,  quod  corpus  de  loco  H  demis.-um 
describit  eodem  tempore  quo  aliud  corpus  \)&c- 
currit  T  t  vel  Y  L ;  dato  spatio  H  X,  datur  ar- 
cus  H  V  et  illius  sinus  rectus  X  V,  et  hinc  da- 
tur  tempus  quo  describitur  H  X  et  Y  L,  et 
velocitas  in  X ;  cumque  sit  velocitas  in  X,  in 
corpore  de  loco  H,  cadente  ad  velocitatem  in  L, 
in  corpore  de  loco  Y  cadente  ut  H  G,  ad  Y  G 
(464)  dabitur  velocitas  in  L,  vel  T ;  et  contra. 
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cum,  in  oscillationibus  inaequalibus,  describantur  aequalibus  temporibus 
arcus  totis  oscitlationum  arcubus  proportionales ;  habentur,  ex  datis  tem- 
poribus,  et  velocitates  et  arcus  descripti  in  oscillationibus  universis.  Quae 
erant  primo  invenienda, 

A 


YH 


Oscillentur  jam  funipendula  corpora  in  cycloidibus  diversis  intra  glo- 
bos  diversos,  quorum  (*)  diversae  sunt  etiam  vires  absolutae,  descriptis :  et, 
si  vis  absoluta  globi  cujusvis  Q  O  S  dicatur  V,  vis  acceleratrix  qua  pen- 
dulum  urgetur  in  circumferentia  hujus  globi,  ubi  incipit  directe  versus 
centrum  ejus  moveri,  erit  ut  distantia  corporis  penduli  a  centro  illo  et  vis 
absoluta  globi  conjunctim,  hoc  est,  ut  C  O  X  V.  Itaque  (")  hneola  H  Y, 
quae  sit  ut  haec  vis  acceleratrix  C  O  X  V,  describetur  dato  tempore;  et, 


(*)  469.  Quoru7n  di- 
versiB  sunt,  &c.  Ex  cen- 
tris  C,  c,  per  omne  cir- 
cumquaque  spatium  dif- 
fundi  intelligantur  vires 
centripetse  in  ratione  dis- 
tantiarum  a  suis  respective 
centris  crescentes,  vires 
acceleratriccs  in  locis  da- 
tis  Ecque  altis  A,  a,  dican- 
tur  A,  a ;  in  aliis  locis  ae- 
que  altis  D,  d,  dicantur 
V,  V,  et  erit  (ex  hyp. ) 
V:A=CD:CA  = 
c  d  :  c  a  =  V  :  a,  adeo- 
que  V  :  V  =  A  :  a,  sed 
evanescentibus  distantiis, 
C  D,  c  d,  sunt  V,  v,  vires 
aosolutae    (pcr    definitio- 


lO 


-■A 


D 


C 


nem  VI.  Newt. )  quare  vires  absolutae  sunt  in  ra- 
tione  virium  acceleratricium  in  locis  seque  altis. 
Jam  vero  vires  acceleratrices  in  locis  quibuslibet 
O,  0,  dicantur  B,  b,  erit  (ex  Dem.) 

V  :  V  =  A  :  a 
Et  pcr  hyp.  C  O  :  C  A  =  B  :  A 
C  A  vel  c  a  :  c  o  =  a  :  b 
Ergo  ex  aequo  VXCO:vX  co=B:l>, 
id  est,  vis  acccleralrix  in  loco  quovis  O,   est  ut 
distantia  a  centro  et  vis  absoluta  conjunctim. 

(")  •  Iluque  lineola  nascens  H  Y,  quce  sit  ut 
hcBc  vis  acceleratrix  C  0  X  ^^'  describetur  dato 
temjKire.     Nam  quadratum  temporis  quo  descri- 

TT    Y 

bitur  nascens  H  Y,  est  ut  — — —  (per  Cor. 

C  O  X  V  ^^"^ 
5.  Lem.  X.)     Unde  cum  data  sit  ratio  H  Yad 
C  O  X  V  (ex  hyp.),  quadratum  temporis  adeo- 
que  et  tempus  ipsum  quo  describitur  H  Y  da- 
tum  erit. 
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si  (*)  erigatur  normalis  Y  Z  circumferentiae  occurrens  in  Z,  arcus  nascens 

H  Z  denotabit  datum  illud  tempus.     Est  autem  arcus  hic  nascens  H  Z 

in  subduplicata  ratione  rectanguli  G  H  Y,  ideoque  ut  V  G  H  X  C  O  X  V. 

Unde  tempus  oscillationis  integrae  in  cycloide  Q  R  S  (cum.  sit  ut  semi- 

peripheria  H  K  M,  quae  oscillaticnem  illam  integram  denotat,  directe; 

utque  arcus  H  Z,   qui  datum  tempus  similiter  denotat,   inverse)  fiet  ut 

G  H  directe  etVGHxCOxV  inverse,  hoc  est,  ob  sequales  G  H 

SR  ^      ,  A  R 

et  S  R,  ut  V  c  Q  X  V*   ^^^®  (P^^  Corol.  Prop.  L.)  ut  V   a  C  x  V* 

Itaque  oscillationes  in  globis  et  cycloidibus  omnibus,  quibuscunque  cum 
viribus  absolutis  factae,  sunt  in  ratione  quae  componitur  ex  subduplicata 
ratione  longitudinis  fili  directe,  et  subduplicata  ratione  distantiae  inter 
punctum  suspensionis  et  centrum  globi  inverse,  et  subduplicata  ratione  vis 
absolutae  globi  etiam  inverse.     Q.  e.  i. 

Corol.  1.  Hinc  etiam  oscillantium,  cadentium  et  revolventium  corpo- 
rum  tempora  possunt  inter  se  conferri.  Nam  si  rotae,  qua  cyclois  integra 
globum  describitur,  diameter  constituatur  aequalis  semidiametro  globi  cy- 
clois  (y)  evadet  linea  recta  per  centrum  globi  transiens,  et  oscillatio  jam 
erit  descensus  et  subsequens  ascensus  in  hac  recta.  Unde  datur  tum 
tempus  descensus  de  loco  quovis  ad  centrum,  tum  tempus  huic  aequale 
quo  corpus  uniformiter  circa  centrum  globi  ad  distantiam  quamvis  revol- 
vendo  arcum  quadrantalem  describit.  Est  (^)  enim  hcc  tempus  (per  ca- 
sum  secundum)  ad  tempus  semioscillationis  in  cycloide  quavis  Q  R  S  ut 
AR 

1  ^^  ^  aTc- 

Corol.  2.    Hinc  etiam  consectantur  quae   Wrennus  et  Hugenius  de 

C)  *  Et  si  erigatur  normalis,  &c.      Arcus         (^)  •  Cyclois  evadet  linea  recta  (461).    " 
H  Z  erit  ad  semiperipheriam  H  K  M,  ut  tem-         (^)  •  Est  enivi  hoc  tempus,  &c.     Quoniam 

pus  datum  quo  describitur  H  Y,  ad  tempus  uni-  cycloide  Q  R  S  in  rectam  mutata  fit  A  R  = 

us  oscillationis  (Prop.  38.)  quod  proinde  erit  A  C,  erit  (per  Cas.  2.)  tum  tempus  descensus 

ut  semiperipheria  H  K  M,  seu  ut  radius  G  H  de  loco  quovis  ad  centrum,  tum  tempus  huic 

directe,  et  arcus  H  Z  inverse.  Estautem  arcus  aquale  (Prop.  38.)  per  circuli  quadrantem  ut 
nascens  H  Z  «qualis  cbordse  H  Z  (per  Lem.  1        tt  j^     •   i 

7.)  adeoque  (ex  natur&  circuli)  H  Z  ^  =^  H  Y  V   y '     ^^^^  ^"*  ^°*=  tempus  ad  tempus  semi- 

XMH  =  2G  H  X  HY;  Quare  cum  sit  osciUationis  in  cycloide  quavis  Q  R  S  in  rectam 
H  Y  ut  C  O  X  V,   erit   HZ^ut2GHX  1  AR 

C  O  X  V,  seu,  ut  G  H  X  C  O  X  V ;  et  hinc  non  mutata  ut  ^  —  ad  V   .„.,„,  hoc  est. 


G  H 


V        ^   A  C  X  V 


tempusuniusoscillationisut    -~_^  ^^  ^^  V,  ut  1  ad  V  4^-  Quar^ dato tem- 

G  H                        s  n.  .        A  \j 

ss    \/    =  <t/    -; —  pore  unius  oscillationis  in  cycloide  quavis  Q  R  S 

COX»                  COX»  circa  centrum  C,  dabitur  tempus  descensus  de 

a/  __^_5l_  ob  G  H  =  S  R  et    ^  ^ ^  ^  loco  quovis  ad  idem  centrum,  et  tempus  huic 

A  C  X  V                           '       A  C        C  O'  a^uale  per  quadrantem  circuli  ad  quamvis  difr- 

(per  Cor.  Prop.  50. )  tantiam  descripti. 

T  3 
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cycloide  vulgari  adinvenerunt.  Nam  (^)  si  globi  diameter  augeatur  in 
infinitum  :  mutabitur  ejus  superficies  sphaerica  in  planum ;  visque  ('')  cen 
Iripeta  aget  imiformiter  secundum  lineas  huic  plano  perpendiculares,  et 
cyclois  nostra  abibit  in  cycloidem  vulgi.  Isto  ("=)  autem  in  casu  longitudo 
arcus  cycloidis,  inter  planum  illud  et  punctum  describens,  aequalis  evadet 
quadruplicato  sinui  verso  dimidii  arcus  rotse  inter  idem  inter  planum  et 
punctum  describens ;  ut  invenit  Wrennus  :  Et  (^)  pendulum  inter  duas 
ejusmodi  cycloides  in  simili  et  sequali  cycloide  temporibus  aequalibus  os- 
cillabitur,  ut  demonstravit  Hugenius.  Sed  (^)  et  descensus  gravium, 
tempore  oscillationis  unius,  is  erit  quem  Hugenius  indicavit. 

Aptantur  autem  propositiones  a  nobis  demonstratae  ad  veram  constitu- 
tionem  terrae,  quatenus  rotae  eundo  in  ejus  circulis  maximis  describunt 
motu  clavorum,  perimetris  suis  infixorum,  cycloides  extra  globum ;  et 
pendula  inferius  in  fodinis  et  cavernis  terrae  suspensa,  in  cycloidibus  intra 
globos  oscillari  debent,  ut  oscillationes  omnes  evadant  isochronae.  Nam 
gravitas  (ut  in  libro  tertio  docebitur)  decrescit  in  progressu  a  superficie 
terrae,  sursum  quidem  in  duplicata  r9,tione  distantiarum  a  centro  ejus,  de- 
orsum  vero  in  ratione  simpHci. 


(*)  *  Nam  si  globi  dlameter  augeaiur  (462). 

('')  *  Visque  centripeta  distantiae  infinitae 
(quae  proinde  non  mutatur)  proportionalis  non 
mutabitur,  et  quoniam  centro  in  infinitum  abe- 
unte,  radii  qui  ante  erant  ad  superficiem  sphaj- 
ricam  perpendlculares  fiunt  paralleli  ;  vis  centri- 
peta  aget  uniformiter  secundum  lineas  huic  su- 
perficiei  in  planum  mutatae  perpendiculares. 

C^)  •  Isto  autem  in  casu,  (462). 


C)  •  Et  penduluminterdms,&c.  Eritenim 
in  hoc  casu  diameter  rotae  O  R  qud  describitur 
cyclois  Q,  R  S,  a;qualis  diametro  A  O  rot«  qua 
describitur  cyclois  A  P  S  (462),  quare  semi- 
cycloides  S  R,  A  S  similes  erunt  et  oequalcs, 
470.  (')  *  Scd  et  descensus,  &c.    Erit  iu  hoc 


casu  tempus  unius  oscillationis  ad  tempus  des- 
census  perpendiculai-is  per  diametrum  rotae  A  O 
vel  O  R,  seu  per  dimidiam  penduli  longitudi- 
nem  ut  peripheria  circuli  ad  ejus  diametrum. 
Nam  iisdem  positis  quae  (in  Prop.  52.  et  ejus 
Cor.  2°.)  erit  tempus  unius  oscillationis  fcquale 
tempori  semirevolutionis  in  circulo  H  K  M 
(Prop.  38.).  Est  autem  (200)  tcmpus  semi- 
revolutionis  in  circulo  H  K  M,  ad  tempus  des- 
census  unifi^nniter  accclerati  per  dimidium  ra- 
dium  H  G,  ut  peripheria  circuli  ad  diametrum. 
Quare  ciim  sit^HG  =  iSR  =  iAR  = 
O  R  (462)  erit  tempus  unius  oscillationis  ad 
tempus  descensus  perpendiculaiis  per  dimidiam 
penduli  longitudinem  ut  circuli  peripheria  ad 
diametrum. 

471.  Corol.  Dimidia  penduli  longitudo  A  O, 
est  ad  spatium  A  E  descensu  perpendiculari 
descriptum  unius  osciliationis  tempore  in  dupli- 
cata  ratione  diametri  ad  peripherijmi  circuli.  Sit 
enim  tempus  unius  oscillationis  t,  diameter  cir- 
culi  ad  peripheriam,  ut  d,  ad  p,  et  erit  (469) 
tempus  descensus  perpendicularis  per  spatium 

AO^i^jsed^a?)-^^:^^:  AO: 

P  PP 

A  E,  ergd  AO:AE  =  dd:pp.  Huge- 
nius  cui  pendulorum  theoria  debetur,  Prop. 
25.  Part.  4.  horologii  cscillatorii,  longitudinem 
pcnduli  singulas  oscillatioties  uno  minuto  secun- 
do  absolventis  invenit  pedum  Paris,  3.  et  linea- 

881 
rum  8  ^,  hoc  cst,  linearum ,  et  hinc  dimi- 
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PROPOSITIO  LIIL     PROBLEMA  XXXV. 


Concessis  Jigurarum  curvilinearum  guadraturiSi  iiivenire  vires  quibus  corporu 
in  datis  curvis  lineis  oscillationes  semper  isochronas  peragent. 

Oscilletur  corpus  T  in  curva  quavis  linea 
S  T  R  Q,  cujus  axis  sit  A  R  transiens  per 
virium  centrum  C.  Agatur  T  X  quae  cur- 
vam  illam  in  corporis  loco  T  quovis  contin- 
gatj  inque  hac  tangente  T  X  capiatur  T  Y 
eequalis  arcui  T  R.  Nam  (^  longitudo 
arcus  illius  ex  figurarum  quadraturis,  per 
methodos  vulgares,  innotescit.  De  puncto 
Y  educatur  recta  Y  Z  tangenti  perpendicu- 
laris.  Agatur  C  T  perpendiculari  iUi  oc- 
currens  in  Z,  et  erit  vis  centripeta  propor- 
tionalis  rectae  T  Z.     Q.  e.  i. 

Nam  si  vis,  qua  corpus  trahitur  de  T 
versus  C,  exponatur  per  rectam  T  Z  cap- 


881 
dia  penduli  longitudo  erat  linearum  = 

220.  25.  Est  autem  diameter  circuli  ad  peri- 
pheriam  ut  113,  ad  355,  quam  proxime,  et  pro- 
inde  quadratum  diaraetri  ad  quadratum  periphe- 
riae  ut  12769  ad  126025;  quare  spatium  uno 
minuto  secundo  descriptum  a  corpore  gravi  per- 
pendiculariter   cadente,   est  pedum    Paris.   15. 

— ,  quam  proxune. 

472.  Corol.  Quoniam  prope  telluris  supcrfi- 
fiem  gravium  directio  horizonti  ad  sensum  per- 
pendicularis  est  gravitasque  constans,  atque  adeo 
V  gravitas  absoluta,  et  A  C  distantia  a  centro 
telluris  datae  sunt,  in  pendulis  in  cycloidem  vul- 
garem  aut  etiam  in  exiguos  arcus  circuli  (465) 
excurrentibus,  tempus  unius  oscillationis  (per 
Cas.  2.  Prop.  52.)  erit  ut  /^  A  R,  id  est,  in 
ratione  subduplicata  longitudinis  penduli  et  pro- 
inde  longitudo  penduli  in  ratione  duplicata  tem- 
poris  unius  oscillationis. 

473.  Corol.  Numeri  osciilationum  isochrona- 
rum  a  duobus  pendulis  A  B,  a  b,  eodem  tem- 
pore  confectarum  sunt  reciproce  ut  tempora  qui- 
bus  singulse  oscillationes  fiunt.  Nam  si  pendu- 
lum  a  b,  bis  oscilletur  eo  tempore  quo  A  B 
semel ;  a  b,  quatuor  oscillationes  absolvet,  dum 
A  B  duas  conficit,  et  ita  porro  in  aliis  supposi- 
tionibus,  ut  pat^t.  Quare  numeri  oscillationum 
isochronarum  eodem  tempore  a  duobus  pendulis 


confectarum  sunt  in  ratione  subduplicata  longi- 
tudinum  pendulorum  inverse  (472). 


474.  Cord.  Hinc  si  tempus  unius  o&cillatiO' 
nis  penduli  A  B,  sit  T,  tempus  unius  oscillatio- 
nis  penduli  a  b,  sit  t,  numeri  oscillationum  eo- 
dem  tempore  confectarum  N,  n,  erit  T  :  t  = 
n  :  N  (473),  elTT:tt=AB:ab  (472) 
ac  propterea  nn:NN=AB:ab.  Datis 
igitur  tribus  harum  proportionum  terminis  quar- 
tus  datus  est. 

(f)  475  Nam  longUudo  arau,  &c.  Curvas 
4 
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tam  ipsi  proportionalem,  resolvetur  haec  in 
vires  T  Y,  Y  Z ;  quarum  Y  Z  trahendo 
corpus  secundum  longitudinem  fili  P  T, 
motum  ejus  nil  mutat,  vis  autem  altera  T  Y 
motum  ejus  in  curva  S  T  R  Q  directe  ac- 
celerat  vel  directe  retardat.  (^)  Proinde 
cum  haec  sit  ut  via  describenda  T  R,  ac- 
celerationes  corporis  vel  retardationes  in 
oscillationum  duarum  (majoris  et  minoris) 
partibus  proportionalibus  describendis, 
erunt  semper  ut  partes  illse,  et  propterea 
facient  ut  partes  illae  simul  describantur. 
Corpora  autem  quae  partes  totis  semper 
proportionales  simul  describunt,  simul  des- 
cribent  totas.     Q.  e.  d.  (^) 


R  T  t  sit  axis  R  P,  vertex  R,  ad  axem  ordina-  476.  Idera  alia  methodo  fieri  potest.  Sit 
tim  applicatae  T  P,  t  p,  infinite  propinquaB,  T  s  curvae  hujus  rectificandoe  A  M  m,  axis  A  P, 
axi  parallela  et  ordinatae  t  p  occurrens  in  s.     et  vertex  A.     Per  pnnctum  quodvis  M  nga- 


Sit  R  P  =  X,  P  T  =  y,  et  erit  P  p  =  T  s 
=  d  X,  t  s  =  d  y,  T  t*  =  dx^  +  dy^Tt 
^y^dx^-^-dy^;  quare  R  T,  fluens  ipsius 
T  t,  jEqualis  erit  fluenti  quantitatis  /^/d  x ^-j-d  y  \ 
Ex  aequatione  ad  curvam  R  T,  qua;ratur  valor 
ipsius  d  y  per  d  x  et  alias  quantitates,  sitque  d  y 
=  Q,  d  X,  Q.  vero  quantitas  quaelibet  constans 
aut  variabiiis,  erit  \/dx^-\-diy^  =  dx\^ 
1  -J-  Q,  Q.  In  perpendiculo  P  T,  capiatur  P  V 
^AXa/I  +  QQ'  sitque  A  quantitas  data, 
et  curva  R  V  locus  punctorum  V,  erit  areae 
R  V  P  elementum  P  p  X  P  V  =A_d  x  y' 
1  _l-  QQ,  unde  T  t  =  d  X  v'  1  -f-  QQ  = 

Pp  X  P  V 

— ,  et  capiendo  utrinque  fluentes  R  T 

R  V  P 

=  areas  — - — ,  curvsB  igitur  R  T  rectificatio 
A 

ad  quadraturam  figurae  R  V  P  rcducta  cst. 


tur  tangens  M  T  axi  occurrens  in  T,  et 
M  F  axi  parallela  rectam  A  B  axi  norma- 
lem  secans  in  B ;  capiatur  semper  A  B  ad 
M  T  sicut  conBtans  qujEvis  A  ad  B  F,  et 
punctum  F  curvam  F  H  Q  perpetuo  tangat, 
erit  spatium  curvilineum  B  F  H  A  aequale  rec- 
tangulo  sub  aicu  A  M  et  constanti  A  coropr&. 
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Corol.  1.  Hinc  si  corpus  T,  filo  rectilineo  A  T  a  centro  A  pendens, 
describat  arcum  circularem  S  T  R  Q,  et  interea  (')  urgeatur  secundum 
lineas  parallelas  deorsum  a  vi  aliqua,  quse  sit 
ad  vim  uniformem  gravitatis,  ut  arcus  T  R 
ad  ejus  sinum  T  N :  aequalia  erunt  oscilla- 
tionum  singularum  tempora.  Etenim  ob  pa- 
rallelas  T  Z,  A  R,  similia  erunt  triangula 
A  T  N,  Z  T  Y  ,•  et  propterea  T  Z  erit  ad  A  T 
ut  T  Y  ad  T  N ;  hoc  est,  si  gravitatis  vis  uni- 
formis  exponatur  per  longitudinem  datam  AT; 
vis  T  Z,  qua  oscillationes  evadent  isochro- 
nae,  erit  ad  vim  gravitatis  A  T,  ut  arcus  T  R 
ipsi  T  Y  aequalis  ad  arcus  illius  sinum  T  N. 

Corol.  2.  Et  propterea  in  horologiis,  si  vu-es  a  machina  in  pendulum 
ad  motum  conservandum  impressas  ita  cum  vi  gravitatis  componi  possint, 
ut  vis  tota  deorsum  semper  sit  ut  linea  quas  oritur  appUcando  rectangulum 
sub  arcu  T  R  et  radio  A  R  ad  sinum  T  N,  oscillationes  ('')  omnes  erunt 
isochronae. 


henso,  adeoque  arcus  A  M  = 


BFHA 


Nam 


ducta  m  f  priori  M  F  parallela  et  infinite  pro- 
pinqua,  demissoque  ad  axem  A  P  perpendiculo 
M  P,  quod  rectam  m  f,  secat  in  r ;  erit  ob  tri- 
angula  M  P  T,  M  r  m  similia  M  r  :  M  m  = 
M  P,  ^el  B  A  :  M  T  =  A  :  B  F  (perconstr.) 
Ergo  B  F  X  M  r,  id  cst,  elementum  B  b  f  F 
=  M  m  X  A,  ac  proinde  spatium  fluens 
A  H  F  B  aequale  fluenti  A  M  X  A. 

(^)  *  Proinde,  &c.  Quae  sequuntur  mani- 
festa  sunt  (ex  dem.  Prop.  51.) 

C)  477.  Q.  e.  d.  Data  vi  centripeta  T  Z 
qua  corpus  in  data  curva  S  R  Q  oscillationes 
semper  isochronas  peragit,  velocitates  iilius  cor- 
poris  in  locis  singulis  et  tempora  quibus  tum  os- 
cillationes  totae,  tum  singulae  oscillationum  par- 
tes  peraguntur  eodem  modo  definiuntur  ac  in 
Cas.  1°.  Prop.  52.  Ducta  enim  ex  centro  vi- 
rium  C  recta  quae  curvam  tangat  in  puncto  ali- 
quo  S,  erit  in  hoc  puncto  T  Z  =  T  Y,  hoc  est, 
vis  centripeta  in  curva  S  T  R  aequalis  vi  centri- 
petae  ad  C  perpendiculariter  tendenti  in  S; 
qnare  manente  constructione  Cas.  1.  Prop.  52. 
et  supponendo  vim  centripetam  in  H,  (vid.  fig. 
ibid.)  qua  describitur  circulus  H  K  M,  asqua- 
lem  vi  centripetae  in  S,  tempus  unius  oscillatio- 
nis  et  singulae  oscillationum  partes,  et  velocitates 
in  locis  singulis  invenientur  prorsus  (ut  in  not. 
468. )  iisdemque  ratiociniis  res  omnis  demonstra- 
bitur. 

(')  •  Interea  iirgeatw  secundum  lineas  paral- 
lelas,  &c.  Centro  C  figura;  superiorLs  iu  infini- 
tura  abeunte. 


(^)    •    Oscillationet  omnes  erunt  isochrona. 

Cum  enim  vis  tota  T  Z  qua  oscillationes  reddun- 

tur  isochronse  sit  (per  Cor.  1 . )  ad  vim  gravitatis 

A  T  seu  A  R,  ut  T  R  ad  T  N,  erit  T  Z  = 

ARXTR     ,  ,         ■    ^   r^rr       ARXTR 
— ,  adeoque  vis  tota  T  Z,  iit 


TN 


TN 


478.  Ex  demonstratis  solvi  potest  hoc  pro- 
bloma  :  Data  lege  vis  centripeta,  invcnire  cur- 
vam  tautochronam  S  T  K,  in  qua  niminim, 
corpus  oscillationes  semper  isochronas  pcragau 
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Casus  1"'.  Vis  gravitatis  directio  T  Z  semper 
sit  parallela  axi  E  11  curvae  S  T  R,  sint  S  E, 
t  d,  T  D  ad  axem  11  E  ordinatim  applicatae, 
punctum  E  datum  puncta  D,  d  infinite  propin- 


V  d  X  =  2  b  X,  si  po- 


qua,  tangcns  T  Y  aequalis  arcui  T  R,  Y  Z  ad 
T  Y  perpendicularis  secet  T  Z  in  Z,  et  Z  T 
producta  secet  t  d  in  n.  Dicantur  R  E  =  a, 
vis  gravitatis  in  E  vel  S  =  g,  in  D  vel  T  =  v, 
pars  linea;  verticalis  per  S  ductfe  determinata 
ad  modum  verticalis  T  Z,  sit  =  b,  R  D  =  x, 
DT  =  y,  TR=TY  =  s.  Ob  triangula 
T  n  t,  T  Y  Z  similia,  T  n  (d  x)  :  T  t  (d  s)  = 

T  Y  (s)  :  T  Z  =  -^r-^  J    «b  angulum  T  n  t 

^  d  X 

rectum  ds*  =  dx^-j-dy^;  et  (per  Prop. 

/sds\., 

53.)  g  :  V  =  b  :  T  Z  I  — r —  >,  ideoque  s  d  s 

—  —  V  d  X,  et  sumptis  fluentibus  J  s  s=  —  S. 

g  g 

V  d  X  ;  fluens  autem  S.  v  d  x  ita  sumi  debet,  ut 
evanescente  x,  ea  fluens  evanescat.     Erit  igitur 

s  s  =   —  S.    V  d  X,  s  =  A^( —  S.  V  d  x),  et 
e  N 1? 


2b  _ 
niam  vero  s  s  =  — r-  o. 

g 

natur  b  =  S  R,  ut  verticalis  per  S  ducta  cur- 
vam  tangat  in  S,  et  loco  s  scribatur  b,  ac  loco  x 
scribatur  a,  erit  b  b  =  2  b  a,  et  proinde  b  = 
a  a,  atque  s  s  =  4  a  x,  hoc  est,  S  R  =  2  R  E, 
etTR2  =  4REX  RD;  porro  si  diame- 
tro  R  E  describatiir  circulus  E  M  R  secans  D  T 
in  M,  erit  M  R  2  =  R  E  X  R  D,  4  M  R  * 
=  4  R  E  X  R  D>  ideoque  T  R  ^  =  4  M  R  *, 
et  T  R  =  2  M  R,  qusE  est  proprietas  cycloidis 
vulgaris  circulo  genitore  E  M  R  descriptae. 

Casus  2.  Tendat  vis  centripeta  ad  punctum 
datum  C.  Centro  C,  »diis  C  E,  C  D,  C  d 
descripti  sint  arcus  circulares  E  S,  D  T,  d  t  n. 


g 
sumptis  fluxionibus  d  s  = 


•g 


bvd 


V  2  b  g  S.  V  d  X* 

.1  j,  bbvvdx*  jii 

proindeque  d  s  *  =  „  .    — ^ v—  =  d  x  *  -*- 

'^  ^  2bgS.  vdx 

,bvv  —  2gS.  vdx 

d  y  ^  et  hmc  ix  \/ — „        , = 

■^'  ^  2gS.  vdx 

d  y  sequatio  ad  curvam  tautochronam  S  T  R,  in 
qua  data  lege  vis  gravitatis  cxterminabitur  v. 

Exemjiluni.  Sit  gravitas  constans,  seu  v  = 
g,  et  erit  vdx  =  gdx,  S.  vdx  =  gx,  qu» 
evanescit,  ubi  x  =  o.     Quare  a^quatio  ad  cur- 


vam  S  R  fiet  d  x  «^ 


Quo- 


curvae  S  R  occurrentes  in  S,  T,  t,  et  rectse  C  T 
in  n,  sintque  E  punctum  in  axe  C  E  datum, 
D,  d  puncta  infinile  propinqna,  tangentis  T  X 
per  T  ductas  pars  T  Y  sequalis  arcui  T  R,  ct 
Z  Y,  C  X  ad  tangentem  perpendiculares.  Di- 
cantur  CE  =  a,  CR=c,  SL  pars  radii 
C  S  eodem  modo  determinata  ac  T  Z  pars  radii 
C  T  sit  =  b,  vis  centripeta  in  E  vel  S  =  g,  in 
D  vel  T  =  V,  C  D  vel  C  T  =  X,  T  R  vel 
T  Y  =  s,  C  X  =  p.  Ob  similitudinem  tri- 
angulorum  T  n  t,  T  Y  Z,   T  X  C,  est  T  n 

(d  x)  :  T  t  (d  s)  =  T.Y  (s)  :  T  Z  =  ^  et 

T  C  (x)  :    C  X  (p)  =  T  t  (d  s)  :  t  n  = 

,  ideoque  ob  angulum  T  n  t  rectum  d  s  * 

— 7-^  ct    proinde     d  s  *  ■ss 


X  x  —  p  p 
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Verum  (pcr  Prop.  53.)  ^  :  v  =  h  :   T  Z 

C\ !  V  unde  sds=— vdx,  et  sumptis 

V  dx  ^'  g 

fluentibus  iss=—  S.  vdx.     Quoniam  au- 

g  «  O  J 

tem  evanescente  s,  fit  x  =  c,  fluens   S.  v  d  x 
ita  accipi  debet,  ut,  posita  x  =  c,   evanescat. 

2  b  /2b 

Erit  igitur  s  s  =  —  S.  v  d  x,  s=\/|  — X 

b  v  d  X 
S.vd  x),etsumptisfluxionibusds=— -^ 


tinde  d  s  ^  = 


b  v  V  d  X  * 


V^bgS.vdx 
X  X  d  X  * 

at- 


XX  — pp 


2  g  S.  V  d  X 
V     ,  h  V  V  X  »  .       . 

que  adeo -^ ; —  = jEquatio  ad 

2gS.  vdx        XX  —  pp 

tautochronam  S  T  R,  in  qua  data  lege  vis  cen- 
tripeta?  delebitur  v. 

Exempium.     Vis  centripeta  sit  ut  distantia  a 
centro  C,  hoc  est,  g  :  v  =  a  :  x,  adeoque  v  = 


K  X        , 
2-,  vdx  = 


X  d  X 


,  S.  v  d  X  = 


2a 


+  Q 


(constantem)  et  quoniam  posita  x  =  c,  evanes- 

cit  S.  V  d  X,  erit  Q,  =  — ,   atque  ita 

2  a 


Quare  erit  s  s  = 


S.  V  d  X  : 


gxx — gcc 


2b_        ,  Dxx  —  bcc  .       , 

—  o.  V  d  X  = ,  et  cequatio  ad 

g  a  '  ^ 

tautochronam  evadet = — , 

axx  —  acc      xx  —  pp 

bxx  —  axx-4-acc 

seu  p  p  =  — ' 

b 

Jam  si  in  hac  aequatione  ponatur  b  =  a,  erit 
p  =  c,  etss=xx  =  cc,  ideoque  tautochro- 
na  S  R  linea  recta  ad  C  R  perpendicularis  in  R. 

Si  ponatur  b  major  quam  a,  et  c  =  o,  erit  p 
b 


=  X  -y/ 


-,  adeoque  p  ad  x  in  ratione  data. 


cumque  sit  p  seu  C  X  sinus  anguli  C  T  X,  ex- 

istente  radio  x  seu  C  T,   erit  angulus  C   T  X 

constans,   et  proinde  tautochrona   S  R  spiralis 

logarithmica. 

Si  fuerit  b  minor  quam  a,  et  recta  C  S  cur- 

vam  S  R  tangat  in  S,  erit  b  =  S  R ;  ciimque 

b  X  X  —  b  c  c 
sit  s  s  =  ,  si  ponatur  s  =  S  R 


=  b,  et  proinde  x  =a,fiet  b  b : 


b.a  a  — bcc 


etb  = 


Jam  si  in  aequatione  ad 


curvam  S  R  loco  b  scribatur 
aacc  —  ccxx 


-,  ent  p  p 


aequatio  ad  cycloidem,  quae 
aa  —  cc.  ^ 

describitur  rotatione  circuli  cujus  diameter  est 

R  E   seu  a  —  c  super  concavam  peripheriam 

circuli  centro  C  radio  C  E  seu  a  descripti,  ut  li- 

quet  per  n.  466. 

Schol.  In  superioribus  de  pcndulorum  motu 

propositiouibus  corporL>  penduli  gravitatem  in 


contro  ceu  puncto  coactam  et  filum  gravitatis 
cxpers  supposuiinus,  qua;  pendulum  simplex 
constituunt.  Quamobrem  ne  demonstrata;  os- 
cillationum  leges  in  experimentis  valde  pertur- 
bentur,  filum  usurpandum  est  tenue  cum  globo 
exipuo  et  ex  materia  gravissima  conflato.  Si 
vero  filum  aut  virga  e  qua  globus  pendet  gravis 
fuerit  et  globus  major,  pendulum  non  amplius 
simplex  est,  sed  compositum,  quod  pluribus  pon- 
deribus  inter  se  connexis  instructum  est. 


Pendulum  compositum  P  C  Qi  onnstum 
quotcumque  pondusculis  P,  Q,  &c.  quorum 
commune  gravitatis  centruin  M  circa  punctum 
suspensionis  C  oscilletur.  Recta  C  M  per 
punctum  suspensionis  C  et  coramune  graritatis 
centrum  M  ducta  vocatur  axis  penduli  compo- 
siti  P  C  Q,  recta  vero  R  C  S  in  puncto  suspen- 
sionis  C  ad  axem  penduli  C  M  perpendicularis 
dicitur  axis  oscillationis.  Si  in  axe  penduli 
compositi  C  M,  capiatur  C  N  aequalis  longitu- 
dini  penduli  simplicis  suas  oscillationes  in  circu- 
lo  eodem  tempore  quo  pendulum  compositura 
semper  absolventis,  pendulum  illud  sim- 
plex  composito  P  C  Q  synchronum  vel  etiam 
isochronum  dicitur,  et  punctum  N  centrum  os- 
cillationis  penduli  compositi  P  C  Q  appellatur. 
Porro  si  singulorum  pondusculorum  P,  Q,  &c. 
gravitas  in  punctis  P,  Q,  &c.  collecta  intelliga- 
tur,  et  lineae  P  C,  Q  C,  &c.  gravitatis  expertes 
supponantur,  sitque  M  summa  pondusculorum 
omnium  P,  Q,  &c.  atque  ex  punctis  P,  Q,  &c. 
ad  axem  oscillationis  R  C  S  demittantiur  per- 
pendicula   P   R,    Q  S,    &c.     erit    C    N   = 

— .,  J.T^S^ \-,  &c.  id  est,  si 

M  X  M  C  '  ^ 

pondera  singula  pendidi  compositi  ducantur  in 

quadrata  distantiarum  suarum  ab  axe  oscillatio- 

nis,    et  summa   productorum  dividatur  per  id 

quod  fit  ducendo  ponderum  summam  in  distan. 

tiam  centri  gravitatis  communis  omnium  ab  eo- 

dem  axe  oscillationis,  orietur  longitudo  penduli 

simplicis  composito  isochroni,  sive  distantia  inter 

axcm  et  centrum  osciUationis  ipsius  penduli  com- 

positi.     Hoc  pulcherrimum  theorema  quo  line- 
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PROPOSITIO  LIV.     PROBLEMA  XXXVI. 

Coticessis  Jigurarum.  curvilincarum  quadraturis,  invenire  tempora,  quihus  cor- 
pora  vi  qudlibet  centripetd  in  lineis  quibuscunque  curvis^  in  ■plano  j)er  ceii- 
trum  virium  transeunte  descriptiSf  descendent  et  ascendenl. 

Descendat  corpus  de  loco  quovis  S,  per  lineam  quamvis  curvam  S  T  t  R 
m  plano  per  virium  centrum  C  transeunte  datam.  Jungatur  C  S  et  divi- 
datur  eadem  in  partes  innumeras  ae-  q. 
quales,  sitque  D  d  partium  illarum 
aliqua.  Centro  C  intervallis  C  D, 
C  d  describantur  circuli  D  T,  d  t, 
lineae  curvae  S  T  t  R  occurrentes  in 
T  et  t  Et  ex  data  tum  lege  vis  cen- 
tripetae,  tum  altitudine  C  S  de  qua 
corpus  cecidit ;  dabitur  velocitas  cor- 
poris  in  alia  quavis  altitudine  C  T 
(per  Prop.  XXXIX.)  0  Tempus 
autem,  quo  corpus  describit  lineolam 
T  t,  est  ut  lineolas  hujus  longitudo, 
id  est,  ut  secans  anguli  t  T  C  directe ; 
et  velocitas  inverse.  Tempori  huic 
proportionalis  sit  ordinatim  applicata 
D  N  ad  rectam  C  S  per  punctum  D  perpendicularis,  et  ob  datam  D  d 
erit  rectangulum  D  d  X  D  N,  hoc  est  area  D  N  n  d,  eidem  tempori  pro- 


anini  ac  figurarum  omnium  oscillantium  cen- 
trum  oscillationis  determinatur,  primus  in  horo- 
logio  oscillatorio  invenit  ac  demonstravit  Huge- 
nius.  Idem  theorema  suo  quisque  modo  postea 
demonstrarunt  fratres  celeberrimi  Jacobus  et 
Joannes  BernouUi,  ille  in  Actis  Lipsiensibus  an. 
1691.  et  Commentariis  Paris.  an.  1703.  Hi^c 
vero  in  Actis  Lipsiensibus  ct  Commentariis  Pa- 
rij.  an.  1714.  quorum  demonstrationes  exposuit 
clariss.  Wolflus  in  Elementis  Mechanices.  Her- 
mannus  quoque  lib.  1°.  Phoron.  cap.  5°.  et  initio 
Tomi  3'.  Acad.  Pctropol.  duas  ejusdem  theore- 
matis  demonstrationes  edidit. 

Hugcnius  horologii  oscillatorii  parte  43.  Prop. 
22.  distantiam  centri  oscillationis  a  puncto  sus- 
pensionis  in  sphaera  filo  tenui  suspcnsa  nrqualem 
esse  invenit  longitudini  fili  cum  radio  spliaarae  at- 
que  duabus  quintis  partibus  tertia;  proportionahs 
ad  lineam  corapositam  ex  ra(h"o  spha-ras  nc  lon- 
gttudine  fiii  et  radium  ipsum,  hoc  cst,  si  filum 
dicatur  L,  radius  sphaprfB  11,  distantia  centri  oscil- 


lationis  a  puncto  suspenshsnis  D,  erit  D  =  L 

-4-  R  -I-  — — = — j — ^.     Sed  ha:c  omnia  indicare, 
5  (Ju  -f-  K) 

non  vero  demonstrare  nobis  licet,  cum  his  Pro- 

positionibus  non  utatur  Autor  noster. 

(')  •  Temjms  autem  qxio  corpus,  &c.  Nam, 
T  t,  est  spatium  nascens  velccitate  uniformi  des- 
criptum,  est  autem  terapus  quo  spatium  aliquod 
asquabiliter  describitur  ut  spatium  illud  dirccte 
et  velocitas  inveise  (5).  Pono  si  ccntro  T  ra- 
dio  dato  D  d,  aequali  diflTerentiffi  rectarum  T  C, 
t  C  circulus  describi  intcUigatur,  erit  T  t  secaiis 
anguli  t  T  C,  quare  ob  datiim  radium  D  d  erit 
semper  T  t  ut  secans  anguli  t  T  C,  atque  adeo 
tempus  quo  describitur  T  t  erit  ut  illa  secans  di- 
recte  et  velocitas  inverse.  Sed  data  tangente 
curvae  S  T  11  in  puncto  T  datur  anguli  C  T  t 
secans ;  unde  dabitur  D  N  proportionalis  tem- 
pori  quo  describitur  T  t. 

479.  Eiemplum.  Centrum  virium  C,  in  infi- 
nitum  abcat,  ut  sit  vis  centripcta  constaus,  iiiius- 
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portionale.  Ergo  si  P  N  n  sit  curva  illa  linea  quam  punctum  N  perpetuo 
tangit,  ejusque  asymptotos  sit  recta  S  Q  rectee  C  S  perpendiculariter  in- 
sistens  :  erit  area  S  Q  P  N  D  proportionalis  tempori  quo  corpus  descen- 
dendo  descl-ipsit  lineam  S  T ;  proindeque  ex  inventa  illa  area  dabitur 
tempus.     Q.  e.  i. 


que  directio  rectse  S  D  C  scmper  porallel»,  et 

arcus  D  T,  d  t,  in  rectas  lineas  ad  S  D  norma- 

les  mutentur.     Sit  curva   S  T  R 

cjrculi  quadrans  cujus  centrum  O 

et  radius  O   S  ad   S  D  perpendi- 

cularis ;  producantur  perpendicula 

T  D,  O  S  ad  F  et  V,  et  D  F  con- 

stans  gravitatem  exhibeat  in  loco 

D,  punctum  F  perpetuo  tanget  rec- 

tam  V  F  linese  S  D  parallelam,  erit- 

que  (408)  velocitas  in  D  vel  T  = 

V  2  S  D  X  F  D.  ExpunctoTad 
S  O  demittatur  perpendiculum  T  H 
rectam  d  t  secans  in  m,  sitque  S  O 
=  a,  SV=FD  =  b,  SD  = 
T  H  =  X  et  ob  triangula  T  O  H, 

tTm,  similia,eritHO  (V^* — ^^)  '• 
T  O  fa)  =  T  m  (d  x)  :  T  t  = 

a  d  X  .      ™ 

■c^ — ■■■'-^,  velocitas  m  T  = 
/^  a  a —  XX 

V  2  S  D  X  D  P=  -v/  2  b  X. 

Quare  tempus  per   arcum   nascentem  T  t  =: 
T  t adx  ^^j. 


Sit  enim  (in  superioribus  figuris)  D  d  =  d  x, 
Tt=ds,  tm  =  dy,  volocilas  in  T  =  c,  et 


-V/  2bx 
DN  = 


y'  2  a  a  b  X 


^2baax  —  2bx3 
catur  y,  erit  y  y 


2bx3 
Si  D  N  di- 


aequa- 


2ba  ax  —  2bx3 
tio  ad  curvam  P  N  n,  in  qua  si  ponatur  x  =  o 
vel  s  =  a  erit  y  infinita,  et  proinde  rect£e  O  V, 
R  X  ad  S  D  perpendiculares  sunt  hujus  curvae 
asymptoti. 

Similiter  si  corpus  de  loco  R  ascendat  in  se- 
micirculo  R  T  S,  sitque  ejus  velocitas  in  R  illa 
qua  possit  ad  altitudinem  verticalem  e  ascendere, 
dicaiiturque  X  V  seu  R  O  =  a,  F  X  =  x, 
ideoque  velocitas  inT=\/2be  —  2bx,  et 
a  d  X 

T  t  = ■  ;  ent  tempus  per  T  t  = 

y'  a  a  —  x  x 
a  d  X 


erit  d  s  ^  =  d  X  2  +  d  y  ^,  et  (5)  c  d  t  =  d  s, 

ideoque  ccdt^^^dx^-j-dy*.     Quare  si, 

data  vi  centripeta,  seu  (per  Prop.  39.)  aequa- 

tione  inter  c  et  x,  detur  etiam  sequatio  inter  t  et 

X  vel  y,  dabitur  sequatio  inter  x   et  y,   hcc  est, 

aequatio  ad  curvam  S  T  t,  et  vice  versa.     Ex- 

erapli  causa,  posita  vi  centripeta  constante  et  ad 

distantiam  infinitam  tendente,  corpus  ita  descen- 

dat  in  curva  S  T  t,  ut  tempus  per  arcum  quera- 

vis  S  T  proportionale  sit  altitudini  correspondenti 

S  d,  dicanturque  S  d  =  x,  D  T  =  y,  tempus 

per  S  T  =  t,  velocitas  in  T  =  c ;  et  erit  d  t  ut 

d  X,  et  c  ut  -v/  X,  ideoque  c  d  t  ut  d  x    X 

j^  X,  et  hinc  si  fuerit  a  quantitas  constans,  c  d  t 

V^            ..xdx^        ,.., 
— et  promde =  d  x^  -|-  d  y^, 


=  dx 

et  hinc   (x  —  a)  d 
X  —  a  =  v,  et 


=  a  d  y  ^. 
erit  d  X  =  d  V,  et 


Ponatur 


=— ===™=  et  D  N  =  y  = 

iV/2be  —  2bxXaa  —  ^x 
a 

— 1    1-»^-   "  — ^ ■ ,  ubi  D  N  pcr 

V2be  —  2bxX  (aa  —  xx) 

unitatis  quadratimi,  ut  servetur  homogeneitas, 

divisa  intelHgitur. 

Scholium.  Si  ex  his  tribus,  vi  centripeta  in  sin- 
gulis  locis,  cur\a  in  qua  corpus  ascendit  vel  des- 
cendit,  et  tempore  quo  singuli  curva;  arcus  per- 
curruntur,  duo  data  fuerint,   tertium  dabitur. 


dv  = 

-  .  3  i 

a  *  d  y,  sumptisque  fluentibus  |^  v  2  =  a  *  y, 

:4v3=:ayy,  v3=  9  a  y  y,  aequatio  ad  pa- 

rabolam  secundi  generis,  cujus  est  latus  rectum 

9  a 

— ,  abscissa  v,  et  ordinatim  applicata  y.     Sed 

quoniam  in  illa  parabola,  posita  y  =  o,  fit  v  = 
o,  adeoque  x  —  a  =  v  =  o,  et  x  =  a,  patet 
corpus  de  altitudine  a  cadere  debere  antequam  in 
parabola  descendat,  capiendamque  esse  S  D  =: 
y,  ut  tempus  per  arcum  S  T  sit  propoitionale 
altitudini  y  -{-  a,  seu  x. 
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PROPOSITIO  LV.     THEOREMA  XIX. 

Si  corpus  movetur  in  superficie  qudcunque  curvdf  cujus  axispei'  centrum  virium 
iransit,  ct  a  corpore  in  axem  demittatur  perpendicularis,  eique  parallela  et 
aqualis  ab  axis  puncto  qtiovis  dato  ducaticr :  dico  quod  parallela  illa  are-' 
am  tempori  proportionalem  dcscribet, 

Sit  B  K  L  superficies  curva,  T  corpus  in  ea  revolvens,  S  T  R  trajec- 
toria,  quam  corpus  in  eadem  describit,  S  initium  trajectoriae,  O  M  K  axis 
superficiei  curvse,  T  N  ^ 

recta  a  corpoi'e  in  ax- 
em  perpendicularis,  OP 
huic  parallela  et  £Equalis 
a  puncto  O,  quod  in  axe 
datur,  educta;  A  P  {"*) 
vestigium  trajectoriae  a 
puncto  P  in  lineae  vo- 
lubilisOPplanoAOP 
descriptum ;  A  vestigii 
initium  puncto  S  res- 
pondens;  T  C  recta  a 
corpore  ad  centrum  duc- 
ta;  T  G  pars  ejus  vi 
centripetae  qua  corpus 
urgetur  in  centrum  C, 
proportionalis ;  T  M 
rectaad  superficiemcur- 
vam  perpendicularis ; 
T  I  pars  ejus  vi  pressi- 
onis,  qua  corpus  urget  superficiem  vicissimque  urgetur  versus  M  a  super- 
ficie,  proportionalis ;  P  T  F  recta  axi  parallela  per  corpus  transiens,  et 
G  F,  I  H  rectae  a  punctis  G  et  I  in  parallelam  illam  P  H  T  F  perpendi- 
culariter  demissas.  Dico  jam,  quod  area  A  O  P,  radio  O  P  ab  initio 
motus  descripta,  sit  tempori  proportionalis.  Nam  vis  T  G  (per  legum 
Coroi.  2.)  resolvitur  in  vires  T  F,  F  G  ;  et  vis  T  I  in  vires  T  H,  H  I : 

(")   *  A  P  vestigium,  &c.     Si  corpus  in  su-  gulis  curvjc  descriptnE  punctis  erlgantur  pcrpen- 

perflcic  quacunque  curva  moveatur,  suoque  motu  diculares,  quarum  extreniitates  aliam  in  plano 

curvam  describat  quae  in  plano  posita  non  sit,  lineam  describent,  haec  linea  prima;  vcstigium 

ad  planum  est  referenda,  idque  fit  si  in  superficie  seu  linea  projectionis  dicitur. 
curvii  ftliquod  fingatur  planum  ad  quod  ex  sin- 
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Vires  autem  T  F,  T  H  agendo  secundum  lineam  P  F  plano  A  O  P  per- 
pendicularem  mutant  solummodo  motum  corporis  quatenus  huic  plano 
perpendicularem.  Ideoque  motus  ejus  quatenus  secundum  positionem 
plani  factus ;  hoc  est,  motus  puncti  P,  quo  trajectoriae  vestigium  A  P  in 
hoc  plano  describitur,  idem  est  ac  si  vires  T  F,  T  H  tollerentur,  et  cor- 
pus  solis  viribus  F  G,  H  I  agitaretur ;  hoc  est,  idem  ac  si  corpus  in  plano 
A  O  P,  vi  (°)  centripeta  ad  centrum  O  tendente  et  summam  virium  F  G 
et  H  I  sequante,  describeret  curvam  A  P.  Sed  vi  tali  describitur  area 
A  O  P  (per  Prop.  I.)  tempori  proportionaUs.     Q.  e.  d. 

Corol.  Eodera  argumento  si  corpus,  a  viribus  agitatum  ad  centra  duo 
vel  plura  in  eadem  quavis  recta  C  O  data  tendentibus,  describeret  in  spa- 
tio  libero  lineam  quamcunque  curvam  S  T ;  foret  area  A  O  P  tempori 
semper  proportionalis. 


(")  •   Vi  cenlripetd  ad  centrum  0,  &C.    Nam  plano  F  H  e  b  d,  parallela,  projectlo  illius  e  d, 

curva    superficies   B  S  K    L   genita    supponi-  erit  ipsi  E  D  aequalis. 

tur  revolutione  curva;  lineae  B  S  K  circa  axem  482.    Lenima.     lisdem  positis,    si   in  plano 

suum  O  C,  unde  sequitur  lineas  omnes  P  O,  D  F  H  E  B  A.  centro  C,   radio  C  D,  descri- 

H  I,  T  INI,   F  G,  P  B»    C  O  esse  in   eodem  batur   circulus    D   A   E  B,    illius   in   planum 

plano,    atque    ideo    vim    centripetam    agentem  F  H  e  b  d  projectio  d  a  e  b,  erit  elHpsis  cujus 

in  plano  illo  ad  centrum  O  juxta  lineam  P  O  major  axis  d  e  Kqualis  erit  diametro  circuli  D  E, 

dirigi.  et  ad  mlnorem  axem  a  b,  rationem  babebit  sinus 

480.  Lem.    Si  linea 

rccta  A  B  projiciatur  in  -rx      ]!^4[ 

planum  F  H  e  b  d,  pro-  —L — ~:>\ 

jectio  est  linea  recta  a  b,  y/^^^Xi  •  ^\B 

quac  est  ad  lineam  A  B,  ^ i      '■  \*^ 

ut  cosinus  anguli  incli- 

nationis  B  G  b,  ad  sinum  ^/            AV^^f^C  Vt;' 

totum.   Nam  si  ex  punc-  ^y^                  JK^  \ '.        \Kij 

tis  A,  B,  demittantur  ad 

piaaum  F  H  c  b  d,  per- 

pendicula  duo  A  a,  B  b, 

patct  planum  a  A  B  b, 

esseadplanum  FHebd              y^                   ^^  ^          :   r;: 

normale,    adeoque   per-      F^r^- .j^^.. v=— ;     ■,■■ 

pendicula  omnia  ex  sin-           \             ^^  y^                     \  /^^   rn=''^ 

gulis  lineaa  A  B  punctis          ^\   ^^  '/^                            V  *  \       i   \ 

demissa,cadereinlineam  ^  V- ..^yti^. — -^ X^ — r~^il> 

rectam  a  b,  qu»  est  com- 

munis  intersectio  plano-  •.  .  ^y- 

rumFHebd,aABb.                 M  ^^  ^ 

Q.  e.  I"".     Porro  prc>- 

ductis  B  A,  b  a  ut  sibi  occurrant  in  G,  ob  pa-  totius  ad  cosinum  anguH   B  G  b,  inclinationi» 

rallelas  A  a,   B  b,  erit  a  b  ad  A  B,   ut  G  b  ad  planorum.      Agatur  enim   P  M  ordinatim  ad 

G  B,  id  est,  ut  sinus  anguli  G  B  b  sive  cosinus  diametrum  circuli  D  E,  et  projiciatur  in  rectam 

anguli  inclinationis  B  G  b,  ad  anum  totum.  P  m,  erit  d  p  =  D  P,  et  p  e  =  P  E  (481) 

Q.  e.  2"'".  atque  p  m  ad  P  M,  ut  sinus  anguli  P  M  m,  seu 

481.  CoTol.  Si  linea  projicienda,  plano  in  anguli  A  B  b,  ad  sinum  totum  (■180)  hoc  est,ut 
quod  projicitur  parallela  fuerit  projectio  erit  linea  a  b,  ad  A  B  seu  d  e,  adeoque  p  m  ^  :  P  M  * 
recta  lineae  projiciendse  «qualis  et  parallela  ;  =  a  b  ^  :  d  e  %  sed  ex  natura  circuli  P  M  ^  = 
Nam  in  hoc  casu  angulus  incliriationis  nuUus  DPX  PE  =  dpXpe,  Ergo  p  m  ^  :  d  p  X 
est,  et  ejus  cosinus  fit  radius.  Hinc  si  linea  pe=ab^:de^.  Est  igitur  a  e  b  d,  ellipsis. 
£   D,   ad  rectam  A  B  perpendicularis,  fuerit  Catera  patent  perLemmasuperiuset  ejus  CoroL 
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PROPOSITIO  LVI.     PROBLEMA  XXXVIL 

Concessis  Jigurarum  curvilinearum  quadraturis,  datisque  tum  lege  vis  centri- 
2}etce  ad  centrum.  datum  tendentis,  tum  superjicie  curvd  cujus  axis  per  cen- 
trum  illud  transit ;  invenienda  est  trajecioria  quam  corpus  iti  eddem  su- 
perficie  describet,  de  loco  dato,  datd  cum  velocitatej  versus  plagam  in 
superjicie  illd  datam  egressum. 

Stantibus  quae  in  superiore  propositione  constructa  sunt,  exeat  corpus 


483.  Lem.  Sintellip- 
seos  datae  L  S  m  n  axes 
L  m,  S  n,  centrura  P, 
O  pimctum  in  axe  n  S 
producto  datum,  p  punc- 
tum  perimetri  non  da- 
tuna.  Data  area  trian- 
guli  O  p  P,  dabitur  per- 
pendiculum  p  r,  ex  punc- 
to  p,  ad  trianguli  basim 
datam  P  O  dtmissum  et 
hinc  ex  natura  eUipseos 
dabitur  r  P,  atque  ob  an- 
gulum  rectum  ad  r,  dabitur  P  p,  et  inde  punc- 
tum  p  in  perimetro  cum  angulo  O  P  p,  et  nosi- 
tione  rectae  O  p. 

484.  Lemma,  Superficies  curva  B  A  1  K  L, 
describatur  revolutione  curvae  B  A  K  circa  ax- 
em  suum  immobilem  O  C, 

et    singula    curvse    illius 

puncta  B,  A  circulos  B  Q, 

L,   A   T  D  describent; 

cum  curva  B  A  K  perve- 

nit  ad  situm  F  T  K,  et 

puncium  A  ad  T,  agantur 

recta  GTIi  curvam  FTK 

tangens  in  T  et  axem  se- 

cans  in  G,  ac  recta  v  T  t 

circulum  A  T  D  tangens 

in  eodem  puncto  T,  sitque 

G  T  H,  in  plano  curvte 

OFK,  et  v  T  t,  inplano 

circuli  A  T  D.    Manifes- 

tum  est  planum  quod  su- 

perficiem  curvam  B  A  T 

K  L  tangit  in  T,  conve- 

nire  cura   plano   in   quo 

sunt  rectae  G  T  H,  v  T  t ; 

et  si  fuerit  O  centrum  cir- 

culi  B  F  Q,  L,  et  ducatur 

radius  O  F  tangenti  G  T 

occurrens  in  H,  angulum 

G  H  O  fore  aequalem  an- 

gulo    inclinationis    plani 

circuli  B  Q,  L  O,  ad  pla- 

num  quod  superficiera  cur- 

vam  tangit  in  T  ;  Ducto 

autem  circuli  A  T  D  radio  T  N,  fore  angulum 

G  T  N,  sequalem  angulo  inclinationis  G  H  O. 


485.  Corol.  1.  lisdem  positis,  si  centro  T,  ra- 
dio  quam  minimo  T  t,  circellus  in  superficie 
curva  B  A  T  L  describatur,  circellus  ille  evan- 
escens  erit  in  plano  superficiem  curvam  tangente. 
in  T,  adeoque  angulus  inclinationis  plani  BOLQ, 
ad  planum  circelli  evanescentis  productum, 
aequalis  erit  angulo  G  T  N,  (484). 

486.  Corol.  2.  Si  circellus  radio  T  t  descrip- 
tus  projiciatur  in  planum  B  O  L  Q,  illius  pro- 
jectio  1  s  m  n,  erit  ellipsis  (482)  cujus  axismajor 
1  m  sequalis  est  et  parallelus  circelli  diametro 
v  T  t,  quae  pars  est  evanescens  circuli  A  T  D, 
axis  minor  s  n  pars  radii  O  F,  et  1  m  erit  ad  s  n 
ut  T  G  ad  T  N.  Est  enim  circuli  peripheria 
A  T  D  adeoque  et  pars  illius  v  T  t,  plano 
B  F  L  O  parallela;  Quare  (481)  diametri 
V  T  t  projectio  m  1,  erit  linea  parallela  et  aequa- 
lis  ipsi  V  t ;  «^rit  quoque  1  m,  ad  radium  O  P  F 


normalis,  cb  v  t  ad  T  N  porpendicularem,  pro- 
indeque  axis  minoi*  ellipscos  s  n  crit  pars  radii 
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T  de  loco  dato  S  secundum  rectam  positione  datam  in  trajectoriam  inve- 
niendam  S  T  R,  cujus  vestigium  in  plano  B  D  O  sit  A  P.  Et  ex  data 
corporis  velocitate  in  altitudine  S  C,  (°)  dabitur  ejus  velocitas  in  alia  qua- 
vis  altitudine  T  C.     Ea  cum  velocitate  dato  tempore  quam  minimo   de- 


scribat  corpus  trajectoriae  suae  particulam  T  t,  sitque  P  p  vestigium  ejus  in 
plano  A  O  P  descriptum.  Jungatur  O  p,  et  circelli  centro  T  intei-vallo 
T  t  in  superficie  curva  descripti  vestigium  in  plano  A  O  P  sit  ellipsis  p  Q. 
Et  (p)  ob  datum  magnitudine  circellum  T  t,  datamque  ejus  ab  axe  C  O 
distantiam  T  N  vel  P  O,  dabitur  ellipsis  illa  p  Q  specie  et  magnitudine, 
ut  et  positione  ad  rectam  P  O.     Cumque  C)  area  P  O  p  sit  tempori  pro- 


O  F;  Est  autem  (482)  1  m  ad  s  n,  ut  sinus 
totus  ad  cosinum  anguli  inclinationis  planorum 
G  H  O,  seu  G  T  N,  (484)  hoc  est,  ut  T  G 
ad  T  N,  ob  angulum  T  N  G  rectum, 

C)  *  Dabitur  ejus  velocitas  in  alid,  &c.  Nam 
(per  Prop.  40.)  velocitas  corporis  in  altitudinc 
T  C,  aeqiialis  est  velocitati  quam  corpus  haberet 
ad  candem  altitudinem  in  linea  recta  S  C,  si  de 
loco  S,  recta  fuisset  versus  C  projectum  cum 
eadem  velocitate  qua  trajectoriam  S  T  R,  incipit 
describere  in  S ;  sed  data  in  loco  S  velocitate 
corporis  per  lineam  S  C  versus  centrum  C  pro- 
jecti,  datur  illius  velocitas  in  alio  quovis  loco 
lineaD  S  C,  (per  Cor.  2.  Prop.  39.).  Ergo  ei 
data  corporis  velocitate  in  altitudine  S  C,  dabi- 
tur  ejus  velocitas  in  alia  quavis  altitudine  T  C. 
C)  *  Et  ob  dalum  niagnitudine  circellum,  &c 
VOL.  I.  U 


Nam  datis  velocitate  et  tempore  quibus  unifonn- 
iter  doscribitur  spatium  nascens  T  t,  datur  spa- 
tium  illud  T  t,  seu  radius  circelli  (5).  Prate- 
rea  data  altitudine  T  C,  datur  tum  planum  ad 
asem  C  O  perpendiculare  in  quo  circelli  c«n- 
trum  positum  est,  tum  angul^is  inclinationis  pla- 
ni  quod  in  puncto  T  curvam  superficiem  B  S  T  D 
tangit  (484)  ad  planum  B  O  D  P,  adeoqueda- 
tur  angulus  inclinationis  plani  in  quo  est  circel- 
lus  nascens  ad  planum  B  O  D  P  (485),  unde 
(482.  486.)  ellipsis  P  p  Q,  in  quam  circellus 
projicitur  dabitur  specie  et  magnitudine  ut  et 
positione  ad  rectam  P  O. 

C)  *  Cumque  area  P  0  p,  sit  tempori  quo 
describitur  ;)ro;)or/io7iaZis  (Prop.  55.)  eodemque 
tempore  quo  circelli  radius  T  t  describatur,  ex 
hoc  tempore  dato  datur,  atque  adeo  dabitur  an- 
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portionalis,  atque  ideo  ex  dato  tempore  detur,  dabitur  angulus  P  O  p.  Et 
inde  dabitur  ellipseos  et  rectae  O  p  intersectio  communis  p,  una  cum  an- 
gulo  O  P  p  in  quo  trajectorife  vestigium  A  Pp  secat  lineam  O  P.  ("")  In- 
de  vero  (conferendo  Prop.  XLI  cum  Corol.  suo  2.)  ratio  determinandi 


curvam  A  P  p  facile  apparet.  Tum  ex  singulis  vestigiis  punctis  P,  erigcn- 
do  ad  planum  A  O  P  perpendicula  P  T  superficiei  curvae  occurrentia  in 
T,  dabuntur  singula  trajectorias  puncta  T.     Q.  e.  i. 

guliis  P  O  p,  et  inde  dabitur  ellipseos  et  rectae  tempus  quo  describitur  T  t  sive  P  1,  erit  P 1,  ut 
O  p  intersectio  communis   p,   una  cum  angulo     POXprv'^^^^  ^^^  ^^^'  ^patium  uui- 


O  P  p  (483). 
•  C)  487.  fnde  ivrb,  &c.  Sit  D  locus 
in  recta  C  S  producta,  de  quo  corpus 
vi  centripetii  ad  C  tendente  cadendo 
acquirit  in  loco  S  velocitatem  cum  qua 
trajectoriam  S  T  R  incipit  describere. 
In  linea  C  S,  capiatur  C  F  =:  C  T.  et 
per  puncta  F,  S,  D,  erigantur  ad  C  D 
perpendicula  F  V,  S  K,  D  H  vi  cen- 
tripetae  in  illis  locis  propi>rtionab'a,  sit- 
que  H  E  V  linea  quam  punctum  V 
perpetuo  tangit  Per  punctum  T,  aga- 
tur  T  G,  qu8E  curvam  cujus  revolutione 
describitur  superficies  B  S  T  K  L,  tan- 
gat  in  T ;  sitque  eadem  T  G  in  curvse 
illius  plano,  et  producta,  axi  O  C  oc- 
currat  in  G,  velocitates  in  locis  S,  et  T, 
«eu  F,  erunt  ut  ^  D  H  E  S,  et 
Vi>iiVF.  (Per  l*"".partem  Prop  39.) 

Et  quoniam  area  P  O  p,  seu --J— 


formiter  descriptum  ut  velocitas  et  tcmpus  con- 


«t  ut    ju"ctim  (5).     Quare  si  detur  quantitas   B  crit 
P  1  =  B  X  P  O  X  P  r  X  V  l^  "  V  F.  Est 
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autem  P  1  semiaxis  transversus  ellipseos  ad  P  s 

semiaxem  coniugatum  ut  T  G  ad  T  N  seu  P  O 

.     .  l      BXPO^XprXVDHVF 

(486)  quare  ent  rs= ^jr-g^ > 

sed  ex  natura  ellipseos  P  1  =  ..  p  s  ^  (=  T  G  *  : 
PO*)  =  pr^:nrXrsseuPs*  —  Pr^,  at- 

que  adeo  P  O^  X  P  r^=T  G^XPs^— T  G^  X 

PO^Xpr» 
P  r  * ;  et  hinc  Pr^^Ps*-  — 


S  \:  fh  =  B  X  A.  O  X  V  ^  ti  E  S  :  lz= 
A  O  :  C,  proindeque  B  =  ^  ^  ,^  h  E  5'  ^ 
Quo  valore  in  superioribus 


B2= 


CCXDHPS 


T  G 


B»X  PO+Xpr^X  DH  VF— PO^Xpr' 


T  G 


,  proinde- 


quePr: 


POXprXVB^XFO^XDHVF— 1 

T  G  ' 

T  G  X  Fr 


POVB^XFO^XDHVF— 1 


Quare 


=POp=: 


T  G  X  Pr 


pr  = 

POXpr.  _         

2  '^"      S-y/B^XJ^O^XDHVF— 1 

Centro  O  et  radio  O  A,  dcscribatur  circuli  ar- 
cus  A  X  Y,  et  producantur  O  P,  O  p,  ut  arcui 
huic  occurrant  in  X  et  Y,  erit  P  O  :  O  X  seu 

AO  =  pr:  XY=  ^   „  ^^  ^  ^  ethinc  area 


OX  Y 


\  _  AO^X_Pjr 
/—        2P0 


SPO^VB^XPO^XDHVF  —  I 

Itaque  si  in  recta  d  c,  ad  A  O  perpendiculari  ca 

T  G 
piantur  d  b  = 


etdc  = 


g-v/B^^XPO^X  DIl  VF— l 
A  O^  X  T  G 

P  O ^VB  ^X  PO^^X  D H  V  F— r 

et  describantur  line»  curvte  a  b  z,  a  c  x,  quas 
purcta  b,  c,  perpetuo  tangunt,  deque  puncto  A, 
ad  lineam  A  O,  erigatur  perpendiculum  A  a, 
ponendo  d  O  =  P  O,  patet  fore  areas  A  a  b  d, 
A  a  c  d,  areis  A  P  O,  A  X  O,  aequales,  &c., 
(ut  in  Prop.  41.) 

488.   Quantitas  constans  B,  quam  in  superio- 
ribus  aequationibus  usurpavimus,  facile  determi- 


aequationibus  (487)  substitulo,  invenilur  POp  = 
CxTGxFrXVDHES^^^^^,_ 

SVt^O^XDHVF— CCXDHES 
CX  AO^XTGXPrX  V^ JLEA 
2P  O^XV^  O^  X  D  H  V  F— C  CX D  H  E  S" 

Harum  fonnularum  ope,  nuUa  ampliiis  habita 
ratione  circelli  ejusque  projectionis  ellipseos,  de- 


natur.  Nam  data  directione  corporis  trajectori-  scribi  potest  vestigium  A  P  p,  et  ex  dato  tem. 
am  S  T  R,  (vid.  fig.  not.  487.)  describere  in-  pore  inveniri  locus  P,  (ut  in  Prop.  41).  Ciim 
cipientis,   datur  illius  projectio   A   Q,  quae  ut     autem  trajectoria  S  T  R,  sit  linea  duplicis  cur- 


patet,  est  tangens  vestigii  A  P  p  in  A,  qua  ves- 
tigium  A  P  p  incipit  describi ;  projecto  in  tan- 
gentem  A  Q  spatio  quod  corpus  in  S  dato  tem- 
pore  describeret  secundum  directionem  suam  in 
S,  sit  O  Q  perpendiculum  ex  centro  O,  in  tan- 
gentem  A  Q,  demissum,  velocitas  in  S  ad  velo- 
citatem  in  A  ut  O  Q,  ad  C  quantitatem  datam, 
et  ducta  O  f,  sit  area  A  O  f  descripta  eodem 
tempusculo  quo  area  nascens  O  P  p  et  arcus 
nascentes  T  t,  S  v  trajectoriae  S  T  R  describun- 
tur,  et  quoniam  velocitates  uuiformes  sunt  ut  spa- 
tia  codem  tempore  percursa,  erit  S  v  :  A  f  = 
Q  O  :  C,  et  demisso  ex  puncto  f,  ad  A  O  per- 
pendiculo  f  h,  crit  etiam  A  f :  f  h  =  A  O  : 
Q  O.  Unde  ex  ivquo.  S  v  :  f  h  =  A  O  :  C, 
sed  (ex  dem.  487.)  Tt=Pl=BXFO 
XprXVDHVF,  adeoque  in  ioio  S,  S  v 
=  BX   AOXfhXVDHES,  crg... 


vaturae  ad  promovendam  difficilem  theoriam  mo- 
tuum  in  superficiebus  curvis  quam  hic  aperuit 
Newtonus,  non  parum  adjumenti  conferrc  potent 
tractatus  quem  de  lineis  duplicis  curvatura'  an. 
17.31.  Parisiis  edidit  Clarissimus  Geometra  D. 
Clairaut  Horum  motuum  in  conoide  parabo- 
lico,  coiio,  et  cylindro  exempla  dabimus. 

489.  £xemplum    1.  Sit  (vid.    fig.  not.  487.) 
curva  B  S  K  parabola  cujus  latus  rectum  =  1, 
dicatur  A  O  =  r,  K  C  =  a,  D  C  =  b,  T  N, 
seu  P  O  =  X,  et  proind^   P  r  =  d  x,  erit  ex 
x^  2  X  - 

natura  parabolae,   N  K  =  -j-,  N  G  =  — r— . 


„^,        4x*4-nxx 
adcoque  T  G  *  = r-j , 


etT  G 


X  v'  4  X  X  -j-ll 


quare  si  in  supcnoribus  for- 


U2 


y 
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mulis  (488)  ponatur  C  X  -V^  D  H  E  S  =  p  p, 

p  ^  X  d  X  a/  4  X  X  +  1 1 
erit  P  O  p  =  —  ^        ^         -, 

^         2  1  V  X  2  X  D  H  V  F  — p 4 

p  *  r  2  d  X  -v/^x  X  -|-  1 1 


cum  sit  area  D  H  uF=DHC  —  FuC 
=  iqb  —  iFCxFu.  erit  D  H  u' F  = 
qbb  —  qX  TC* 


2b 


Est  autem  T   C   ^  = 


etOXY       2lxx  V^^X  DHVF  — p4 

Sit  vis  centripeta  ut  distantia  a  centro  C  directe, 
hoc  est,  in  loco  quovis  T,  vel  F  sit  ut  T  C  seu 
F  C,  et  curva  H  E  V  in  rectam  H  eu  C  mu- 
tabitur,  ct  posita  D  H  =  q,  erit  D  C  (b)  :  F  C 

seu  T  C  =  D  H  (q)  :  F  u  =  ^~-^-   Quar^ 


TN^  +  NC^  =  X  X  +  — +al     = 

x-i+llxx+Salxx+llaa    _,     ^  „tt     -r. 

— ^ -i^ — —-^ .   ErgoareaDHuF 

qllbb  — qx-^— qllx*~-2qalx^-— qlla^^ 
—  ^  fi  i 

Si  itaque  hic  valor  loco  D  H  V  F,  in  superi- 
oribus  asquationibus  substituatur,  erit  O  P  p  =: 


p^xdx-v/^bxx  +  bU 


y  2  q  r  1  b  b  X  2  —  2  q  X 
et  O  XY  = 


2qllx4  —  4qalx  +  —  ^qPa^x^  —  ^bl^p 
p  2  r  2  d  X  -v/  4  b  X  X  +  b  1  l 


x-v^Sql^b^x^  —  Sqx^  —  ^ql^x*  —  4qalx4  —  ^ql^a^x^  —  4bl^p4. 

Si  igitur  ordinatae  d  D,  d  c,  dicantur  y,  z,  aequationes  ad  curvas  a  b,  a  c,  (vid.  fig.  2.  not.  487.) 
4  bp4x4  +  bp4llxx  


erunt  y  y : 


2ql*b^x^  —  2qx<5 —  2qllx 
4  b  p4  r  4 


4qalx4  —  2qlla^x^  —  4br 
xx  +  bp4r4ll 


ciz,i_  2"qllbbx4_2qx8_2qllx<5  — 4  q  aTx^^2  q  1- a*  x  " --4b  l^p  4  x  ». 

490.  Exem])lumQ. 
Sit  A  T  G  L,  super-  0 
ficies  coni  recti  cujus 
vertex  G,  axis  G  O, 
basis  A  X  L  O,  et 
corpus  de  loco  A 
egressum  moveatur  in 
trajectoria  A  T  R,  vLs 
centripeta  constans  sit 
et  juxta  directionem 
axi  O  G  parallelam 
semper  agat,  illamque 
in  locis  D,  A,  F,  seu 
T,  exponant  rectas 
D  H,  A  E,  F  V  K- 
quales  et  ad  rectam 
D  F  axi  parallelara 
perpendiculares,  erit 
punctum  V  in  linea 
ecta  H  E  V,  ipsi 
D  F  parallela.  Sit 
D  locus  de  quo  cor- 
pus  cadere  debet  ut 
habeat  in  loco  A  ve- 
locitatem    cum     qua 

trajectoriam  A  T  R  incipit  dcscribere,  et  ex 
puncto  T,  ducatur  T  G,  superficiem  conicam 
tangens  in  T,  et  T  N  =  O  P  ad  axem  G  O 
pen)endicularis.  Sit  H  D  =  a,  D  A  =  b, 
OG  =  e,  AG  =  f,  AO  =  r,  PO=TN 
=  X,  p  r  =  d  X,   erit  (ex  natura  coni)  A   O 

'^"^      Et 


hr 


poncndo  b  +  e  =  h.     Quare  area 
r  h  a  —  a  e  X 


fr)..  AG  (f)  =  T  N  (X)  :  T  G  (^y  j 
A  O  (r)  :  O  G  (e)  =  T  N  (X)  :  N  G  (^). 
Unde  ON=OG— GN  =  ^^~^^,  et 
DF=DA+ON  =  i^±i^::=li^= 


D  H  E  A  =  ab,etDH  VF: 

Et    hinc    per    formulas^   (488)     O    P   p    = 

Cfxdx/v/ab  ,ae 

— :,  ponendo  — 

2r  y  li  axx  — qx3_C  C  ab  r 


C  r  f  dx  /v/  a  b 


=  q,etOXY  =  -         ,, ,     ^_    ^. 

^  2  X  \/h  a  X  X — q  x^ — C  C  a  b 

imde  facile  inveniuntur  sequationes  ad   curvas 

a  b,    a  t^»   ^^  ^°  exemplo  1°. 

491,  Exemjilum  3"'°.     Tendat  vis  centripeta 
ad  coni  verticem  G,  et  in  Iriplicata  ratione  dis- 


LiBEn  PniMas.]     PRINCIPIA   MATHEMATICA. 


»09 


lantiarum  ab  illo   puncto   G  decrescat,    sitque      hhy_y-— li_*   ^  t^ t-.  —  s  x  ==  ^^  ^^       ^- 


H  E  V  curva  ad  quam  tcrminantur  perpendicula 

D  H,  A  E,  F  V  vim  centripetam  in  locis  sin- 

gulis  D,  A,  F,  vel  T.  exhibcntia,  castera  vero     atqueadco 

maneant  ut  in  exemplo  superiorL       Quoniam 


y*  •      ■  y 

X  V  h  h — x^     h\/\-—h'^ 


T  G  =  —  erit  vis  centripeta  in  loco  T  vel  F  ut 
,  adeoque  si  fuerit  n  quantitas  data,  vis 


centripeta  supponi  poterit  i 


n* 


Sit  D  G  = 


Sit'J^^  =  is,eteritOXy  =  i-^=|:.. 
Unde  habetur  constructio  sequens. 


Centi-o  O,  semiaxe  transverso  O  A  Q 

=  h,  semiaxe  coniugato  =  s,  describatur 
hyperbola  Q  M  N,  ex  illius  perimetri 
puncto  quovjs  N,  demittatur  ad  axem 
O  Q,  perpendiculum  N  K,  et  abscissa 
O  K  dicatur  y,  ductaque  recta  N  L,  qute 
hvperbolam  tangat  in  N,  et  axi  occurrat 
iii  L,  erit  (ex  conic.)  O  K  (y)  :  O  Q  (h) 

t=  O  Q  (h)  :    O  L  = =  X,  et  sec- 

y 

tor  hyperbolicus  O  N  Q  =  S.  § 
—  ^- :  (427)  atque  adeo  A  X  O 

^y   y_hh     ^         ^         * 

=  O  N  Q  +  Q  constante.      Si  ponatur  x, 

h  h        ^   .  ^  hh 

«;eu  —  =  O  A  =  r,  hoc  est  y  =  — 

y  >■ 

evanescet  area  A  X  O,  quare  si  capiatur 
O  S  =  —  et  ad  axem  erigatur  perpendiculum 


m,  et  erit  (431)  area  DHVF^"'^  ^"""'"^^^     S  M,  hyperbolse  occurrens  in  M,  jungaturque 
^  O  M,  erit  o  =  O  IM  Q  +  Q,  et  Q  =  — 


m  m  X  X 
kkmm  —  kkxx  ,     n* 

-,  ponendo =  k  k. 


XX  -  m  m 

Quare  si  dicatur  area  D  H  E  A  =  p  p,  erit 

POp  = ^P^--^' 

^ry^kkmm  —  kkxx  —  CCpp 

q  X  d  X 

7-.   .-       — '.  ponendo  kkmm  —  C  Cpp 

Vhh  —  XX  '^'^ 


O  M  a  unde  AXO  =  ONQ— OMQ 

O  N  M.      Sumatur  itaque  sector  circuli 


Cpf 

2r  k  ' 

O  X  Y  = ii^A^ 


=  K  k  b  n,  et  - — -  =  q.     Similiter  invenietur 


Quoniam  autero 
X  ,^  h  h  —  XX  ; 

crescentibus  areis  A  P  O,  A  X  O,  decrescif 

P  O,  seu  X,  scribendum  estPOp=~*'**^* 


\/h  h — X  X 
Fiat  /^  h  h  —  x  x 


,«nvy—  —  rrqdx 
X  y*  h  h  —  xi 
=  z,  et  erit  hh  —  xx  =  zzet  —  xdx  = 
2  d  z,  et  P  O  p  =  q  d  z,  sumptisque  fluentibus 
et  addita  constjinti  Q,  erit  APO  =  qz-j-Q 
=  q-V/hh  —  xx-f-Q.  Porro  area  A  P  O 
evanescit  ubi  P  O,  seu  x  =  A  O  =  r,  quare  o 
=_qj/_hji  —  r  r  -f  Q,  et  hinc  Q  =  —  q  X 
V  ^  h— r  r,  proindeque  A  P  O  =  q  y'  h  h— x  x 


O  A  X  =  sectori  hyperbolico  O  N  M,  et  in  ra- 
dio  O  X  capiatur  O  P  =  O  L,  erit  P  punctum 
in  vestigio  seu  curvi  A  P  p.  Hinc  si  ex  dato 
tempore  qujeratur  locus  T  (vid.  fig.  super. )  in 
trajectoria  T  R,  inveniatur  primum  longitudo 
O  P,  seu  O  L,  tum  agatur  L  N  tangens  hyper- 


—  qVhh  —  rr.     Et   dato   igitur   tempore  bolam  in  puncto  aliquo  N  ;  Deinde  capiatur  scc- 

quo  corpus  describit  A  T,  geometrice  invenitur  ^^   circularis    A   X  O  =  sectori   hyperbolico 

i„     -.  j    1-         T.  ^      ^  h  h  O  N  M,  et  in  radio  O  X,  capiatur  O  P  =  O  I. 

longitudo  hneae  P  O.     Ponatur  nunc  x  =  _ 


et    erit 


,                h  I.  d  y 
—   d   X   =    ~. 


y  y 


ac  tandcm  ex  puncto   P,  erigatur  ad  planum 

hl,   ^•'^        AOP  (vid.  fig.  super.)  perpondicuhmi  P  T, 

quod  superficiei  conicae  occurret  in  loco  quaisito  T. 
Vo 
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Exempl.  4.  Moveatur  corpus  de  loco  A  per 
tTajectoriam  A  T  R,  in  superficie  concava  cylin- 
dri  recti  A  K  G  I^,  in  quo  sit  baseos  centrum 
O,  manifestum  est  vestigium  trajectoriae  A  T  R, 


vel  P  p  erit  = 


y/  d  X  ^  -fdy 


£t  sit  data 


^  a  b  -^-  ay 

velocitas   qua   punctiim    X'   describit    circulum 

A  P  L  dicaturque  c  erit  tcmpusculum  quo  de- 

T>            P  p        d  X             ,  d  X 
scnbitur   P  p  = =  — ;  quare   = 

V^  (1  X  ^  +d  y^        dx»_dx^-fdy» 
V^ab+ay    '        "cc  a  b -f  a  y     ' 
etabdx^-|-aydx*— ccdx*=ccdy*, 
c  d  y              c  d  y 

<^ab  —  cc-j-ay  ^aq-}-ay 
ponendo  a  b  —  cc  =  aq.  fiat jam  -v/  q  -f-  y 
=  z,  q-|-y=zz,  dy  =  22d2,  v*aq-|-ay 

,         .,  iiczdz  ^c  , 

=  z  4/  a  ent  d  x  =  ; =  — —  X  d  z, 

z  \/  a  n/  9. 

et  sumptis  fluentibus  addita  constanti  Q,  erit  x 

tur  y  =  o,  erit  etiam  x  =  o*  adeoque  o  = 
Sc^/q,^          ^                 ,4ccq  ,, 
^      +Q,  et  Q  =  —  ^ ?,  unde  x 


4ccq-J-4ccy 


4  c  c  q 


Sit 


4  c  c                   4  c  c  q 
=  p,   et  2 


=    n    n,    ent    x    = 


coincidere  cum  baseos  peripheria  circulari  A  P  L, 
quam  proinde  punctum  P,  a^quabili  velocitate 
describet  (per  Prop.  56.)  Sit  vis  cen'ripetacon- 
stans  et  per  lineas  lateri  cylindri  A  K  parallelas 
semper  agat,  dicanturque  H  D  =  a,  D  A  =  b, 
AF  =  PT  =  y,  mt  =  dy,  arcus  A  P  =  x, 
Pp  =  Tm=d  X, 
erit  area  D  H  E  A 


Tt^Vdx^^-fdy 
=.  a  b,  area  D  H  V  F  = 


a  b  -j-  a  y,  veiocitas  in  F  vel  T^y^ab-j-ay, 
nde  tcmpusculum  quo  describitur  nascens  T  t 


Vn  n  +  Py  —  n,  x  x  +  2nx=py,  y  = 

X  X    I    2  n  X 

— .     Concessa  igitur  quadratura  cir- 

culi  facile  invenitur  trajectorije  A  T  R  punctum 

quodvis  T  capiendo  perpendiculum  P  T  ad  ar- 

cura  A  P,  ut  est  A  P  +  2  n  ad  p.     Ex  tem- 

pore  autem  dato  datur  arcus  A  P.     Si  corporis 

de  loco  A  egredientis  velocitas  eadem  sit  ac  ve- 

locitas  puncti  P  in  plano  baseos  A  P  L  O  revol- 

ventis  erit  c  c  =  a  b,  et  quoniam  supposuimus 

ab  —  cc  =  aq,  esset  q  =  o,  et  proinde  n  n  = 

4  c  c  q  ,  .  XX 

— =  o,  atque  hinc  y  =  — ,  seu  p  :  x-  = 

a  q 

X  :  y.     Sive  scribendo  loco  p  ejus  valorem , 

in  quo  loco  c  c  ponatur  a  b,  erit  4  b  :  x  =  x  : 
y,  lioc  est,  4  D  A  ad  arcum  A  P  ut  is  A  P  ad 
P  T. 


LiBER  Primus.]     PRINCIPIA  MATHEMATICA.  311 


SECTIO  XI. 

De  motu  corporum  viribus  centrtpetis  se  mutuo  peientium. 

Hactenus  exposui  motus  corporum  attractorum  ad  centrum  immobile, 
quale  tamen  vix  extat  in  rerura  natura.  Attractiones  cnim  fieri  solent  ad 
corpora ;  et  corporum  trahentium  et  attractorum  actiones  semper  mutuae 
sunt  et  aequales,  per  legem  tertiam :  adeo  ut  neque  attrahens  possit  quies- 
cere  neque  attractum,  si  duo  sint  corpora,  sed  (')  ambo  (per  legum  Co- 
rollarium  quartum)  quasi  attractione  mutua,  circum  gravitatis  centrmn 
commune  revolvantui  :  et  si  plura  sint  corpora,  quae  vel  ab  unico  attra- 
hantur,  et  idera  attrahant,  vel  omnia  se  mutuo  attrahant ;  haec  ita  inter  se 
moveri  debeant,  ut  gravitatis  centnim  commune  vel  quiescat,  vel  unifor* 
miter  moveatur  in  directura.  Qua  de  causa  jam  pergo  motum  exponere 
corporum  se  niutuo  trahentium,  considerando  vires  centripetas  tanquam 
attractiones,  quamvis  fortasse,  si  physice  loquamur,  verius  dicantur  impul- 
sus,  In  mathematicis  enini  jani  versamur  ;  et  propterea,  missis  uisputa- 
tionibus  physicis,  farailiari  utiraur  sermonc,  quo  possimus  a  lectoribus 
mathematicis  facilius  intelligi. 


PROPOSITIO  LVII.     THEOREMA  XX. 

Corpora  C')  duo  se  invicem  trnhentia  describunty  et  ciraim  comimine  centrum 
gravitatiSf  et  circum  se  mutub,Jiguras  similes, 

Sunt  (")  enim  distantiae  corporum  a  communi  gravitatis  centro  reci- 
proce  proportionales  corporibus,  atque  ideo  in  data  ratione  ad  invicem,  et 
componendo  in  data  ratione  ad  distantiam  totam  inter  corpora.  Feruntur 
autem  hae  distautiae  circum  terminum  suum  comraunem  aequali  motu  an- 
gulari,  propterea  quod  in  directum  semper  jacentes  non  mutant  inclina- 

(')  •  Sed  ambo  fpcr  leg.  Corol.  4.J  qvasi  at-  pergendo  de  S  ad  T  et  de  P  ad  Q,  slmiles  sunt 

tractione  mutua  vel  ad  se  invicem  recta  linea  fe-  ha  figurae  quatuor,  nimirum  P   Q.  C,  S  T  C, 

rantur,  vel,  si  ambo  vi  impressa  oblique  projici-  quas  corpora  S  et  P  circa  commune  gravitatis 

untur,  circum  iiravitatis  centrum  commune  qui-  centrum  C  describui/t,  tum  figura  p  Q  T  quam 

csctiis  aut -iinifurviiter  progreditns  revJvantur.  corpus    P   describit  circa   corpus    S   spectatum 

(*)  *   Corpora  duo.     (  Vid.  Jis.  in  sub.  pag.J  tanquam  immotum,   et  figura  «r  T  Q,  quam  S 

Si  corpora  duo  S,  P  se  invicem  trahentia  revol-  circa  P  simililer  spectatum  describit. 
\antur  circa  coounune   gravitatis   centrum    C,         (')  *  Svnt  enim  dislantiee  corporum  a  cotn- 

U4 
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tionem  ad  se  mutuo.  Lineae  autem  rectae,  quae  sunt  in  data  ratione  ad 
invicem,  et  aequali  niotu  angulari  ciixum  terminos  suos  feruntur,  figuras 
circum  eosdem  terminos  in  planis,  quae  una  cum  his  terminis  vcl  quies- 
cunt,  vel  (*)  motu  quovis  non  angulari  moventur,  describunt  omnino  si- 
miles.  Proinde  similes  sunt  figurae,  quae  his  distantiis  circumactis  descri- 
buntur.     Q.  e.  d. 


PROPOSITIO  LVIIL    THEOREMA  XXL 

Si  corpora  dno  viribtis  quibtisvis  se  mutuo  trahunty  et  intcrea  revolvuntur  circa 
gravifatis  cenirum  commune :  dico  quod  Jiguris,  quas  corpora  sic  mota  des- 
crihunf  circum  se  mutuo,  potest  Jigura  similis  et  aqualiSi  circum  corpus  al- 
teruirum  immotum,  viribus  iisdem  describi. 

Revolvantur  corpora  S,  P  circa  commune  gravitatis  centrum  C,  per- 
gendo  de  S  ad  T,  dcque  P  ad  Q.     A  dato  puncto  S  ipsis  S  P,  T  Q  aequa- 


muni  gravitatin  centro  Q  C,  C  T  reciproce  jm- 

portionales  corporilus  datis  P,  S  (60)  atque  ideb 

indatd  ratione  ad  invicem, 

et  componcndo,   Q.  C  est 

ad  Q.  T  in  data  ratione 

corporis  S  ad   summam 

corporum  S  -^  P.     Fe- 

runtur  aulem    dislantice 

Q,  C,  T  C,  circa  ccr.trum 

C  terminum  suum  com- 

munem  tequali  motu  an- 

gulari,   id   est,    angulus 

Q,  C  P  est  semper  asqua^- 

lis  angulo  T  C  S  propte- 

rea  quod  distantiae  Q  C, 

T  C  in  directum  semper 

jaccnt(GO).   Quare(il2) 

durcfiguraePQC,  STC 

similes  sunt.     Quod  erat 

primum. 

Agatur  per  T  recta  T  p  Wnese  S  P  Eequalis  et 
parallela,  et  si  coi-pus  S  tanquam  immotum  spec- 
teiur,  motus  corporis  P  quod  in  Q  pervenit  idem 
erit  respectu  corporis  S  seu  T,  ac  si  corpus  P  de 
loco  p  translatum  esset  in  locum  Q,  eritque  Q  T 
ad  T  p  seu  S  P,  ut  Q  C  ad  C  P,  et  angulus 
Q  T  p  =  Q  C  P  unde  figura  p  Q  circa  punc- 
tum  S  ut  immotum  spectatum  a  corpore  P  des- 
cripta  erit  similis  iiguraj  P  Q  C  ideoque  et  figu- 
rae  S  T  C,  simili  ratiocinio  ostendetur  figuram 
ir  T  Q  circa  punctum  P  immotum  a  ccrpore  S 
descriptam,  esse  similem  figuras  S  T  C  ideoque 
ct  figurae  P  Q  C.     Quod  erat  alterum. 

Quod  forte  facilius  adhuc  intelligetur,  si  pona- 
mus  in  corpore  S  spectatorem  qui  se  et  lineam 
S  P  tanquam  immota  habeat,  in  hac  enim  liypo- 
thcsi,  ubi  corpus  S  pervcnerit  in  locam  T,  Unca 


S  P,  qu£e  tanquam  immota  spcctatur  erit  T  p 
ipsi  S  P  ^equalis  et  parallela  et  spectator  in  T 


locatus  motum  corporis  P  videbit  sub  angulo 
QTp=QCP,  etad  distantiam  T  Q.  Cum 
igitur  sit  sempcr  Q  C  ad  C  P,  ut  Q  T  ad  S  P, 
seu  T  p,  et  angulus  Q  C  P,  a?qualis  angulo 
Q  T  p,  figura  p  Q  T,  similis'  erit  figurae  P  Q  C, 
adeoque  et  figur.-e  S  T  C.  Pariter  si  pcr  Q 
agatur  Q  *  aequalis  et  parallela  P  S  liquct  figu- 
ram  tr  T  Q  quam  S  circa  P  spectatum  tanquam 
immotum  describit  esse  similem  et  aequalem 
figurae  p  Q  T  quam  corpus  P,  circa  S  spectatum 
tanquam  immotum  describit.  Patet  etiam  ha- 
nim  omnium  figurarum  partes  similes  eodcm 
tempore  describi,  ideoque  etiam  totas  figuras 
aequalibus  temporibus  percurri. 

C)  *  Alolu  quovis  non  angulari.     Vidc  Lc- 
gum  Corol.  5.  et  6. 
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les  et  parallelae  ducantur  semper  s  p,  s  q ;  et  curva  p  q  v,  quam  pmictuin 
p  revolvendo  circum  pmictum  immotum  s  describit,  (^)  erit  simiiis  et 


.--  ■     C 


aequalis  curvis,  quas  corpora  S,  P  describunt  circum  se  mutuo  :  proinde- 
que  (per  Theor.  XX.)  similis  curvfc  S  T  et  P  Q  V,  quas  eadem  corpora 
describunt  circum  commune  gravi  tatis  centrum  C  :  idque  quia  proportio- 
nes  linearum  S  C,  C  P,  et  S  P  vei  s  p  ad  invicem  dantur. 

Cas.  1.  Conimune  illud  gravitatis  cehtrum  C,  per  legum  corollarium 
quartum,  vel  quiescit,  vel  movetur  uniformiter  in  directum.  Ponamus 
primo,  quod  id  quiescit,  inque  s  et  p  locentur  corpora  duo,  immobiie  in  s, 
mobile  in  p,  corporibus  S  et  P  similia  et  aequalia.  Dein  tangant  rectae 
P  R  et  p  r  curvas  P  Q  et  p  q  in  P  et  p,  et  producantur  C  Q  et  s  q  ad  R 
et  r.  Et  ob  similitudinem  figurarum  CPRQ,  sprq  erit  R  Q  ad  r  q 
ut  C  P  ad  s  p,  ideoque  in  data  ratione.  Proinde  si  vis,  qua  corpus  P 
versus  corpus  S,  atque  ideo  versus  centrum  intermedium  C  attrahitur,  es- 
set  ad  vim,  qua  corpus  p  versus  centrum  s  attrahitur,  in  eadem  illa  ratione 
data ;  hae  vires  aequalibus  tcmporibus  attraherent  semper  corpora  de  tan- 
gentibus  P  R,  p  r  ad  arcus  P  Q,  p  q  per  intervalla  ipsis  proportionalia 
R  Q,  r  q,  ideoque  vis  posterior  efficeret,  ut  corpus  p  gyraretur  in  curva 
p  q  V,  quae  similis  esset  curvae  P  Q  V,  in  qua  vis  prior  efficit,  ut  corpus 
P  gyretur ;  et  revolutiones  iisdem  temporibus  complerentur.  At  quoniam 
vires  illae  non  sunt  ad  invicem  in  ratione  C  P  ad  s  p,  sed  (ob  similitudi- 
nem  e^  aequalitateto  corporum  S  et  s,  P  et  p,  et  aequalitatem  distantiarum 
S  P,  s  p)  sibi  mutuo  aequales ;  corpora  aequalibus  temporibus  aequaliter 
trahentur  de  tangentibus  :  et  propterea,  ut  corpus  posterius  p  trahatur  per 
intervallum  majus  r  q,  requiritur  tempus  majus,  (^)  idque  in  subduplicata 
ratioiie  intervallorum  ;  propterea  quod  (per  lemma  decimum)  spatia  ipso 

(*")  •  Erit  similis  et  esqualis  cun-is,  ut  patet  siibdiiplicata  latione  eonimdem  intervallorum, 

ex  demonstratione  propositionis  supcrioris.  per  Lem.    X.    Quare  si  velocitates  uniformes 

(')  Id(fue  in  subduplicatd   ratione  iniervallo-  qiiibus  siniiles  arcus  nascentes  p  q,  P  Q  a^juali- 

rum.      Nasceutibus  arcubus       q,   P  Q  tempora  bus  viribus  centripetis  describuntur,  dicantur  V, 

quibus  describuntur  intervalla  r  q,  R  Q  sunt  in  v,  tcmpora  T,  t,  erit  T*:t^  =  rq:  KQ  = 


31-i 


PHILOSOPHIiE  NATURALIS      [Mox.  Corpor. 


motus  initio  descripta  sunt  in  duplicata  ratione  temporum.     Ponatur  igi- 
tuf  velocitas  corporis  p  esse  ad  velocitatem  corporis  P  in  subduplicata 


ratione  distantiae  s  p  ad  distantiam  C  P,  eo  ut  temporibus,  quae  sint  in 
eadem  subduplicata  ratione,  describai^ur  arcus  p  q,  P  Q,  qui  sunt  in  ra- 
tione  integra  :  Et  corpora  P,  p  viribus  aequalibus  semper  attracta  descri- 
bent  circum  centra  quiescentia  C  et  s  figuras  similes  P  Q  V,  p  q  v,  quarum 
posterior  p  q  v  similis  est  et  sequalis  figurae,  quam  corpus  P  circum  cor- 
pus  mobile  S  describit.     Q.  e.  d. 

Cas.  2.  Ponamus  jam  quod  commune  gravitatis  centrum,  una  cum  spa- 
tio  in  quo  corpora  moventur  inter  se,  progreditur  uniformiter  in  directum ; 
et  (per  legum  CoroUarium  scxtum)  motus  omnes  in  hoc  spatio  peragen- 
tur  ut  prius,  ideoque  corpora  describent  circum  se  mutuo  figuras  easdem 
ac  prius,  et  propterea  figurse  p  q  v  similes  et  aequales.     Q.  e.  d. 

Corol.  1.  Hinc  corpora  duo,viribus  distantise  suas  proportionalibus  se 
mutuo  trahentia,  describunt  (per  Prop.  X.)  et  circum  commune  gravitatis 
centrum,  et  circum  se  mutuo,  ellipses  concentricas ;  et  vice  versa,  si  tales 
figursB  describuntur,  sunt  vires  (^)  distantiae  proportionales. 

Corol.  2.  Et  corpora  duo,  viribus  quadrato  distantioe  suae  reciproce 
proportionalibus,  describunt  (pei  Prop.  XI.  XII.  XIII.)  et  circum  coir- 
mune  gravitatis  centrum,  et  circum  se  mutuo,  sectiones  conicas  ambilicum 
habentes  in  centro,  circum  quod  figune  describuntur.  Et  vice  versa,  si 
tales  figurae  describuntur,  vires  centripeta;  sunt  quadrato  distantia?  reci- 
proce  proportionales. 


V:  v  = 


s  p  :  C  P  =  p  q  :  P  Q,  est  vero  (5)  V  :  v  = 

pq    PQ  .         -r^    t* 

— -J  :  sive  ut  -T—  :   — ,  adeoque 

T  t  T         t  ^ 

T  :  t  =  A^  s  ]y  :  \/  C  T.     Itnque  corpora  P,  p, 

viribus  aqualibus  semper  attracta,  circum  centra 

quiescentia  C,  s,  nascentes  figuras  similes  P  Q, 

p  q,  adeoque  et  figuras  qtiasvis  similes  P  Q  V, 

p  q  V,  describent  temporibus  et  velocitatibusquse 

cnmt  in  subduplicati^  ratione  distantiarum  simi- 

lium  C  P,  s  p.     Est  autem  (ex  Dem.)  figura 

p  (j  V,  «imilis  et  sequalis  figuro:  quam  corpus  P, 


circum  corpus  mobile  S,  (spectatum  tanquam 
i:nmotuin,  iit  in  propositione  supcriori  exposui- 
mus)  de.scribit  codem  tempore,  quo  circa  cen- 
trum  C,  describit  figuram  similem  P  Q  V. 

C)  •  Dislanti<E  jrrcporlionales.  Cum  enira 
(ex  Dem.)  corjius  p,  circa  s,  et  corpora  duo  P, 
S,  circa  commune  gravitatis  centrum  Cj  et  cir- 
ciim  se  mutuo  figuras  shniles  vi  centripeta  a;quali 
describant,  sitque  (per  Prop.  X.)  figura  p  q  v, 
ellipsis  cujus  centrum  S,  liquet  veritas  coroUa- 
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Corol,  3.  Corpora  duo  quaevis  circum  gravitatis  centrum  comraune  gy- 
ran\ia,  radiis  et  ad  centrum  illud  et  ad  se  mutuo  ductis,  (^)  describunt 
areas  temporibus  proportionales. 


PROPOSITIO  LIX.    THEOREMA  XXIL 

Corporum  duorum  S  et  P,  circa  commune  gravitatis  ci  ntrum  C  revolventium, 

iempus  periodicum  esse  ad  tempus  periodicum  corporis  alterutrius  P,  circa 

alterum  immotum  S  gyrantis^  et  Jiguris^  quce  corpora  circum  se  mutuo  dcs- 

crihunti  Jiguram  similem  et  cequalem  describentis,  in  subduplicatd  ratione 

.  corporis  alterius  S,  ad  summam  corporum  S  +  P. 

Namque,  ex  demonstratione  superioris  propositionis,  tempora,  quibus 
arcus  quivis  similes  P  Q  et  p  q  describuntur,  sunt  in  subduplicata  ratione 
distantiarum  C  P  et  S  P  vel  s  p,  hoc  est,  in  subduplicata  ratione  corporis 
S  ad  summam  corporum  S  +  P.  Et  componendo,  summae  temporum 
quibus  arcus  omnes  similes  P  Q  et  p  q  describuntur,  hoc  est,  tempora 
tota,  quibus  figurae  totae  similes  describuntur,  sunt  in  eadem  subduplicata 
ratione.     Q.  e.  d, 

PROPOSITIO  LX.    THEOREMA  XXIIL 

Si  corpora  duo  S  ct  P,  viribus  quadrato  distantice  su(E  reciproce  proportiona- 
libus,se  mutub  trahentia,  revolwMotur  circa  gravitatis  centrum  commune:  dico 
quod  ellipseos,  quam  corpus  alterutrum  P  hoc  motu  circa  alterum  S  descri- 
bit,  axis  principalis  erit  ad  axem  principalem  ellipseos,  quam  corpus  idem 
P  ciTca  alterum  quiesceiis  S  eodem  tempore  periodico  describere  posset,  ut 
summa  corpoi-um  duorum  S  +  P  flc?  primum  duorum  medie  proportionalium 
inter  hanc  summam  et  corpus  illud  alterum  S. 

(^)  Nam  si  descriptas  ellipses  essent  sibi  invicem  aequales,  tempora  pe- 

(*)  •  Describnnt  areas  temporibus  proporlio-  riam  sreEe  quas  corpora  S,  P  clrcum  centrum 

7iales.     Nam  tempora  quibus  describuntur  areae  gravitatis  describiint  siniiles  sunt  areis  quas  iis- 

qua:vis  similes  s  p  q,  C  PjQ,  et  s  p  v,  C  P  V,  dem  temporibus   describunt  circum  se  iriutuo, 

sunt  semper  iu  Jata  ratione,  iiiniirum,  subdnpH.  erunt  quoque  areae  istie  proportionales  tempori- 

cata  distantiaruni  similium  s  p,  C  P  (ex  Dem. )  bus  quibus  describuntur. 

et  proinde  tempus  quo  describitur  area  s  p  q,  est  (')     A^avi   si   descrij)t<e  ellipses,    &c.      Axls 

ad  tempus  quo  describitur  area  s  p  V,   ut  tempus  pnncipalis  ellipsium  aqualium,  quas  corpora  S, 

quo  describitur  area  C  P  Q,  ad  tempus  quo  des-  P  circum  se  niutui)  describunt  (ut  ad  Prop.  57 

cribitur  area  C  P  V;  sed  (per  Prop.  1.)  tempo-  exposuimus)  aequalis  est  axi  principali  ellipseos, 

ra  quil)us  describuntur  areae  s  p  q,  s  p  v,  sunt  p  q  v,  quam  corpus  p  vel  P,  circa  corpus  s  vel  S, 

areis  illis  adeoque  et  areis  simililius   C    P   Q,  revera   immotum    describit    (ut  in   Prop.    58.) 

C  P  V  proportionab'a,  ergo  areae  C  P  Q,  C  P  V  Hic  axis  dicatur  A,  tempus  periodlcum  quod  io 

»unt  ut  tempora  quibus  destribuntur  j    et  quo-  ellipsibus  quatuor  quas  corpora  S,  P  circuiu  C 
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riodica  (per  theorema  superius)  forent  in  subduplicata  ratione  corporis  S 
ad  summam  corporum  S  +  P.  Minuatur  in  hac  ratione  tempus  periodi- 
cum  in  ellipsi  posteriore,  et  tempora  periodica  evadent  aequalia ;  elUpseos 
autem  axis  principalis  (per  Prop.  XV.)  minuetur  in  ratione,  cujus  haec 
est  sesquipiicata,  id  est  in  ratione,  cujus  ratio  S  ad  S  +  P  est  triplicata , 
ideoque  erit  ad  axem  principalem  ellipseos  alterius,  ut  primum  duorum 
medie  proportionalium  inter  S  +  P  et  S  ad  S  +  P»  Et  inverse,  axis 
principalis  ellipseos  circa  corpus  mobile  descriptas  erit  ad  axem  principa- 
lem  descriptae  circa  immobile,  ut  S  +  P  ad  primum  duorum  medie  pro- 
portionalium  inter  S  +  P  et  S.     Q  e.  d. 

PROPOSITIO  LXI.    THEOREMA  XXIV. 

Si  corpora  duo  viribus  quibusvis  se  mutuo  trahentia^  neque  alias  agitata  vel 
impedita,  quomodocunque  moveantur,  motus  eoum  perinde  se  habebunt^  ac 
si  ncn  trahercnt  se  mutuo,  sed  utrumque  a  corpore  tertio  in  communi  gravi" 
tatis  centro  constituto  viribus  iisdem  trahereiur :  Et  virium  trahentium  ea- 
dem  erit  lex  respectu  distantice  corporum  a  centro  illo  communi  atque  re- 
speciu  distanticE  totius  inter  corpora. 

Nam  vires  illae,  quibus  corpora  se  mutuo  trahunt,  tendendo  ad  corpora, 
(^)  tendunt  ad  commune  gravitatis  centrum  intermedium ;  ideoque  esedem 
sunt,  ac  si  a  corpore  intermedio  manarent.     Q.  e.  d. 

Et  quoniam  datur  ratio  distantiae  corporis  utriusvis  a  centro  illo  com- 
muni  ad  distantiam  inter  corpora,  dabitur  ratio  cujusvis  potestatis  distan- 
tiae  unius  ad  eandem  potestatem  distantiae  alterius ;  ut  ratio  quantitatis 
cujusvis,  quae  ex  una  distantia  et  quantitatibus  datis  utcunque  derivatur, 
ad  quantitatem  aliam,  quae  ex  ahera  distantia,  et  quantitatibus  totidem 
datis,  datamque  illam  distantiarum  rationem  ad  priores  habentibus  simili- 
ter  derivatur.     Proinde  si  vis,  qua  corpus  unum  ab  altero  trahitur,  sit  di- 

ct  circum  se  mutuo  describunt  (ut  in  Prop.  57.)  C  mediifi  proportionales  inter  S  +  P  et  S,  erit  S 

idem  est,  dicatur  t,  tempus  periodicum  in  ellipsi  +  P  ad  S  in  ratione  triplicata  S  +  P,  ad  B, 

p  q  V,  quam  corpus  p,  vel  P,  circa  corpus  S,  vel  hoc  est  S  +  P  :  S  =  (S  +  P)  3  .  B  ^,  ac  pro- 

s,  revera  immotum  (ut  in  Prop.  58.)  describit  inde  A  3  :  X  3=  (S  +  P)  3  ;  jj  j^  ideoque  A  : 

dicatur   T,   sitque  X  axis   principalis  ellipseos  ^  =-:  g  4-  P  :  B.     Q.  e.  d. 
quam  corpus  idem  P,  vel  p,  circa  alterum  S  ^el 

8  revera  immotum   (ut  in  Prop.  58.)  describere  (^)  •    Tendunt  ad  commune  gravitatis  cen- 

posset  tempore  periodico  t,  erit  (pcr  Prop.  59.)  Inim,  est  enim  communis  intersectio  omnium 

T^  :  t^=  S  +   P  :   S.   et   (per  Prop.   15.)  rectarum  quse  corpora  revolventia  jungunt,  et 

T*:t*=A3:X3,   quare  A  3  :   X  ^  =  S  secundum  quas,  vires  quibus  corpora  se  mutua 

+  P  :  S.    Jam  si  capiantur  dUac  quantitatcs  B,  trahunt,  diriguntur. 
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recte  vel  inverse  ut  distantia  corporum  ab  invicem ;  vel  ut  quaslibet  hujus 
distantiae  potestas ;  vel  denique  ut  quantitas  quaevis  ex  hac  distantia  et 
quantitatibus  datis  quomodocunque  derivata :  erit  eadem  vis,  qua  corpus 
idem  ad  commune  gravitatis  centrum  trahitur,  directe  itidem  vel  inverse 
ut  corporis  attracti  distantia  a  centro  illo  communi,  vel  ut  eadem  distantiae 
hujus  potestas,  vel  denique  ut  quantitas  ex  hac  distantia  et  analogis  quan- 
titatibus  datis  similiter  derivata.  (^)  Hoc  est,  vis  trahentis  eadem  erit  lex 
respectu  distantiae  utriusque.     Q.  e.  d. 

PROPOSITIO  LXII.     PROBLEMA  XXXVIII. 

Corporum  duonuni  qtia  viribus  qtiadrato  distantiee  suee  rcciproce  proportiona' 
libus  se  mutuo  trahunt,  ac  de  locis  datis  demittuntur,  determinare  mctus. 

Corpora  (per  theorema  novissimum)  perinde  movebuntur,  ac  si  a  cor- 
pore  tertio  in  communi  gravitatis  centro  constituto  traherentur ;  et  cen- 
trum  illud  ipso  motus  initio  quiescet  per  hj^pothesin ;  et  propterea  (per 
legum  Corol.  4.)  semper  quiescet.  Determinandi  sunt  igitur  motus  cor- 
porum  (per  Prop.  XXV.)  perinde  ac  si  a  viribus  ad  centrum  illud  ten- 
dentibus  urgerentur,  et  habebuntur  motus  cortDorum  se  mutuo  trahentium. 
Q.  e.  l 

PROPOSITIO  LXIIL     PROBLEMA  XXXIX. 

r 
Corporum  duorum  qwB  virihus  quadrato  distanties  suee  reciproce  j)ropori'iona- 
libiis  se  muim  trahuni^  deque  locis  daiis,  secundum  datas  rectaSf  datis  cum 
velocitatibus  exeuni,  determinare  motus. 

(*)  Ex  datis  corporum  motibus  sub  initio,  datur  uniformis  motus  centri 
communis  gravitatis,  ut  et  motus  spatii,  quod  una  cum  hoc  centro  move- 

(■>)  *  Hoc  ettfVis  irahentis  eadem  erit  lex,  &c.  trahunt  ut  c  x  "  -|-  e  x  ",  et  c,  e  quantitates  da- 
Sit  (in  fig.   Prop.   58.)  T  Q  =  x,   C  Q  =  y,  "      "  * 


ay      ts,eritcx-  +  ex">=-^+_ 

ea' 


et  X  ad  y  in  ratione  data  a  ad  b,  seu  x  =  —^, 

vis  qua  corpora  S,  P  in  locis  T,  Q  se  mutuo  tra-  '^^^^^^  'is  ad  C  tendens  ut  "^-  +      j^  m     ■ 

hunt  sit  ut  X «",  erit  x  ""  =  — ^ ,  adeoque  ea-  .    O  *  -^^  *"''*  c<"7«»^"»  motibus  absolutis  sub 

b  initic,    datur   uniformis   motus   absolutus  certtri 

dem  vis  etiam  ut  y  ™,   ob  datam  rationem  a  ",  ccmmunis  gravitatis  (67,  68,  69)  et  hinc  datu.' 

ad  b  ",  cumque  vis  qua  corpora  se  mutuo  tra-  motus  spatii  quod  nna  cum  hoc  centro  et  eadem 

hunt  requalis  sit  vi  qua  ad   commune  gravitatis  cum  Dlo  celeritate  moverctur  uniformiter  in  di- 

centrum  C  urgentur,  erit  quoque  vis  ad  C  ten-  rectum,  ncc  non  corjxyrum  motus  initiales  respeciu 

dens  ut  y  "".     Sit  nunc  vis  qua  corpora  se  mutuo  hvjus  >palii. 
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tur  uniformiter  in  directum,  nec  non  corporum  motus  initiales  respectu 
hujus  spatii.  Motus  autem  subsequentes  (per  legum  corollarium  quintum, 
et  tbeorema  novissimum)  perinde  fiunt  in  hoc  spatio,  ac  si  spatium  ipsu/n 
una  cum  communi  illo  gravitatis  centro  quiesceret,  et  corpora  non  trahe- 
rmt  se  mutuo,  sed  a  corpore  tertio  sito  in  centro  illo  traherentur.  Cor- 
poris  igitur  alterutrius  in  hoc  spatio  mobili,  de  loco  dato  secundum  datam 
rectam,  data  cum  velocitate  exeuntis,  et  vi  centripeta  ad  centrum  illud 
tendente  correpti,  {^)  determinandus  est  motus  per  problema  nonum  et 
vicesimura  sextum :  et  (*)  habebitur  simul  motus  corporis  alterius  circuni 
idem  centrunu  (")  Cum  hoc  motu  componendus  est  uniformis  ille  syste- 
matis  spatii  et  corporum  in  eo  gyrantium  motus  progressivus  supra 
invcntus,  et  habcbitur  motus  absolutus  coiporum  in  spatio  immobili. 
Q.  e.  i. 


(')  *  Dcterminandus  est  motus  per  PrubL  9. 
si  corpora  projiciantur  secundum  directionem 
quae  cum  eorum  dislantia  non  coincidat,  et  per 
Probl.  2G.  si  coincidat  directio  projectionis  cum 
distantia  corporum. 

(')  •  Et  habeb/lvr  simtU  molvs  corporis  alte- 
rius  e  regione,  si  ex  corpore  cujus  locus  inventus 
est,  per  centrum  gravitatis  commune  duorum, 
agatur  recta  quee  ita  determinetur  ut  sit  corpus 
cujus  locus  qujeritur  ad  corpus  aliud  ut  distantia 
data  hujus  a  centro  gravitatis  communi  ad  eam 
rectam,  in  extremo  hujus  rectaj  erit  locus  corpo- 
ris  quscsitus  (60). 

(")  493.  Ciim  hoc  niotu 
componendus  est,  &c.  In 
hypothesi  hujus  proljlema- 
tis,  corpora  duo  circa  coni- 
mune  gravitatis  centrum 
ceu  umbilicum  sectiones  co- 
nicas  describunt  (per  Cor. 
2.  Prop.  58.)  et  satis  est 
(ex  nota  superiori)  unius 
corporis  motum  determi- 
nare.  Itaque,  exempli  gra- 
ti^,  corpus  P  circulum 
P  A  B  D  uniformiter  des- 
cribat  intereadum  circuli 
centrumC,  cum  ipsius  circu- 
li  plano  a;quabiliter  movetur 
per  rectam  C  R  diametro 
P  B  perpendicularem,  sitquc  semper  circuli  pla- 
num  mobile  in  plano  hujus  schematis  immoto. 
In  linea  C  P  capiatur  C  G  ad  C  P  in  ratione 
■velocitaiis  centri  C  per  lineam  C  R  progredien- 
tis,  ad  velocitatem  corporis  P  in  circuli  periphe- 
ria  revolventis,  rota  G  E  F  centro  C  et  radio 
C  G  descripta  super  regulam  G  H  ad  G  C  nor- 
malem  progrediatur  revolvendo  circa  axem  su- 
um,  et  punctum  P  in  plnno  circuh'  G  E  F  im- 
motum  dcscrjbet  interca  trochoic  ,ii  P  L  I  qute 


erit  trajectoria  quam  corpus  P  motu  absoluto 
describit ;  (ut  patet  ex  Prop.  31.  et  not.  367). 
Hac  enim  ratione  centrum  C  percurret  spatium 
C  R  =  G  H  =  semiperipheria  rotae  G  E  F, 
eodem  tempore  quo  punctum  P  revolvetur  per 
totam  semiperipheriam  P  A  B  ;  eritque  proipde 
velocitas  centri  C  per  lineam  C  R  ad  velocita- 
tem  puncti  vel  corporis  P  in  peripheria  circuli 
P  A  B  ut  semirota  ad  semicirculum,  hoc  est,  ut 
radius  C  G  ad  radium  C  P.  Hinc  si  velocitas 
centri  C  aequalis  sit  velocitati  corporis  P  in  cir- 
culo  suo  revolventis,  trochois  P  L  I  erit  cj  clois 
vulgaris ;  si  velocilas  centri   C  raajor  cxtiterit. 


erit  P  L  I  trochois  oblongata,  si  velocitas  ccntri 
C  minor,  erit  P  L  I  trochois  decurtata. 

Sit  nunc  A  P  sectio  quavis  conica  cujus  ver- 
tex  A,  umbilicus  seu  virium  et  gravitatis  com- 
mune  centrum  C,  axis  transversus  A  C,  cenfrum 
C  uniformiter  movealur  in  recta  D  R  positione 
data,  et  cum  illo  planum  curvae  A  P  C,  ila 
transferatur  in  plano  liujus  schematis  immcto,  ut 
axis  A  C,  rectae  B  D,  positione  dat«  sii  scmper 
parallelus.     Dum  corpus  P  in  curva  A  P  revol- 
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PROPOSITIO  LXIV.     PROBLEMA  XL. 

Viribus  quihus  corjpora  se  rmituo  trahint  crescentibus  in  simplici  ratione  dis- 
tantiarum  a  centris  :  requiruntur  motus  plurium  corporum  inter  se. 

Ponantur  primo  corpora  duo  T  et  L  (Vid.fig.  seq.  pag.)  commune 
habentia  gravitatis  centrum  D.     Describent  haec  (per  Corollarium  pri- 


vens  est  in  vertice  A,  sit  C  in  D  et  A  in  B,  ex 

data  velocitate  uniformi  centri  C  in  linea  D  R, 
dabitur  spatium  D  C  quod  centrum  illud  C  da- 
to  tempore  describit,  nec  non  positio  curvae  A  F, 


y  y 


que  B  A  =  D  C  =  X  —  ?-I  =  i^'' — 

4  p  4  p         ' 

C  M  (sive  A  M  —  A  C)  =  ^^"'^P''.    Porr^ 

(ex  Archimede  Frop.  17. 
de  quadr.  Parab.  qua;  est 
Theor.  4"'".  de  Parabola) 
area  A  P  M  =  f  A  M 

X   P  M   =  ^,  area 
12  p 

trianguli  C  P  M  = 
i  C  M  X  P  M  s= 
y3  —  4ppy  ,, 

"^ ;  unde  area 

8p 

APC=APM— 

CPM=ll+'£PPi^ 
24  p 

Est  autem  area  A  P  C, 

tempori    quo  describitur 

proportionalis,      seu     ut 


capintur  (per  Prop.  30.  vel  31.  ejusve  scholium) 
area  A  P  C  rectae  datae  D  C  seu  tempori  pro- 
portionalis  et  obtinebitur  locus  absolutus  corpo- 
ris  P,  hoc  est,  punctum  trajectoriae  quam  corpus 
P  in  plano  hujus  schematis  imrr.oto  describit. 

Sit  A  P  parabola,  et  urobilicus  C,  cum  plano 
A  P  C  uniformi  motu  progrediatur  in  axe  B  C, 
dum  corpus  P  est  in  vertice  parabolas  A ,  sit  um- 
bilicus  C  in  D  et  vertex  A  in  B,  et  trajectoria 
B  Z  P,  quam  corpus  P, 
in  plano  hujus  chartae 
immoto  describit  eritpa. 
rabola  secundi  generis 
quae  cubica  dici  solet. 
Nam  sit  A  C,  seu  B  D 
=  p,  ct  proinde  paiabo. 
l;e  A  P,  latus  rectum  =s 
4  p  (per  Theor.  2"™.  de 
Parabola).  P  M  ad  ax- 
em  A  B  ordinatiin  ap- 
plicata  =  y,  B  M  =  X, 
erit  (ex  natura  Parabolae, 
cer  Theor.  1""".  de  Para- 


linea  D  C  vel   B  A  = 


4px  —  y  y 

4p 


quare 


a 

si  fuent  —  quantUas  conslanf,  erit 
6 


y3-|^12ppy 

4apx  —  ayy,  ,1  I 

=  -~ — ,  hoc  est  y  3  -[.  a  y  y  -f- 

12pyy=4apx,  acquatio  ad  parabolam  cu- 
bicam  B  Z  P,  qua)  crura  habet  contraria  B  Z, 
B  V  jn  infinitum  progredientia. 


bola)AM=^,aded- 
4  p 
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mum.Theorematis  21.)  ellipses  centra  liabentes  in  D,  quarum  magnitudo 
(°)  ex  Problemate  V.  innotescit. 
Trahat  jam  corpus  ter- 

^ "'■"  fT 


tium  S  priora  duo  T  et  L 

viribus     acceleratricibus 

S  T,  S  L,  et  ab  ipsis  vi- 

cissim  trahatur.  Vis  S  T, 

(per  legum  Corol.  2.)  re- 

solvitur  in  vires  SD,  DT; 

et  vis  S  L  in  vires  S  D, 

D  L.     Vires  (°)  autem 

D  T,  D  L,  quae  sunt  ut 

ipsarum  summa  T  L,  atque  ideo  ut  vires  acceleratrices  quibus  corpora 

T  et  L  se  mutu(t  trahunt,  additse  his  viribus  corporum  T  et  L,  prior  pri- 

ori  et  posterior  posteriori,  componunt  vires  distantiis  D  T  ac  D  L  pro- 

portionales,  ut  prius,  sed  viribus  prioribus  majores ;  ideoque  (per  Corol. 

1.  Prop.  X.  et  Corol.  1.  et  8.  Prop.  IV.)  efficiunt  ut  corpora  illa  descri- 

bant  ellipses  ut  prius,  sed  motu  celeriore.     Vires   rehquae  acceleratrices 

S  D  et  S  D,  (P)  actionibus  motricibus  SDxTetSDxL,  quae  sunt 

ut  corpora,  trahendo  corpora  illa  aequaliter  et  secundum  lineas  T  I,  L  K, 


(")  494.  Ex  Prohlemate  V.  innotescit.  Si  enim 
corpus  aliquod  de  loco  dato  P  exeat  cum  data 
velocitate  et  secunduni  datam  directionem  P  R 


ut  ellipsim  P  L  G  K,  circa  centrum  T  datum 
describat,  recta  P  R  positione  data  ellipsim  tan- 
get  in  P,  ideoque  diameter  L  K,  ipsi  P  R  pa- 
rallela  (Prop.  32.  Lib.  I.  Conic.  Apoll.  sive 
I.em.  IV.  de  Conic.  et  Theor.  I.  de  Ell.)  da- 
bitur  positione.      Pra;terea,  si  cx  puncto  P  ad 


diametrum  L  K  demitlatur  perpendiculum  P  F, 
erit  vis  centripeta  data  qua  corpus  versus  T  ur- 
getur  secundum  directionem  P  T  ad  partem  vis 
iilius  quEB  juxta  directionem  P  F,  agit,  ut  P  T 
ad  P  F,  proindeque  pars  illa  vis  centripetae  da- 
bitur.  Data  autem  vi  centripeta  juxta  directio- 
nem  P  F  urgente,  dataque  corporis  de  loco  P 
exeuntis  velocitate  in  linea  P  R,  ad  P  F  perpen- 
diculari,  dabitur  radius  circuli  ellipsim  osculan- 
tis  in  P,  quam  corpus  P  cum  hac  velocitate  atque 
vi  centripeta  potest  describere  (199,)  et  hinc 
dabitur  altera  diameter  conjugata  L  K,  et  eUip- 
sis  describi  poterit  (vide  Probl.  de  Ellipsi  p. 
98). 

C)  •  Vires  autem  D  T,  D  L,  gva;  su-nt  vt 
ipsarum  summci  T  L,  &c.  Est  enim  D  T  ad 
T  L  in  ratione  data  corporis  L  ad  summam  ccr- 
porum  T  -J-  L,  et  D  L  ad  T  L,  in  ratione  data 
corporis  T  ad  summam  corporum  T-|-L  (60) ; 
quare  vires  D  T,  D  L,  in  quacumque  positione 
corporum  T  et  L,  sunt  ut  T  L. 

(P)  *  Actimibus  motricibus  S  D  y.  T,  et  S D 
X  L  (per  def.  8.  et  not  12.)  qtice  sunt  ut  cor- 
pora,  Irahendo  corpora  illa  aqualiler  ob  a?qualem 
vim  acceleratricem  S  D,  ut  fit  in  corporibus 
gravibus,  quae  licet  massis  infetjualia,  vi  tamen 
gravitatis  accclcratrice,  cadendo  aMjualiter  acce- 
leranlur. 
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ipsi  D  S  parallelas,  nil  mutant  situs  eorum  ad  invicem,  sed  faciunt  ut  ipsa 
aequaliter  accedant  ad  lineam  l  K ;  quam  ductam  concipe  per  mediura 
corporis  S,  et  lineae  D  S  perpendicularem.  Impedietur  autem  iste  ad 
lineam  I  K  accessus  {'^)  faciendo  ut  systema  corporum  T  et  L  ex  uiia 
parte,  et  corpus  S  ex  altera,  justis  cum  velocitatibus,  gyrentur  circa  com- 
mune  gravitatis  centrum  C.  C)  Tali  motu  corpus  S,  eo  quod  summa  viii— 
um  motricium  SDxTetSDxL,  distantiae  C  S  proportionalium, 
tendit  versus  centrum  C,  describit  ellipsin  circa  idem  C ;  et  punctum  D, 
ob  proportionales  C  S,  C  D,  desci*ibet  ellipsin  consimilem  e  regione, 
Corpora  autem  T  et  L  viribus  motricibus  SDxTetSD  XL,  prius 
priore,  posterius  posteriore,  Eequaliter  et  secundum  lineas  parallelas  T  I 
et  L  K,  ut  dictum  est,  attracta,  pergent  (per  legum  Corollarium  quintum 
et  sextum)  circa  centrum  mobile  D  ellipses  suas  describere,  ut  prius.  Q.  e.  i. 

Addatur  jam  corpus  quartum  V,  et  (')  simili  argumento  concludetur 
hoc  et  punctum  C  ellipses  circa  omnium  commune  centrum  gravitatis  B 
describere  ;  manentibus  motibus  priorum  corporum  T,  L  et  S  circa  centra 
D  et  C,  sed  acceleratis.  Et  eadem  methodo  corpora  plura  adjungere  li- 
cebit.     Q.  e.  i. 

(*)  Haec  ita  se  habent,  etsi  corpora  T  et  L  trahunt  se  mutuo  viribus 
acceleratricibus  majoribus  vel  minoribus  quam  quibus  trahunt  corpora  re- 
liqua  pro  ratione  distantiarum.  Sunto  mutuae  omnium  attractiones  acce- 
leratrices  ad  invicem  ut  distantiae  ductae  in  corpora  trahentia,  et  (")  ex 
praecedentibus  facile  deducetur  quod  corpora  omnia  aequahbus  temporibus 
periodicis  ellipses  varias,  circa  omnium  commune  gravitatis  centrum  B,  iu 
plano  immobili  describunt.     Q.  e.  i. 

C)  •  Fadendo  ut  systema  corporum  T,  et  L,  tema  corporum  T  et  L,  seu  ipsorum  ccmmune 

(seu  D  centrum  gravitatis  commune  ipsorum)  centrum  gravitatis  D,  versus  S  seu   C  trahatur 

ex  und  parte,  et  corpus  S  ex  alterd,  justis  cum  quoque  vi  quas  est  ut  S  D,  ac  proinde  ut   C  D 

j;eZoci/a  < i6ms  in  dato  plano  secundum  directiones  (61),    patet  quod  corpus   S,    ex  una  parte,   et 

parallelas  et  contrarias  impressis  gyrentur  circd  punctum  D  ex  altera  describant  circum  C  ellip- 

C  commune  gravitatis  centrum  trium  corporum.  ses  consimiles,  si  justis  cum  velocitatibus,  ut  su- 

C)   *    Taii  motu  corjms  S,  &c.      Corpus   S  a  pra  dictum  est,  projiciantur. 
corporibus  T  et  L  trahitur  viribus  qua;  sunt  inter         ^»)  •  simili  argumento,  considerando  corpora 

ate  ut  S  T  X  T  et  S  L  X  L  (ex  hT-)  ^t  per  T  et  L  tanquam  corpus  enicum  in  centro  D  po- 

resolutionem  virium  corpus  S  a  corporibus  T  et  situm,  concludetur,  &c. 

L  versus  D  et  C  juxta  directionem  S  D  seu  S  C         (t)  •  jj^,.  ,-^^  ^g  habenl.     Nam  propositionis 

trahitur  viribus  quae  sunt  inter  se  ut  S  D  X  T  demonstratio    non  supponit  vires  acceleratrices 

et  S  D  X  L,  hoc  est,   vi  quae  est  ut  S  D  X  quibus  corpora  T  et  L  ad  distantiam  datam  tra- 

T  -j-  L,  adeoque  ut  S  D,   ob  datam  corporum  hunt  corpus  S,  esse  Kquales  viribus  acceleratrici- 

summam  T  -j-  L,  et  ut  C  S,  ob  datam  rationem  bus  quibus  se  mutuo  ad  eandem  distantiam  tra- 

S  D  ad  C  S,  (61).   Corpus  idem  S  juxta  direc-  bunt.     Lndc  manet  demonstratio,  etsi  corpus  S 

tiones  oppositas  ipsis  D  T,  D  L  parallelas,  trahitur  a  corpore  v.  gr.  T  ad  distantiam  datam  trahatur 

viribus  quae  sunt  inter  se  ut  D  T  X  T  et  D  L  X  majori  vcl  minori  vi  acceleratrice  quam  corpus 

L,  hoc  est,  viribus  aequalibus  (60)  quae  proinde  L  ad  eandem  distantianu 
nuUam  mutationem  producunt.    Quare  cum  sys-         (")  *  Et  ex  prcecedentibus  facile  deducelur. 

VoL.  L  X 
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PROPOSITIO  LXV.     THEOREMA  XXV. 

Corpora  plura,  quorum  vires  decrescunt  in  duplicatd  ratione  distantiarum  ah 
eorundem  centris,  moveri  posse  inter  se  in  ellipsibus;  et  radiis  adumbilicos 
ductis  areas  descrihere  temporihus  proportionales  quam  proxime. 

In  propositione  superiore  demonstratus  est  casus  ubi  motus  plures  pe- 
ragimtur  in  ellipsibus  accurate.  Quo  magis  recedit  lex  virium  a  lege  ibi 
posita,  eo  maiis  corj  ora  pert-.rbabunt  mutuos  motus;  neque  fieri  potest, 
ut  corpora,  secundum  legem  hic  positam  se  mutuo  trahentia,  moveantur 
In  ellipsibus  accurate,  nisi  servando  certam  proportionem  distantiarum 
ab  invicem,  In  sequentibus  autem  casibus  non  multum  ab  ellipsibus  er- 
rabitur. 

Cas.  1.  Pone  corpora  plura  minora  circa  maximum  aliquod  ad  varias 
ab  eo  distantias  revolvi,  tendantque  ad  singula  vires  absolutae  proportio- 
nales  iisdem  corporibus.  Et  quoniam  omnium  commune  gravitatis  cen- 
trum  (per  legum  Corol.  quartum)  vel  quiescit  vel  movetur  uniformiter  in 
directum,  finuanius  corpora  minora  tam  parva  esse,  ut  corpus  maximum 
nunquam  distet  sensibiliter  ab  hoc  centro  :  et  maximum  illud  vel  quiescet, 
vel  movebitur  uniformiter  in  directum,  sine  errore  sensibili ;  minora  au- 
tem  revolventur  circa  boc  maximum  in  ellipsibus,  atque  radiis  ad  idem 
ductis  describent  areas  temporibus  proportionales ;  (^)  nisi  quatenus  er- 
rores  inducuntur,  vel  per  errorem  maximi  a  communi  illo  gravitatis  cen- 
tro,  vel  per  actibnes  minorum  corporum  in  se  mutuo.  Diminui  autem 
possunt  corpora  minora  usque  donec  error  iste,  et  (^)  actiones  mutuas  sint 
datis  quibusvis  minores ;  atque  ideo  donec  orbes  cum  ellipsibus  quadrent, 

Vis  enim  seu  actio  accderatrix,   qua  corpus  T  distantias  T  D,  D  C  revolverontur,   sed  in  hoc 

versus   D  trahitur,   est  (ex  Dem.   et  Hyp.)  ut  casu    sequalibus   temporibus   pcriodicis    ellipses 

TLXL-j-T  DxS,  hoc  est,  ut   T  D  X  suas  describerent  (per  Cor.  2.  Prop.  X.)  ergo  et 

S  J-  T  -1-  L,  obTLX  L  =  TDX  T  -)-  L  '"  '^lo  casu  corpus  T  circa  D  ct  punctum  D  cir- 

(60)  ;  et  vis  acceleratrix  qua  punctum  D  versus  ca  C,  arqualibus  temporibus  pcriodicis  suas  eHip- 

C  trahitur,  est  (ex  Dem.  ct  Hyp.)  ut  S  D  X  S,  ^es  describunt.     Idem  eodcm  modo  demonstra- 

hoc  est  ut   C  S  X  S  4-  C  D  X  S;    sed  (61)  tur,  cum  plura  sunt  corpora  revolvcntia. 
CSX  S=CDX  T-{-L,  adeoque  vis  ac-  i^)  *  -Nisi  qudlmus  errores  indvctmtur,  &c. 

celeratrjx  qua  punrtum  D  versus  C  trahilur,  est  Nam  si  corpus  maximum  a  communi  illo  gravi- 

ut  C  D  X  T^+LTItrs:     Quare  vis  accelera^  tatis  centro  non  erraret,  nuUaque  esset  actio  mi- 

trix  qua  corpus  T  versiis  D  trahitur,  est  ad  vim  "«»■"*"  corporum  m  se  mutuo,   quodhbet  exigu- 

acceleratricem  qua  uunctum   D  trahitur  versils  um  corpus  revolveretur  m  ellipsi  cuca  maximum, 

C,  ut  T  D  ad  C  D,"hoc  est  ut  distanti^  a  punc-  «"!"«  radus  ad  idem  ductis  descnberet  areas  tem- 

tis  ad  qu£e  illcB  vircs  diriguntur.     Corpus  igitur  ponl^us  proporUonales  (per  Cor.  2.  et  3.  Prop. 

T  ad  punctum  D,   et  punctum  D  ad  C  trahun-  ^^) 

tur  viribus  absolutis  a'qualibus,   hoc  est,  eodem         (^)  •   Et  actiones  vtittuee  sint  datis  quibusvii 

modo  ad  sua  respcctive  centra  D  et  C  trahuntur  minores  rcspectu  actionis  corporis  maximi  in  cor- 

quo  traherentur,  si  circa  idem  virium  centrum  ad  pora  minora ;  nam  cuni  corporis  vis  attractiva  ab" 
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et  are£e  respondeant  temporibus,  sine  errore,  qui  non  sit  minor  quovis  da- 
to.     Q.  e.  o. 

Cas.  2.  (*)  Fingamus  jam  systema  corporum  minorum  modo  jam  des- 
cripto  circa  maximum  revolventium,  aliudve  quodvis  duorum  circum  se 
mutuo  revolventium  corporum  systema  progredi  uniformiter  in  directum, 
et  interea  vi  corporis  alterius  longe  maximi  et  ad  magnam  distantiam  siti 
urgeri  ad  latus.  Et  quoniam  aequales  vires  acceleratrices,  quibus  corpora 
secmidum  lineas  parallelas  urgentur,  non  mutant  situs  corporum  ad  invi- 
cem,  sed  ut  systema  totum,  servatis  partium  motibus  inter  se,  simul  trans- 
feratur,  efficiunt :  manifestum  est  quod,  ex  attractionibus  in  corpus  maxi- 
mum,  nulla  prorsus  orietur  mutatio  motus  attractorum  inter  se,  nisi  vel  ex 
attractionum  acceleratricum  inasqualitate,  vel  ex  inclinatione  linearum  ad 
invicem  :  secundum  quas  attractiones  fiunt.  Pone  ergo  attractiones  om- 
nes  acceleratrices  in  corpus  maximum  esse  inter  se  reciproce  ut  quadrata 
distantiarum ;  et  augendo  corporis  maximi  distantiam,  donec  rectarum  ab 
hoc  ad  reliqua  ductarum  differentias  respectu  earum  longitudinis  et  incli- 
nationes  ad  invicem  minores  sint,  quam  datae  quaevis  ;  perseverabunt  mo- 
tus  partium  systematis  inter  se  sine  erroribus,  qui  non  sint  quibusvis  datis 
minores.  Et  quoniam,  ob  exiguam  partium  illarum  ab  invicem  distanti- 
am,  systema  totum  ad  modum  corporis  unius  attrahitur ;  movebitur  idein 
hac  attractione  ad  modum  corporis  unius ;  hoc  est,  i^)  centro  suo  gravi- 
tatis  describet  circa  corpus  maximum  sectionem  ahquam  conicam  (viz. 
C^)  Hyperbolam  vel  parabolam  attractione  languida,  ellipsin  fcrtiore)  et 
radio  ad  maximum  ducto  describet  areas  temporibus  proportionales,  sine 
ullis  erroribus,  nisi  quas  partium  distantias,  perexiguae  sane  et  pro  lubitu 
minuendse,  valeant  efficere.     Q.  e.  o. 

soluta   hic   supponatur   materiae   proportionalis,  ^  -p 

diminuta  corporis  massa,  vis  attractiva  in  eadem  ^    -*■ 

ratione  minuitur. 

C)  •  Fmgamus  jam  corporv.m  minorum,  P, 
p,  «-,  modojam  descrij>to  circd  marimuvi  T  rEvol- 
ventium  si/itema  progredi  uniformiter  in  direc- 
tum,  seu  totlus  systematis  commune  gravitatis 
centrum  T,  progredi  uniformiter  per  rectam 
T  R,  et  intered  vi  corporis  alterius  longe  maximi 
S,  et  ad  magnam  distantiam  siti,  urgeri  ad  latus 
secundum  rectas  P  S,  p  s,  -r  S,  T  S,  atque  a 
recta  T  R  retrahi  et  in  curvam  T  H  cogi,  &c. 

(*")  *  Hoc  est,  centro  suo  gravitatis,  in  quo 
totum  systema  gravium  P,  p,  r;  T,  unitum  ac 
contractum  intelligitur  (71). 

(°)  •  Hi^perbolam  vel  paraholam  attractione 
languida,  ellipsim  \c\  circxxXnm  fortiore ;  nianente 
enim  velocitate  corporis  circa  centrum  virium  S 
projecti,  et  circuhim  vel  tlHpsim  describentis 
minui  dcbet  illius  ad  ccntrum  S  attractio,  ut  ad 
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Smiili  argumento  pergere  licet  ad  casus  magis  compositos  in  infinitum. 

Corol.  1.  C*)  In  casu  secundo,  quo  propius  accedit  corpus  omnium 
maximum  ad  systema  duorum  vel  plurium,  eo  magis  turbabuntur  motus 
partium  systematis  inter  se  ;  propterea  quod  linearum  a  corpore  maximo 
ad  has  ductarum  jam  major  est  inclinatio  ad  invicem,  majorque  propor- 
tionis  inaequalitas. 

Corol.  2.  Maxime  autem  turbabuntur,  ponendo  quod  attractiones  acce- 
leratrices  partium  systematis,  versus  corpus  omnium  maximum,  (^)  non 
sint  ad  invicem  reciproce  ut  quadrata  distantiarum  a  corpore  illo  maximo ; 
(*")  praesertim  si  proportionis  hujus  inaequalitas  major  sit  quam  inaequalitas 
proportionis  distantiarum  a  corpore  maximo.  Nam  si  vis  acceleratrix, 
aequaliter  et  secundum  lineas  parallelas  agendo,  perturbat  motus  inter  se, 
necesse  est,  ut  ex  actionis  inaequalitate  perturbatio  oriatur,  majorque  sit, 
vel  minor  pro  majore,  vel  minore  inaequalitate.  Excessus  impulsuum 
majorum,  agendo  in  aliqua  corpora  et  non  agendo  in  alia,  necessario  mu- 
tabunt  situm  eorum  inter  se.  Et  haec  perturbatio,  addita  perturbationi, 
quae  ex  linearum  inclinatione  et  inasqualitate  oritur,  majorem  reddet  per- 
turbationem  tctam. 

Corol.  3.  Unde  si  systematis  hujus  partes  in  ellipsibus,  vel  circulis  sine 
perturbatione  insigni  moveantur ;  manifestum  est,  quod  eaedem  a  viribus 
acceleratricibus,  ad  alia  corpora  tendentibus,  aut  non  urgentur  nisi  levis- 
sime,  aut  urgentur  aequaliter,  et  secundum  lineas  parallelas  quamproxime. 

PROPOSITIO  LXVI.    THEOREMA  XXVL 

Si  carpora  tria^  quorum  vircs  decrescunt  in  duplicatd  ratione  distantiarum,  se 
mutuo  trahunt ;  et  attractiones  acceleratrices  binoruvi  quorumcunque  in  ter- 
tium  sint  inter  se  reciproce  ut  quadrata  distantiarum  ;  minora  autem  circa 
maximum  revolvantur  :  dico  quod  interius  circa  intimum  et  maxi^numf  ra- 
diis  ad  ipsum  ductis,  describet  areas  iemporibus  magis  proportionales,  'et 

eandeni  distantiam  possit  parabolam  describere,  traherentiir,  P,  v.  gr.  in  raiione  reciproca  quad- 

ct   magis  adhuc  decrescere  illam    attractionem  rati  distantise  suje  a  corpore  maximo  S ;  p  vero 

oportet,  ut  describat  hypcrbolam  (per    Cor.  7.  in  ratione  cubi  distantiae. 

Prop.  16.  et  Dem.  Prop.  17.)  (')   *  Frasertim  si  propartionis  fiujns  inaqua- 

{f)  •   In  casu  2°.   quo  propius  accedit  corjms  litas,  &c.     Exempli  causa,  si  inacjualitas  attrac- 

omnium  maximum  ad  systema  duorum  vel  pluri-  tionum  acceleratricum  in  corporibus  1',  p,  major 

um  cori/orum,  eo  magis  recedit  a  casu  ubi  per-  sit  inaequalitate  distantiarum  S  P,  S  p  ;  Nam  si 

turbatio  e«t  nuUa,  nempe  quando  corpus  S  infi-  illae  inaequalitates  attractionum  et  distantiarum 

luie  disbit,  ergo  ao  magis  turbabuntur  motus  j>ar-  essent  in  data  ratione,  evanescente  distandarum 

tium  tysiematis  inter  se.  S  P,  S  p  differentia,  quando  corpus  niaximum  S 

(*)  •   JVo^i  sint  ad  imncem  reciproce,  &c.   Ex-  longissime  distat,  evanesceret  quocjuc  attractio- 

empU  causa ;  Si  corpora  P,  p,  diversis  legibus  Qum  acceleratricum  inn^ualitas. 
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Jinuram  adformam  clUpseos  tmhilicum  in  concursu  radiorum  habentis  magis 
acccdentemt  si  coiyus  maximum  his  atiractionibus  agitetur^  quam  si  maxi- 
mum  illud  vel  a  minoribus  non  attractum  quiescat,  vel  multb  minus  vcl 
multo  magis  attractum^  aut  multb  minus  aut  midtb  magis  agiteiur. 

Liquet  fere  ex  demonstratione  corollarii  secundi  propositionis  praece- 
lentis ;  sed  argumento  magis  distincto  et  latius  cogente  sic  evincitur. 

Cas.  1.  Revolvantur  corpora  minora  P  et  S  in  eodem  plano  circa  maxi- 
mum  T,  quorura  P  describat  orbem  interiorem  P  A  B,  et  S  exteriorem 


M 


E  S  E.  Sit  S  K  n\ediocris  distantia  corporum  P  et  S ;  et  corporis  P 
versus  S  attractio  acceleratrix,  in  mediocri  illa  distantia,  exponatur  per 
eandem.  In  duplicata  ratione  S  K  ad  S  P  capiatur  S  L  ad  S  K,  et  (^) 
erit  S  L  attractio  acceleratrix  corporis  P  versus  S  in  distantia  quavis  S  P. 
Junge  P  T,  eique  parallelam  age  L  M  occurrentem  S  T  iu  M ;  et  attrac- 
tio  S  L  resolvetur  (per  legum  Corol.  2.)  in  attractiones  S  M,  L  M.  Et 
sic  urgebitur  corpus  P  vi  acceleratrice  triplici.  Vis  una  tendit  ad  T,  et 
oritur  a  mutua  attractione  corporum  T  et  P.  Hac  vi  sola  corpus  P  cir- 
cum  corpus  T,  sive  immotum,  sive  hac  attractione  agitatum,  describere 
deberet  et  areas,  radio  P  T,  temporibus  proportionales,  et  ellipsin  cui 
umbilicus  est  in  centro  corporis  T.  Patet  lioc  per  Prop.  XI.  et  Corolla- 
ria  2.  et  3.  Theor.  XXI.  Vis  altera  est  attractionis  L  M,  quce  quoniiim 
tendit  a  P  ad  T,  superaddita  vi  priori  coincidet  cum  ipsa,  et  sic  faciet  ut 
areae  etiamnum  temporibus  proportionales  describantur  per  Corol.  3. 
Theor.  XXI.  At  (**)  quoniam  non  est  quadrato  distantiae  P  T  reciproce 
proportionahs,  componet  ea  cum  vi  priore  vim  ab  hac  proportione  aber- 

(^)  *  Et  erit  S  L  attracth  accderatrix,  &c.  SK3:SP3=SLxSK:SKxSP  = 

Est  enim  (ex  Hyp.)  ut  S  P  ^  ad  S  K  ^  ita  at-  S  L  :  S  P.     Sed  ob  triangula  M  L  S,    T  P  S 

tractio  acceleratrix  in  K    (quam  exhibet  linea  similia  S  L  :  S  P  =  L  M  :  P  T ;  ergo  L  M  : 

S  K)  ad  attractionem  acceleratricem  in  P,  quam  P  T  =  S  K  ^  ;  S  P  ^,  et  proinde  vis  L  M  cst 
proinde  exhibebit  linea  SL.  SK^VPT  PT 

C*)  495.   At  quoniam  non  est  quadrato  distan-  ut ,    seu   data    S    K,   ut  j 

tice  F  T  reciproce  jrroportionalis.      Est  enim  (ex 

constr.)  SK^:  SP*=SL:  SK,  adeoque  unde  crescente  distantia  P  T  crcscit  vis  L  SL 
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rantem,  idque  eo  magis,  quo  miijor  est  proportio  hujus  vis  ad  vim  prio- 
rem,  caeteris  paribus.  Proinde  cum  (per  Prop.  XL  et  per  Corol.  2. 
Theor.  XX L)  vis,  qua  ellipsis  circa  umbiHcum  T  describitur,  tendere 
debeat  ad  umbiHcum  illum,  et  esse  quadrato  distantiae  P  T  reciproce  pro- 


portionalis ;  vis  illa  composita,  aberrando  ab  hac  proportione,  faciet  ut 
orbis  P  A  B  aberret  a  forma  elHpseos  umbilicum  habentis  in  T;  idque 
eo  magis,  quo  major  est  aberratio  ab  hac  proportione ;  atque  ideo  etiam 
quo  major  est  proportio  vis  secundae  L  M  ad  vim  primam,  cseteris  pari- 
bus.  Jam  vero  vis  tertia  S  M,  trahendo  coi-pus  P  secundum  lineam  ipsi 
S  T  parallelam,  componet  cum  prioribus  vim,  quae  non  amplius  dirigitur 
a  P  in  T;  quaeque  ab  hac  determinatione  tanto  magis  aberrat,  quanto 
major  est  proportio  hujus  tertiae  vis  ad  vires  priores,  caeteris  paribus :  at- 
que  ideo  quae  faciet  ut  corpus  P,  radio  T  P,  areas  non  ampHus  tempori- 
bus  proportionales  describat;  atque  ut  aberratio  ab  hac  proportionahtate 
tanto  major  sit,  quanto  major  est  proportio  vis  hujus  tertiae  ad  vires  cae- 
teras.  Orbis  vero  P  A  B  aberrationem  a  forma  elliptica  praefata  haec  vis 
tertia  duplici  de  causa  adaugebit,  tum  quod  non  dirigatur  a  P  ad  T,  (') 
tum  etiam  quod  non  sit  reciproce  proportionaHs  quadrato  distantiae  P  T. 
Quibus  inteHectis,  manifestum  est,  quod  areae  temporibus  tum  maxime 
fiunt  proportionales,  ubi  vis  tertia,  manentibus  viribus  caeteris,  fit  minima ; 
et  quod  orbis  P  A  B  tum  maxime  accedit  ad  praefatam  formam  eHipticam, 
ubi  vis  tam  secunda  quam  tertia,  sed  praecipue  vis  tertia  fit  minima,  vi 
prima  manente. 

Exponatur  corporis  T  attractio  acceleratrix  versus  S  per  lineam  S  N; 
et  si  attractiones  acceleratrices  S  M,  S  N  aequales  essent ;  hae,  trahendo 
corpora  T  et  P  ajquaHter  et  secundum  lineas  paraHelas,  nil  mutarent  situm 
eorum  ad  invicem.     lidem  jam  forent  corporum  iUorum  motus  inter  se 

(')  496.    Tum  etiam  quod  non  sit  reciproce  SK^xST  ^•cii.irj.o-.r 

projmrlionalis,  &c.      Nam  P  T  est  ad  S  T  ut  vis  slFi '      ^""-   "^*  ^  ^'  ^""^  ^  ^  ^^ 

L  M  est  ad  viin  S  M,  sed  (495)  vis  L  M  est  ut  j 

S  K  3  X  1*  T  .    ,,      .     e.   ,,  S  T,  est  ut  ^-r— 

. zrG^ /    t't    pronide    vis   S   M  cst   ut  h  l  ^ 
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Cper  legum  Corol.  VI.)  ac  si  hae  attractiones  tollerentur.  Et  pari  ratione 
si  attractio  S  N  minor  esset  attractione  S  M,  tolleret  ipsa  attractionis  S  M 
partem  S  N,  et  maneret  pars  sola  M  N,  qua  temporum  et  arearum  pro- 
portionalitas  et  orbitae  fornia  illa  elliptica  perturbaretur.  Et  similiter  si 
attractio  S  N  major  esset  attractione  S  M,  oriretur  ex  difFerenti^  sola 
M  N  perturbatio  proportionalitatis  et  orbitae.  Sic  per  attractionem  S  N 
reducitur  semper  attractio  tertia  superior  S  M  ad  attractionem  M  N,  at- 
tractione  prima  et  secunda  manentibus  prorsus  immutatis  :  et  propterea 
areae  ac  tempora  ad  proportionalitatem,  et  orbita  P  A  B  ad  formam  prae- 
fatam  ellipticam  tum  maxime  accedunt,  ubi  attractio  M  N  vel  nulla  est, 
vel  quam  fieri  possit  minima ;  hoc  est,  ubi  corporum  P  et  T  attractiones 
acceleratrices,  factae  versus  corpus  5*^,  accedunt  quantum  fieri  potest  ad 
aequalitatem ;  id  est,  ubi  attradio  S  N  non  est  nulla,  neque  minor  minima 
attractionum  omnium  S  M,  sed  inter  attractionum  omnium  S  M  maximam 
et  minimam  quasi  mediocris ;  hoc  est,  non  multo  major  neque  multo  mi- 
nor  attractione  S  K.     Q.  e.  d.  ■: 

Cas.  2.  (^)  Revolvantur  jam  corpora  minora  P,  S  circa  maximum  T  in 
planis  diversis  ;  et  vis  L  M,  agendo  secundum  lineam  P  T  in  plano  orbita^ 
P  A  B  sitam,  eundem  habebit  effectum  ac  prius,  neque  corpus  P  de  plano 
orbitae  suae  deturbabit.  (')  At  vis  altera  N  M,  agendo  secundum  lineam 
quae  ipsi  S  T  paralleJa  est  (atque  ideo,  quando  corpus  S  versatur  extra 
lineam  nodorum,  inclinatur  ad  planum  orbitce  P  A  B)  practer  perturba- 
tionem  motus  in  longitudinem  jam  ante  expositam,  induce:  perturbationem 
motus  in  latitudinem,  trahendo  ccrpus  P  de  plano  suae  orbitae.  Et  haec 
perturbatio,  in  dato  quovis  corporum  P  et  T  ad  invicem  situ,  erit  ut  vis 
illa  generans  M  N,  ideoque  minima  evadet  ubi  M  N  est  minima,  hoc  est 
(uti  jam  exposui)  ubi  attractio  S  N  non  est  multo  major,  neque  multo 
minor  attractione  S  K.     Q.  e.  d. 

(')  497.  Cas.  2.   Planum  T  E  S  E  cum  hu-  S  et  T ;    B  vero  ultia  T,   punctum  A  dicitur 

jusschematisplano  congrueresupponalur,  orbitae  esse  in  conjunctione,  et  punctum  B  in  cpposi- 

vero   P  A   B   planum   altera  sui   parte,   v.   gr.  tione  respectu  corporum  S  et  T ;  et  loca  A  et  B, 

C  A  D  supra  planum  T  E  S  E  eminere,  et  al-  communi  ncmine  syzigiee  vocantur.      IMotus  in 

tera  parte  D  B  C   infra  planum  T  E  S  E  de-  longitudincm  estquocorjjusrevolvens  Pa  puncto 

primi   intelh'gatur,  linea  recta  D  C  communis  sua;  orbitje  dato,  v.  gr.,  a  puncto  C  reccdit  pcr 

planorum  T  E  S  E  et  P  A  B  intersectio,  hnea  C  P  A  D  B  :  motusiu  latitudinem  est  ls  quo  cor- 

nodorum  dicitur,  et  illius  extrema  puncta  D  et  pus  revolvens  P  ad  planum  immotum  T  E  S  E 

C  nodi   appellantur.     ls'odi  vel  puncta  quavis  accedit  vel  ab  eo retedit.    Si  corpoiuni  rcvolventi- 

D,  C  dicuutur  esse  in  quadraturis  scu  aspectum  um  P  et  Sm(>tusinterseconferantur,ct  utrumque 

quadratum   cbtinere  respectu   corporis   S,   dum  in  eandem  plagara  feratur,  v.  gr.  ab  cccidente  in 

sunt  in  linea  recta  ad  S  T  in  puncto  T  perpen-  orientem,  motus  in  conscquentia  fieri  dicitur ;  si 

diculari,  quod  in  hoc  casu  corpus  S  et  punctum  vero  alterum  in  unam  p]agam,  alterum  in  alte- 

C  vel  D  sub  angulo  recto  de  loco  T  v;deantur.  ram  moveatur,  motus  unius  in  consequenlia  al- 

Si  super  linea  S  T  erectum  intelligatur  planum  terius  vocatur  in  antecedentia,  v.  gr.  motus  ab 

plano  T  E  S  E  verticale,  sintque  puncta  A  et  B  orienteinoccidentemin  antccedenfia  tieridicctiir. 
in  jlio  plano  verticali,  A  quidcm  inter  corpora         (')  •  At  vis  aUera   2\    M,  &.C.       Si   orbitae 

X  4 
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Corol.  1.  (^)  Ex  his  facile  coUigitur,  quod,  si  corpora  plura  minora  P, 
S,  R,  &c.  revolvantur  circa  maximum  T,  motus  corporis  intimi  P  minime 
perturbabitur  attractionibus  exteriorum,  ubi  corpus  maximum  T  pariter  a 
caeteris,  pro  ratione  virium  acceleratricum,  attrahitur  et  agitatur,  atque  a 
caetera  se  mutuo. 


M 


Corol.  2.  In  systemate  vero  trium  corporum  T,  P,  S,  si  attractiones 
acceleratrices  binorum  quorumcunque  in  tertium  sint  ad  invicem  reciproce 
ut  quadrata  distantiarum ;  corpus  P,  radio  P  T,  aream  circa  corpus  T 
velocius  describet  prope  conjunctionem  A  et  oppositionem  B,  quam  prope 
quadraturas  C,  D.  Namque  vis  omnis  qua  corpus  P  urgetur  et  corpus 
T  non  urgetur,  quaeque  non  agit  secundum  lineam  P  T  accelerat  vel 
retardat  descriptionem  areae,  perinde  ut  ipsa  in  consequentia  vel  in  an- 
tecedentia  dirigitur.    (°)  Talis  est  vis  N  M.     Haec  in  transitu  corporis 


P  A  B  (vid.  fig.  Newt.)  pars  A  C  B  siipra 
planum  T  E  S  E  elevata,  pars  vero  altera  A  D  B 
iiifra  ipsum  depressa  intelligatur,  ita  ut  linea  no- 
dorum  A  B  coincidat  cum  linea  T  S  sitque 
proinde  corpus  S  in  linea  nodorum  producta,  vis 
N  M  ut  pote  qua;  in  corpus  P  agit  secundum  li- 
neam  ipsi  T  S  parallelam,  jacebit  in  plano  orbi- 
ta3  P  A  B,  et  motum  corporis  P  in  latitudinem 
non  perturbabit,  hoc  est,  non  efficiet  ut  corpus 


.■■■-^>Qc. 
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P  ad  planum  T  E  S  E  magis  acccdat  aut  ab  co 
recedat.  Verum  si  corpus  S  versatur  extrii  li- 
neam  nodorum,  vis  N  M  inducet  perturbationem 
motus  in  latitudinem.  Sit  enim  C  A  D  T  pars 
orbitaj  quam  corpus  P  exdusa  vi  N  M  descri- 
beret  supra  planum  TESEseuCFD  emi- 
neas,  sit  C  D  iinca  nodoruni,  Pm  recta  a;qualis 


et  parallela  N  M,  p  locus  ad  quem  corpus  P  ex- 
clusa  vi  N  M  tempusculo  minimo  perveniret,  b 
locus  in  linea  P  m  ad  quem  corpus  idem  P,  sola 
vi  N  M,  eodem  tempusculo  traiieretur ;  corpus 
illud  P  duabus  viribus  impulsum,  quarum  altera 
agit  secundum  directionem  P  p  in  plano  C  A  D 
altera  secundum  directionem  P  m  ad  planum 
C  A  D  inclinatam,  motu  composito  describet 
lineam  P  ^r  quse  non  est  in  plano  C  A  D. 

(°)  •  Corollarium  primum  patet  ex 
demonstratis  curo  duo  tantum  sunt  cor- 
pora  minora  P,  S ;  addatur  enim  terti- 
um  corpus  R,  eodem  modo  denionstra- 
bitur  motum  corporis  intimi  P  minimd 
perturbari  attractione  ipsius  R,  ubi  cor- 
pus  maximum  T  pariter  attrahitur  a 
corpore  illo  R,  ac  corpus  P,  et  ita  de 
pluribus  corporibus  ratiocinari  licet. 
Quare  ex  demonstratis  facile  colligilur 
quod  si,  &c. 

(°)  498.  Talis  est  vis  N  M.  Si  sup- 
ponamus  orbem  C  A  D  B  (vid.  fig.  Newt.)  esse 
circulo  finitimum,  et  distantiam  S  D  maximam 
respectu  radii  P  T,  erit  fere  S  C  =  S  K  =  S  T 
=  S  N,  ct  proinde  N  M  =  T  M.  Porro  cor- 
pore  P  in  quadraturis  C,  D  versanto,  cst  S  C 
=  S  P  =  S  K ;  quare  cum  sit,  (pcr  constr. 
Prop.  m.)  S  L  :  S  K  =  S  K  »  :  S  P  »,  crit  in 
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P  a  C  ad  A  tendit  in  consequentia,  motumque  accelerat ;  dein  usque  ad  D 
in  antecedentia,  et  motum  retardat ;  tum  in  consequentia  usque  ad  B,  et 
ultinio  in  antecedentia  transeundo  a  B  ad  C. 

Corol.  3.  Et  eodem  argumento  patet  quod  corpus  P,  caeteris  paribus, 
velocius  movetur  in  conjunctione  et  oppositione  quam  in  quadraturis. 

Corol.  4.  Orbita  corporis  P,  caeteris  paribus,  curvior  est  in  quadraturis 
quam  in  conjunctione  et  oppositione.  Nam  corpora  velociora  minus  de- 
flectunt  a  recto  tramite.  Et  (p)  praeterea  vis  K  L,  vel  N  M,  in  conjunc- 
tione  et  oppositione  contraria  est  vi,  qua  corpus  T  trahit  corpus  P ;  ideo- 
que  vim  illam  minuit ;  corpus  autem  P  minus  deflectet  a  recto  tramite 
ubi  minus  urgetur  in  corpus  T. 

Corol.  5.  {^)  Unde  corpus  P,  cseteris  paribvis,  longius  recedet  a  coipore 


quadraturis  SL=SK=:SC,  etLM  coin- 
cidet  cum  C  T  seu  P  T,  adeoque  evanescet  T  M 
seu  N  M.     Nulla  igitur  erit  virium  S  M,  S  N, 
in  quadraturis  differentia,  et  ideo  corpus 
P  reliquis  yiribus  ad  centrum  T  tcn- 
dentibus  agitatum,  radio  vectore  areas 
ibi  describet  temporibus  proportionaliis. 
At  ubi  corpus  P  extra  quadraturas  est 
in  hemiperipheria  C   A   D,   vis   S   M 
major  est  vi   S  N  et  corpus  P  viriinn 
difiiirentia  N  M  trahitur  secunduni  di- 
rectionera  ipsi  T  S  parallelam. 

Sit  P  m  a;qualis  et  parallela  ipsi 
N  M,  et  demisso  ex  m  in  radium  T  P 
productum  perpcndiculo  m  n,  vis  P  m, 
scu  N  M,  in  duas  vires  P  n,  n  m  rcsol- 
vitur,  quarum  altera  P  n  trahendo  secundum 
directionem  radii  T  P,  corporis  P  motum  in 
longitudinem  nihil  mutat,  nec  arquabilem  area- 
rum  descriptionem  turbat ;  altera  vero  n  m,  tra- 
hendo  secundum  directionem  n  m,  radio  T  P 
perpendicularem,  hoc  est,  secundum  directionem 
tangentis  in  P,  motum  in  longitudinem  accelerat 
in  primo  quadrante  C  A  retardat  in  secundo 
quadrante  A  D. 

In  altera  hemiperipheria  D  B  C,  vis  S  M  mi- 
nor  esi  vi  S  N,  quoniam  corpus  P  a  corpore  S 
longius  distat  quam  corpus  T,  unde  si  vires  per- 
turbantes  ad  solum  corpus  P  referantur,  virium 
S  M,  S  N  differentia  N  M  negativa  seu  ablatitia 
erit,  aut  quod  idem  est,  contraria  directione  aget ; 
Fingatur  enim  corpora  T  et  P  urgeri  ambo  vi 
S  N  ubique  aequali  et  sibi  parallela,  pergent  mo- 
veri  inter  se  quasi  omnino  abesset  illa  ris  per 
Cor.  6.  Legum  motiis,  tum  trahatur  corpus  P 
vi  N  M  secundum  directionem  oppositam  vi 
S  N,  ex  ea  actione  mutabuntur  motus  corporum 
T  et  P  inter  se,  sed  etiam  ex  ea  actione  vis  S  N 
quae  trahere  corpus  P  fingebatur,  reducetur  ad 
vim  S  M  quae  est  vis  revera  agens  dum  vis  S  N 
iigit  in  T,  ergo  si  a;stimentur  motus  corporum 
T  et  P  inter  se,  quasi  corpus  P  in  hcEoiperiphe- 


ria  D  B  C  urgeretur  virium  differcntia  N  M  in 
contrariam  partem  agente,  obtinebuntur  verae 
mutationes  motuum  corporum  T  ct  P  inter  sc, 


ex  actionibus  S  N  et  S  M  ortae,  ideoquc  in  pos- 
terum  considerabitur  corpus  P  in  hemiperipheria 
D  B  C  quasi  urgeretur  vi  N  M  secundum  di- 
rectionem  P  m  ipsi  N  M  parallelam  a  P  versiis 
m  agente  ;  atque  ideo,  si  vis  P  m  in  duas:  vires, 
ut  in  altera  hemiperipheria  factum  est,  resolva- 
tur,  manifestum  erit  motum  in  longitudinem  in 
quadrante  D  B  accelerari  et  in  quadrante  B  C 
retardari. 

C)  499.  Et  jirceterea  vis  K  L,  &c.  lisdem 
positis  quae  in  nota  superiori,  rectas  S  L,  S  M 
sunt  fere  parallelae,  ac  proinde  T  M  =  P  L  et 
L  M  =  P  T  quam  proxime  ;  quare  coincidente 
P  cum  A  et  K  cum  T,  fit  L  M  =  A  T  = 
PK,  et  N  M  seu  TM=PL=AT  + 
K  L,  et  N  M  —  L  M  =  K  L,  hoc  est,  vis 
tota  pertiu-bans  qua  corpus  P  in  conjunctione  A 
a  corpore  T  versus  S  retrahitur,  est  ut  K  L 
quam  proxime ;  vi  enim  L  M  trahitur  P  versus 
T  et  vi  N  M  a  corpore  T  versus  S  retrahitur. 
Idem  eodem  modo  demon^tratur,  corpore  P  in 
oppositione  B  posito. 

C)  *  Unde  corjms  P,  &c.  Nam  cum  orbita 
corporis  P  curvior  sit  in  quadraturis  C  vel  D 
quam  in  syzigiis  A  et  B  (per  Cor.  4.)  necesse 
est,  ca;teris  paribus,  ut  in  syzigiis  A  ct  13  depres- 
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T  in  quadraturis,  quam  in  conjunctione  et  oppositione.  Ha?c  ita  se  ha- 
bent  excluso  motu  excentricitatis.  Nam  si  orbita  corporis  P  excentrica 
sit,  excentricitas  ejus  (ut  mox  in  hujus  Corol.  9.  ostendetur)  evadet  max- 
ima  ubi  apsides  sunt  in  syzygiis  ;  indeque  fieri  potest  ut  corpus  l\  ad  ap- 
sidem  summam  appellens,  absit  longius  a  coipore  T  in  syzygiis  quam  in 
quadraturis. 


IK 


S^ 


V 


M 


Corol.  6.  Quoniam  vis  centripeta  coi^poris  centralis  T,  qua  corpus  P  re- 
tinetur  in  orbe  suo,  augetur  in  quadraturis  per  additionem  vis  L  M,  ac 
diminuiter  in  syzygiis  per  ablationem  vis  K  L,  et  C^)  ob  magnitudinem  vis 
K  L,  magis  diminuitur  quam  augetur ;  est  autem  vis  illa  vi  centripeta 


sior  sit  quam  in  quadraturis  C  et  D  ad  instar  el- 
IJpseos  cujus  sit  centriun  T  axis  niajor  C  D  axis 
minor  A  B.  Hcec  ita  se  habent,  si,  cxclusis 
viribus  perturbantibus,  orbita  corporis  P  fuerit 
circulus  cujus  centrum  T. 

C)  500.  Et  ob  magnitudinem  vis  X  L,  &c. 
Si  distantia  mediocris  S  K  vel  S  T  ingeus  fuerit 
respectu  radji  TP 
orbitae  P  A  B,  in 
loco  quovis  cor- 
poris  P,  erit  vis 
L  M  quam  prox- 
ime  ad  vim  N  M 
ut  sinus  totus 
ad  sinunr.  triplum 
distantioe  angula- 
ris  corporis  P  a 
quadratura  prox- 
ima.  Nam  ub  in-- 
gentem  distanti- 
am  corporis  S  (ex 

hyp.)  lineas  S  L,  S  M  sunt  fere  parallelae  ac 
proinde  LM=PT,  NMseuTM=PL, 
et  S  P  =  S  K ;  cumque  sit  S  T  ad  liiieam 
quadraturarum  C  D  peipendicularis,  erit  etiam 
S  K  ad  eandem  normalis,  et  existente  P  T  ra- 
dio,  erit  P  K  sinus  anguli  P  T  C,  hoc  cst,  sinus 
distantia;  angularis  corporis  P  a  quadratiira 
proxima  C.  Porrd  (per  Prop.  C6.)  S  L  :  S  K 
=  S  K  ^  :  S  P  ^.  adeoque  S  L  —  S  K  :  S  K 
=  SK»  —  S  P^:S  PS  hoc  est,  K  L  : 
SK=PKXSK-|-SP:SP»  =  PK 
X  '-2  S  P  :  S  P  *  =  2  1'  K  :  S  P  =  Si  P  K  : 
S  K,  ob  S  K  =  S  P,  ct  S  K  -I-  S  P  =  2SP. 


Quare  erit  K  L  =  2  P  K,  et  P  L  scu  N  M 
=  3  P  K,  lioc  est,  vis  L  M  sew  P  T  ad  vim 
N  M  seu  P  L  ut  sinus  totus  P  T  ad  3  P  K 
triplum  sinum  distantia;  angularis  corporis  P  a 
quadratura  proxima. 

501.   Corol.   Vis  K  L  in  conjunctione  A,   est 
ad  vim  similcm  in  opj^ositione   13,   ut  A  T  ad 


T  B.  et  si  orbita  P  A  B  circularls  fuerit  vel 
circulo  finitima,  erit  vis  K  L  in  syzjgiis  duplo 
major  vi  L  M  in  quadraturis  quam  proximc. 
Nam  corpore  P  in  svzygiis  versante,  fit  P  K  = 
AT=PT  =  LM,  et  proinde  N  M  seu  P  L 
fit  =  3  L  M,  et  K  L  =  2  L  M.  Tandem 
iisdem  positis,  vis  N  M  maxima  est  in  syzygiis, 
q'ioniam  il)i  P  K  fit  maxima  seu  cvadit  = 
A  T,  et  N  M  =  3  A  T. 

Undc  oh  via^nitudinem  vis  K L  (500.  .TOl.) 
vis  ctiitripeta  corporis  centralis  T  niagis  tlimi- 
iucilur  quam  augetur,  idcoquc  censenda  est  \ft\i 
iJjsolute  dimiiiuta  ab  actioue  corporis  S. 
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(per  Corol.  2.  Prop.  IV.)  in  ratione  composita  ex  ratione  simplici  radii 
T  P  directe  et  ratione  duplicata  temporis  periodici  inverse :  patet  hanc 
rationem  compositam  diminui  per  actionem  vis  K  L ;  ideoque  tempus  pe- 
riodicum,  si  maneat  orbis  radius  T  P,  augeri,  idque  in  subduplicata  ra- 
tione,  qua  vis  illa  centripeta  diminuitur  :  auctoque  ideo  vel  diminuto  hoc 
radio,  tempus  periodicum  augeri  magis,  vel  diminui  minus  quam  in  radii 
hujus  ratione  sesquiplicata,  (per  Corol.  VI.  Prop.  IV.)  Si  vis  illa  corporis 
centralis  paulatim  languesceret,  corpus  P  minus  semper  et  minus  attrac- 
tum  perpetuo  recederet  longius  a  centro  T ;  et  contra,  si  vis  illa  augere- 
tur,  accederet  propius.  Ergo  si  actio  corporis  longinqui  S,  qua  vis  illa 
diminuitur,  (')  augeatur  ac  diminuatur  per  vices :  augebitur  simul  ac  di- 
minuetur  radius  T  P  per  vices ;    et  (*)  tempus  periodicum  augebitur  ac 


(')  *  Augeahir  ac  dimimiaiur  per  vices.  Quo- 
niam  vis  qua  corpus  P  traliitur  a  corpore  T,  est 
€Jusdem  corporis  P  vis  centripeta  qua  in  orbita 
sua  retinetur ;  si  remissior  fuerit  vis  illa,  corpus 
P  minus  attractum  a  centro  T  longius  recede- 
ret ;  et  contra,  si  augeatur  vis  illa,  corpus  P  ad 
Tpropiiis  accedet.  Aucta  igitur  actione  corporis 
S  in  T  per  accessum  corporis  T  ad  S,  augetur 
vis  N  M  minuiturque  vis  centripeta  corporis  P, 
ac  proinde  crescit  distantia  P  T.  E  contra  au- 
tem  decrescente  corporis  S  actione  per  recessum 
corporis  T  ab  S  decrescit  quoque  N  M  et  auge- 
tur  corporis  P  vis  centripeta,  minorque  fit  dis- 
tantia  P  T.  Hasc  omnia  per  vices  contingenf, 
ubi  nempe  corpus  T  coriiori  S  proximius  fuerit, 
augebitur  radius  P  T,  ubi  vero  remotius  evadet 
minuetur  radius. 

(')  •  Et  tcmpus  periadmim  migcbiiur  ac  di- 
minuetur,  &c.  Corpus  P  circa  T,  exclusa  cor- 
poris  longinqui  S  vi  ablatitia,  in  circulo  P  A  D 
revolvatur,  et  accedente  vi  illa  ablatitia  corporis 
S  quas,  ob  ingentem  distantiam  S  T,  parva  ad- 
modum  sit  respectu  vis  qua  corpus  P  a  corpore 
T  trahitur,  idem  corpus  P  in  orbe  fere  circulari 
adhuc  revolvetur.  Jam  vero  corporis  circulum 
vel  orbem  circulo  finitimum  describentis  vis  ac- 
celeratrix  versus  T  directa  est  semper  (per  Cor. 
2.  Prop.  4.)  in  ratione  composita  ex  ratione 
simplici  radii  T  P  qui  dicatur  R  directe  et  ra- 
tione  duplicata  temporis  periodici,  quod  dicatur 
t  inverse,  lioc  est,  vis  acceleratrix  corporis  P  ver- 

sus  T,  est  ut  — ,  et  manente  radio  ut  — :  sedvis 

t^  t* 

acceleratrix  in  distantia  data  est  ut  vis  absoluta 
corporis  trahentis,  ergo  si  corporis  T  trahentis 

vis  absoluta  dicatur  V,  erit  V  ut  —  et  t  *  ut  — , 

ac  t  ut  —rr-r  manente  radio  T  P  seu  R.     Porro 

vis  acceleratrix  qua  corpus  P  versus  T  trahitur, 
exclusa  vi  ablatitia  corporis  S,  est  reciproce  ut 
quadratum  diiitantiae  T  P,  hoc  cst  directe  ut 


—  (ex  hyp.)     Et  quonlam  vls  ablatitia  corpo- 

ris  S,  exigua  admodum  est  respectu  vis  accelera- 
tricis  qua  corpus  P  a  corpore  T  trahitur,  acce- 
dente  vi  illa  ablatitia,  vis  reliqua  acceleratrix  in 

corpore   P  erit  adhuc  ut  =-5  quam  prosime; 

quare  eadem  manente  reliqua  vi  centripeta  abso- 
luta  corporis  T  et  mutato  utcumque  radio  R, 
quadratum  temporis  periodici  t  ^  erit  ut  distan- 
tiae  cubus  R  ^.  ac  proinde  t  ut  \/  R  ^.  (per  Co- 
rol.  6.  Prop.  4.)  hoc  est  tempus  periodicum  est 
in  sesquipUcata  ratione  radii  T  P.  Si  igitur 
neque  maneat  radius  idem,  neque  eadem  vis  cen- 
tripeta  absoluta  in  corpore  T,  sed  per  actionem 
corporis  longinqui  S  radius  augcatur,  et  vis  cen- 
tripeta  minuatur,  aut  per  diminutionem  ejus 
actionis  radius  minuatur,  et  vis  centripeta  auge- 
atur,  quadratum  temporis  periodici  t  '^  erit  in  ra- 
tione  composita  ex  binis  rationibus  supra  inven- 

tis,  nimirum  ex  raUone  — ,  et  ratione  R  3,  hoc 

R3  .    ,x  .  R3 

est  t  *  ent  ut  -r^,  et  promde  t  ut  -y'  -r— ,  aut 

quod  idem  est,  tempus  periodicum  augebitur  ac 
diminuetur   in   ratione    composita    ex    ratione 

>^  R  3,  sesquiplicata  radii,  et  ratione  -         sub- 

duplicata  hujus  qua  vis  illa  centripeta  corporis 
centralis  T  per  incremenjum  vel  decrementum 
actionis  corporis  longinqui  S  diminuitur  vel  au- 

getur ;  nam  decrescente  V  crescit  pariter  — ,  et 

contra  crescente  V  in  eadem  ratione  decrescit 

J_ 

V" 

502.  SchoUum.  Hinc  ut  David  Gregorius 
in  scholio  ad  Prop.  17.  Lib.  4.  Astrouomia; 
physicas  et  geometrica;  observavit,  si  vis  centri- 
peta  coqjoris  centraHs  T  aliunde  quam  pcr  vim 
«xtruneaui  corporis  S  augeatur  et  miuuatur  per 
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diminuetur  in  ratione  composita  ex  ratione  sesquiplicata  radii,  et  ratione 
subduplicata,  qua  vis  illa  centripeta  corporis  centralis  T,  per  incrementum 
vel  decrementum  actionis  corporis  longinqui  S,  diminuitur  vel  augetur. 


E 


s> 


Ie 


M 


Corol.  7.  Ex  (")  praemissis  consequitur  etiam,  quod  ellipseos  a  corpore 
P  descriptae  axis,  seu  apsidum  linea,  quoad  motum  angularem,  progreditur 
et  regreditur  per  vices,  sed  magis  tamen  progreditur,  et  per  excessum 
progressionis  fertur  in  consequentia.  Nam  vis  qua  corpus  P  urgetur  in 
corpus  T  in  quadraturis,  ubi  vis  M  N  evanuit,  componitur  ex  vi  L  M  et 
vi  centripeta,  qua  corpus  T  trahit  corpus  P.  Vis  (^)  prior  L  M,  si  au- 
geatur  distantia  P  T,  augetur  in  eadem  fere  ratione  cum  hac  distantia,  et 
vis  posterior,  decrescit  in  duplicata  illa  ratione,  ideoque  summa  harum  vi- 
rium  ('')  decrescit  in  minore  quam  duplicata  ratione  distantise  P  T,  et  (*) 
propterea  (per  Corol.  1.  Prop.  XLV.)  efficit  ut  aux,  seu  apsis  summa, 


vices,  ut  si  corporis  T  vis  centripeta  absoluta 
supponatur  ipsius  massse  proportionalis  et  nova 
ei  addatur  et  detrahatur  per  vices  materia,  atque 
inde  ejus  vis  absoluta  in  eadem  ratione  augeatur 
et  minuatur,  corpus  P  in  minori  et  majori  orbita 
per  viccs  revolvetur,  diminuto  et  aucto  per  vices 
radio  T  P  ejusque  tempus  periodicum  minuetur 
et  augebitur  per  vices  in  ratione  composita  ex 
latione  susquiplicata  radii  directe  et  ratione  sub- 
duplicata  vis  centripetse  absoluta  coi-poris  T  in- 
verse  ut  supra.  Vis  enim  acceleratrix  composita 
et  residua  qua  corpus  T  auctum  et  dirainutum 
per  vices  trahit  corpus  P  est  hic  pra;cise  in  du- 
plicata  ratione  distantia;  inverse,  quod  in  casu 
Corol.  6.  quam  proxime  tantum  obtinet. 

(")  *  Ex  prcBmissis.  Si  corpus  P  circum  T 
ellipsim  circulo  finitimam  describat  cujus  umbi- 
licus  sit  T  hujus  ellipseos  axis  major  seu  apsi- 
dum  linea  motu  angulari  circa  umbilicum  T  per 
vices  progreditur  seu  fertur  in  consequentia  el  re- 
gredilur,  seu  in  antecedentia  movetur;  progre- 
ditur  nempe,  dum  corpus  P  est  in  syzygiis  A  et 
B,  regreditur  vero  dum  corpus  P  est  in  quadra- 
turis  C  et  D,  sed  magis  tamerCprogreditur  quam 
regreditur,  et  per  excessum  jyrogressionis  ferlur  in 
consequentia, 

C)  *  Vis  prior  L  M,  &c.  Nam  ob  ingentem 
corporis  S  a  corporibus  P  et  T  distantiaui  (ux 


Hyp.)  S  L  est  fere  parallela  S  M,  et  proindd 
L  M  ipsi  P  T  parallela  crescit  ubique  ut  P  T, 
quamproxime ;  in  quadraturis  vero  L  M  coinci- 
dit  cum  P  T. 

(^)  •  Decrescit  in  minore  quam  duplicatd  iild 
ratione,  hoc  est,  non  tantiim  minuilur  in  distan- 
tia  majore,  nec  tantiim  augetur  in  distantia  mi- 
nore,  quantum  minueretur  vel  augeretur,  si  vis 
tota  acceleratrix,  seu  virium  summa  cssct  semper 
ut  quadratum  distantia  reciproce. 

(*)  •  Et  propterea  per  Cor.  1.  Prop.  45.  Sit 
TP=A,  etLM  =  cX  A;  c  vero  quanti- 
tas  data,  et  vis  qua  corpus  P  versus  T  excIusS 
corporis  S  actione  augetur,  erit  (ex  Hyp.)  ut 

-,  et  accedentc  vi  exigua  L  M  in  quadraturis, 


A*' 


1 


harum  virium  summa  erit  ut  — ^  -f-  c  X   A, 

adeoque  hsec  virium  summa  decrescet  in  ratione 
paulo  minore  quam  in  duplicata  distanti»  P  T 
seu  A.  Nam  si  distantia  variabilis  A  evadat  b 
X  A,  sitque  b  numerus  unitate  major,  erit  vis 
in  simplici  distantia  A  ad  vim  in  distantia  majore 
1 1 


b  X  A,  ut  -—  +  c  X  A,  ad 


+  cbA, 


A*    '      '^     '        b»  A* 

hoc  est,  ut  b  b  +  c  b  b  A  3  ad  1  +  c  b  3  A  « 
sivc  ut  b  b  X  r+  c  A  3  ad  1  X  i  +  c  b  ^  A  3 
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regrediatur.  In  conjunctione  vero  et  oppositione  vis,  qua  corpus  P  urge- 
tur  in  corpus  T,  differentia  est  inter  vim,  qua  corpus  T  trahit  corpus  P, 
et  vim  K  L ;  et  differentia  illa,  {^)  propterea  quod  vis  K  L  augetur 
quamproxime  in  ratione  distantias  P  T,  decrescit  in  majore  quam  dupli- 
cata  ratione  distantiee  P  T,  (<=)  ideoque  (per  Corol.  1.  Prop.  XLV.)  ef- 
ficit  ut  aux  progrediatur.     In  {^)  locis  inter  syzygias  et  quadraturas  pen- 


bsEC  autem  ratio  minor  est  qiiam  ratjo  -—  ad 

. ,  €u  b  ^  ad  1,  cum  H  +  c  A  3)  minus 

sit  quam  1  +  c  b  3  A  ^.     Ponamus  itaque  viri- 

um  summam  esse  ut  ,^,  seu  ut  A      ^  +  ', 

et  q,  numerum  positivum  unitate  longe  mino- 
rem,  et  quoniam  si  motus  totus  angularis  quo 
corpus  P  ab  apside  una  ad  eandem  apsidem  re- 
dit,  sit  ad  motum  angularem  revolutionis  unius 
seu  360°.  ut  numerus  aliquis  m  ad  n  vis  centripe- 

ta  tota  est  ut  A 3  (per  Cor.  Prop.  45.) 

m  m 
.    . .      n  n         _  ^     n  n         ,    , 

ent  luc 3  =  q  —  2, =  I  +  q, 

m  m  ni  m 

—  =<y^l-|-q,etmadn,  seu  motus  totus  an- 

gularis  ab  apside  ad  eandem  apsidem  ad  360" 
ut  1,  ad  v'  1  -}-  q,  adeoque  motus  ille  angularis 

ab  apside  ad  eandem  =  — —         ,  quare  cum 
-V/l-f  q 


S6(P 
apsidem  =  —-■  .         , 

des  summam  et  imam  = 


vel  angulus  iater  apsi. 
=  180°.  X  V    ^~^ 


1  —  4  c 


Est  autem  y'  l  q,  numerus  unitate  mmor,  et 

1  —  c  .  .  ,  , 

j^ numerus  umtate  major,   adeoquc 

560° 
— u  ,    arcus    major    360°.    et    180°    X 

<V/   1  —  q 

1 c 

^  -         -  ,  arcus  major  180°.  quare  apsides  in 

hoc  casu  progrediuntur. 

C)  503.  Jn  locis  inter  syzyglai  et  quadratw 
ras,  &c.  lisdem  positis  quae  in  Lemmate  500. 
quseritur  distantia  angularis  corporis  P  a  quad- 
ratura  C,  v.  gr.  ubi  apsides  quiescunt.  Per  lo- 
cum  corporis  P  agatur  P  m  parallela  et  axjualis 
N  M  seu  T  M,  et  erit  P  m  =  3  P  K  (500.) 
Vis  P  m,  si  in  radium  T  P  productum  demit- 
tatur  perpendiculum  m  n,  resolvitur  in  vires  P  n, 
n  m,  quarum  n  m  agendo  secundum  lineam  ra- 
dio  perpendicularem,  vim  acceleratricem  corpo- 
lia  P  versus  T  nec  auget,  nec  minuit,  et  P  n 


sit  y'  1  -I-  q,  paulo  major  unitate, 
motus  totus  angularis  a6  apside  ad 
eamdem  apsidem  minor  erit  560°.  et 
ideo  apsides  obviam  ibunt  corpori  P 
revolventi,  seu  movebuntur  in  ante- 
cedentia,  aut  quod  idem  est,  regredi- 
entur.  Idem  facile  demonstratur 
(per  Cor.  2.  Prop.  45.)  vel  per  ex- 
cmpla  tertia.     Cum  enim  vis  tota  sit 

(ex  Hyp.)    ut   _  -|-  c  X  A,  erit 

(loco  citato),  angulus  revolutionis  cor- 

poris  inter  apsides  summam  et  imam  =  180® 

X  V  ;  sed  quoniam  c  est  numerus  po- 

1  -f-c 

sitivus,  — r-J ,  est  numerus  umtate  mmor,  er- 

1  -}-  4  c 

go  angulus  revolutionis  corporis  P  inter  apsides 

minor  est  1 80°. 

(b)  4>  Propterea  quod  vis  K L,  &c.     Estenim 

in  syzygiis   K  L  =  2  A  T,  seu  2  P  T  quam 

proxime  (501.) 

C^)  •  Idebqite  per  Cor.  1.  Prop.  45.  Namsi 
in  superiori  calculo  loco  -|-  q  scribatur  —  q,  vel 
loco  -f-  c  X  A,  scribatur  —  c  X  A,  quod  vis 
K  L  sit  ablatitia,  invenietur  angulus  totius  re- 
\olutionis  corporis  P  ab  apside  una  ad  eandcm 


agendo  secundum  radium  T  P  a  P  versus  n, 
vim  illam  acceleratricem  corporis  P  minuit ;  vis 
vero  L  M  seu  T  P  vim  acceleratricem  corporis 
P  versus  T  auget.  Quara  ubi  erit  P  n  =  P  T 
vis  acceleratrix  corporis  P  nec  augebitur  nec 
minuetur,  et  apsides  quiescent.  Porro  ob  trian- 
gula  T  P  K,  m  P  n  siroilia  P  T  :  P  K  =  P  m, 
seu  3  P  K  :  P  n  seu  P  T  Est  igitur  in  loco 
qua;sito  P,  3  P  K  ^  =  P  T  ^,  et  proinde  P  T : 
P  K  =  -v/  3  :  1 .  hoc  est  sinus  totus  ad  sinum 
distantiaj  angularis  corporis  P  a  quadratura 
proxima  ut  \/  3  ad  1,  seu  ut  1732.  ad  1000. 
proxime ;  unde  angulus  P  T  C  invenitur  esse 
35°.  26'.  circiter.  Quicscent  igifur  apsides  in 
quatuor  locis  corporis  P  quje  a  quadraturis  dis- 
tant  angulo  35°.  IG*;  et  hinc  in  singulis  corpo- 
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(let  motus  augis  ex  causa  utraque  conjunctim,  adeo  ut  pro  hujus  vel  alte- 
rius  excessu  progrediatur  ipsa  vel  regrediatur.  Unde  cum  vis  K  L  in 
syzygiis  sit  quasi  duplo  major  quam  vis  L  M  in  quadraturis,  excessus  erit 
penes  vim  K  L,  transferetque  augem  in  consequentia.  Veritas  autem 
hujus  et  praecedentis  corollarii  facilius  intelligetur  concipiendo  systema 
corporum  duorum  T,  P  corporibus  piuribus,  S,  S,  S,  &c.  in  orbe  E  S  E 
consistentibus,  undique  cingi.  (®)  Namque  horum  actionibus  actio  ipsius 
T  minuetur  undique,  decrescetque  in  ratione  plusquam  duplicata  distan- 
tiaj. 


lE 


si..v.::v:— :r:: 


Corol.  8.  C)  Cura  autem  pendeat  apsidum  progressus  vel  regressus  a 
decremento  vis  centripetae  facto  in  majori  vel  minori  quam  duplicata  ra- 
tione  distantiae  T  P,  in  transitu  corporis  ab  apside  ima  ad  apsidem  sum- 
mam ;  ut  et  a  simili  incremento  in  reditu  ad  apsidem  imam  ;  atque  ideo 
maximus  sit  ubi  proportio  vis  in  apside  summa  ad  vim  in  apside  ima  maxi- 
me  recedit  a  duplicata  ratione  distantiarum  inversa  :  manifestum  est  quod 
apsides  in  syzygiis  suis,  per  vim  ablatitiam  K  L  seu  N  M  —  L  M,  progre- 

ris  P  revolutionibus,  caeteris  paribus,  apsides  re-     quantitas  maxima  evadet  ubi  erit  P  K  =  o, 
gredientur  per  gradus  revolutionis  corporis  P,     quod  in  quadraturis  contingit. 
141°,  et  progredientur  per  grad.  219.  (*)  •  Navique  horum  actionibus,  &c     Hac 

enim  ratione  corpus  P  erit  semper  in 
quadraturis  simul  et  in  syzygiis  cor- 
poris,  seu  corporum  S,  adedque  cum 
vis  ablatitia  K  L  ;  in  syzygiis  ct  prope 
syzygias  sit  fere  duplo  major  quam  vis 
addititia  L  M,  in  quadraturis  et  prope 
quadraturas,  actio  corporis  T  uiinue- 
tur  undique,  dccrescetque  proinde  in 
ratione  plusquam  duplicata  distautiae 
TP. 

(^)  •  Cum  autem  (per  Corol.  7.) 
pendeat  apsidum  progressus  vel  regres- 
sus  a  decremeiito  vis  ccnlripelie  Jacto 
in  mqjori  vel  minori  guani  duplicatd  ratione  dia- 
tuntice  T  P  quaj  augetur  in  recessu  a  centro  T, 
sive  in  transitu  corj)uris  P  ab  apside  imd  ad  ttpsi- 
dem  summam,  ut  et  a  simili  incremento  in  ao- 
cessu  ad  centrum,  sive  in  redilu  ab  apside  sum> 
ma  ad  iipsidem  imam,  mavifestum  esl  progressum 
vcl  rcgres;ium  apsiduin  maximuui  csse  ubi  rath 


504.  lisdem  positis,  si  orbita  C  P  D,  circulo 
finitima  sit,  erit  vis  addititia  P  T  —  P  n,  maxi- 
ina  in  quadraturis.      Nam  cum  sit  sempcr  P  T : 

P  K  ==  5  P  K  :  P  n,  erit  P  n  =  ^-YY-'  *"= 
proindi  P  T  —  P  n  =  P  T  —  '^  ^  ?  ^  quw 
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dientur  velocius,  inque  quadraturis  suis  tardius  recedent  per  vim  additi- 
tiam  L  M.  Ob  diuturnitatem  vero  temporis,  quo  velocitas  progressus  vei 
tarditas  regressus  continuatur,  fit  hgec  inEequalitas  longe  maxima. 

Corol.  9.  Si  corpus  aliquod,  vi  reciproce  proportionali  quadrato  distan- 
tiae  suas  a  centro  revolveretur  circa  hoc  centrum  in  ellipsi ;  et  mox,  in 
descensu  ab  apside  summa  seu  auge  ad  apsidem  imam ;  vis  illa  per  acces- 
sum  perpetuum  vis  novae  augeretur  in  ratione  plusquam  duplicata  distan- 
tias  diminutae :  manifestum  est  quod  corpus,  perpetuo  accessu  vis  illius 


B     M 


vis  in  apside  summa  ad  vtm  in  apsideima  maxime 
recedit  a  dtiplicatd  ratione  dixtautiani?n  in\>ersa, 
porro  dum  linea  apsidum  seu  major  axis  ellipse- 
os  B  C  A  D,  cujus  umbilicus  est  T,  in  syzygiis 
A,  B  vcrsatur,  ratio  vis  totius  corporis  P  in  a|;- 
side  sumnia  positi  ad  vim  ejus  in  apside  iraa  ver- 
santis,  magis  recedit  a  duplicata  ratione  disbinti- 
arum  inversa  quam  in  alio  quovis  lineae  apsidum 
situ.  Sit  enim  B  apsis  summa,  A  apsis  ima,  et 
erlt  T  B  distantia  maxima,  A  T  minima  (ex 
natura  ellipseos.)  Unde  corpore  P  in  conjunc- 
tione  A  versante  erit  vis  ablatitia  K  L  (seu  dif- 
fcrentia  virium  acceleratrictim  corporum  T  et  P 
versus  S)  omnium  minima,  et  corpore  P  in  op- 
positione  B  versante,  erit  differentia  illa  K  L 
omnium  maxima.  Cum  autem  ob  ingentem 
corporis  S  distantiam  (ex  Hyp.)  sit  fere  K  L 
ad  k  1  ut  A  T  ad  T  B  (501 )  ratio  vis  corporis 
P  in  A  versantis  ad  vim  illius  in  B  positi,  ex- 

b 

—  cX 


primi  hic  poterit  per  rationem 
b 


A  T* 
c  X  T  B,   (si  ratio  b  ad  c 


A  T,  ad  _ 
'        T  B^ 

exprimat  rationem  vis  absolutae  trahentis  corpus 

P  versus  T,  ad  vira  absolutam  ablatitiam  K  L) 

seu  reductione  ad  eundem  denominatorem  facta, 

per  rationejn   T   B   ^   X  b  —  c  X  A  T^^',  ad 

A  T  ^  X  b  —  c  T  B  ^,  qua;  ratio  eo  magis  re- 

cedit  a  ratione  T  B  ^  ad  A  T  ^,  seu  duplicata 

distantiarum  inversa,  quo  magis  ratio  quantitatis 

b  —  c  X  A  T  3,  ad  quantitatem  b  —  c  X  T  B  3, 

recedit  a  ratione  axoualitatis,  seu  quo  rainor  est 

A  T  respectu  T  B,  quare  dum  linea  apsidum 

est  in  syzygiis  A,  B,   ratio  vis  totius  in  apside 

summa  ad  vim  in  apside  ima  maxime  recedit  a 

ratione  duplicata  distantiarum  inversa.      In  hoc 

igitur  linea;  apsidum  situ  apsides  celerrime  pro- 


grediunlur,  corpore  P  in  syzygiis  vel  prope  sy- 
zygias  versante.  Dum  vero  corpus  P  est  in 
quadraturis  C.  D,  fit  vis  L  M  =  C  T,  vel  D  T; 
Est  autem  ex  natura  ellipseos,  summa  linearum 
C  T,  D  T,  omnium  minima ;  quare  in  integra 
corporis  P  rcvolutione,  apsides  viribus  C  T,  D  T 
tardissime  regrediuntur  in  quadraturis  corporis 
P,  et  celerrime  progrediuntur  in  ipsius  syzygiis, 
atque  adeo  excessus  progressus  supra  regressum 
erit  in  hoc  casn  omnium  maximus,  et  apsides  in 
integra  corporis  P  revolutione  celerrime  move- 
buntur  in  consequentia.  Ob  contrarias  prorsus 
causas,  si  linea  apsidum  in  quadraturispositasit, 
f^sides  velocissime  regredientur,  corpore  P  in 
quadraturis  versante,  et  tardissime  progredientur 
corpore  P  in  syzygiis  existente,  et  ex  hac  utraque 
causa  fieri  poterit  ut  in  integra  corporis  P  circum 
T  revolutione,  regressus  apsidum  superef  eorura 
progressum,  proindeque  ut  apsides  in  anteceden- 
tia  ferantur ;  sed  quoniam,  ca;teris  paribus,  vis 
ablatitia  K  L  quae  progressum  apsidem  in  syzy- 
giis  corporis  P  inducit  est  (500)  fere  duplo 
major  vi  adjectitia  L  M  quse  apsidum  regressum 
in  quadraturis  corporis  P  producit,  excessu  pro- 
gressus  supra  regressum,  apsides  progrediuntur 
in  integra  sui  revolutione  circum  T,  hoc  est,  eo 
tempore  quo  apsides  ex  T  visje  omnes  cum  cor- 
pore  S,  aspectus  subeimt ;  augetur  vero  progrcs- 
sus  ille,  si  corpora  P  et  S  in  suis  orbitis  ferantur 
in  eandem  pkgam  ;  In  hac  enim  hypothesi,  ap- 
sides  diutius  hcerent  in  syzygiis  quam  in  quadra- 
turis,  quia  in  syzygiis  progrediuntur  cura  corpore 
S,  atque  adeo  diutius  illud  quasi  coraitantur,  in 
quadraturis  vero  feruntur  in  antecedentia  et  cor- 
poris  S  in  consequentia  revolventis  aspectum 
quadratum  veluti  fugiunt;  unde  fit  ut  apsidcs 
diutius  progrediantur  in  syzygiLs  suis  quam  re» 
grediuntur  iii  suis  quadraturis. 
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novse  impulsum  semper  in  centrum,  magis  vergeret  in  lioc  centrum  quam 
si  urgeretur  vi  sola  crescente  in  duplicata  ratione  distantiae  diminutae ; 
ideoque  orbem  describeret  orbe  elliptico  interiorem,  et  in  apside  ima  pro- 
pius  accederet  ad  centrum  quam  prius.  (^)  Orbis  igitur,  accessu  hujus 
vis  nov£e,  fiet  magis  excentricus.  Si  jam  vis  in  recessu  corporis  ab  apside 
ima  ad  apsidem  summam,  decresceret  iisdem  gradibus  quibus  ante  creve- 
rat,  redieret  corpus  ad  distantiam  priorem,  ideoque  si  vis  decrescat  in 


lE 


V 


majori  ratione,  corpus  jam  minus  attractum  ascendet  ad  distantiam  majo- 
rem  et  sic  orbis  excentricitas  adhuc  magis  augebitur.  Quare  si  ratio  in- 
crementi  et  decrementi  vis  centripetae  singulis  revolutionibus  augeatur, 
augebitur  seinper  excentricitas  ;  (^)  et  contra,  diminuetur  eadem,  si  ratio 
illa  decrescat.  Jam  vero  in  systemate  corporum  T,  P,  S,  ubi  apsides  or- 
bis  P  A  B  sunt  in  quadraturis,  ratio  illa  incrementi  ac  decrementi  minima 
est,  et  maxima  fit  ubi  apsides  sunt  in  syzygiis.  Si  apsides  constituantur 
in  quadraturis,  ratio  prope  apsides  minor  est  et  prope  syzygias  major  quairi 
duphcata  distantiarum,  et  ex  ratione  illa  majori  oritur  augis  motus  direo- 
tus,  (')  uti  jam  dictum  est.     ('')  At  si  consideretur  ratio  incrementi  vel 


(^)  •  Orbis  igitur  accessu  hujus  vis  novce  Jiet 
magis  excentricus ;  manente  enim  distantia  ap- 
sidis  summae  ab  orbitae  umbilico,  decrescet  dis- 
tantia  apsidis  imas  ab  eodem  umbilico,  majorque 
proinde  erit  ratio  prioris  distantias  ad  posteriorem, 
quam  si  vis  illa  nova  non  accessisset,  hoc  est, 
orbis  fiet  magis  excentricus. 

C^)  *  Et  conlra,  &c.  Si  in  descensu  corpo- 
ris  ab  apside  summa  ad  apsidem  imam,  vis  cen- 
tripeta  augeatur  minus  quam  in  duplicata  ratione 
distantiae  diminutte,  corpus  describet  orbem  orbi 
elliptico  exteriorem,  et  in  apside  ima,  minus  ac- 
cedet  ad  centrum  quam  prius,  hoc  cst,  orbis  fiet 
minus  excentricus,  et  excentricitas  adhuc  minu- 
etur,  si  in  corporis  ascensu  ab  apside  ima  ad 
summam,  vis  centripeta  minus  decrescat  quam 
antea  ci-everat.  Q.uare  si  ratio  incrementi  et 
decrementi  vis  centripetae  singulis  revolutionibus 
minuatur,  minuetur  semper  excentricitas. 

(')  •    Uti  jam  dictum  est  (Cor.  7.) 

(*)  •  jit  si  consideretur  ratio  incrementi  vel 


decrementi  toiius  in  progressu  corjyoris  P  inter 
apaides  in  quadraluris  C,  D  constiluli,  haec  mi- 
nor  est  quam  duplicata  distantiarum.  Sit  enim 
apsis  ima  C,  summa  D,  umbilicus  T,  erit  (ex 
Dem.)  vis  in  apside  iraa  ad  vim  in  apside  sum- 

ma  ut  ^^  +  n  X  C  T,  ad  r^^  +  n  X 

T  D,  (si  ratio  b  ad  n  exprimat  rationem  vis  a\y. 
solutae  trahcntis  corpus  1'  versus  T  ad  vira  ab- 
solutam  addititiam  L  M)  et  reductione  ad  eam- 
dem  denominationem  facta  ut  T  D  '^  X 
b  +  n  C  T  3  ad  C  T  »  X  F+  n  '1'  D  3,  qu« 
ratio  minor  est  quam  ratio  T  D  ^,  ad  C  T  *,  ob 
T  D,  majorem  quam  C  T ;  et  quoniam  in  hoc 
lineae  apsidum  situ  ratio  T  D  ad  C  T  seu  ratio 
distantiarum  umbilici  T  a  quadraturis  maxima 
est,  (ex  natura  ellipseos)  patet  rationem  totius 
decrementi  et  incrementi  vis  centripeta;  in  tran- 
situ  corporis  P  inter  apsides  mininiam  esse  ia 
quadraturis  apsidum.  £t  contra  si  fuerit  A  ap- 
sis  ima,  B  apsis  summa,  crit  vis  in  apside  imS 
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decrementi  totius  in  progressu  inter  apsides,  hasc  minor  est  quam  dupli- 
cata  distantiarum.  Vis  in  apside  ima  est  ad  vim  in  apside  summa  in  mi- 
nore  quam  duplicata  ratione  distantiae  apsidis  summas  ab  umbilico  ellip- 
seos  ad  distantiam  apsidis  imae  ab  eodem  umbilico,  et  contra,  ubi  apsides 
constituuntur  in  syzygiis,  vis  in  apside  ima  est  ad  vim  in  apside  summa  in 
majore  quam  duplicata  ratione  distantiarum.  Nam  vires  L  M  in  quadra- 
turis  additae  viribus  corporis  T  componunt  vires  in  ratione  minore,  et 
vires  K  L  in  syzygiis  subductae  a  viribus  corporis  T  relinquunt  vires  in 
ratione  majore.  Est  igitur  ratio  decrementi  et  incrementi  totius,  in  tran- 
situ  inter  apsides,  minima  in  quadraturis,  maxima  in  syzygiis  :  et  propte- 
rea  in  transitu  apsidum,  a  quadraturis  in  syzygias  perpetuo  augetur,  au- 
getque  excentricitatem  ellipseos ;  inque  transitu  a  syzygiis  ad  quadraturas 
perpetuo  diminuitur,  et  excentricitatem  diminuit. 

Corol.  10.  Ut  rationem  ineamus  errormn  in  latitudinem,  fingamus  pla- 
num  orbis  E  S  T  immobile  manere ;  et  ex  errorum  exposita  causa  mani- 
festum  est,  quod  ex  viribus  N  M,  M  L,  quae  sunt  causa  illa  tota,  vis  M  L 
agendo  semper  secundum  planiun  orbis  P  A  B,  nunquam  perturbat  mo- 
tus  in  latitudinem ;  quodque  vis  N  M,  ubi  nodi  simt  in  syzygiis,  agendo 
etiam  secundum  idem  orbis  planum,  (')  non  perturbat  hos  motus ;  (™) 
ubi  vero  sunt  in  quadraturis,  eos  maxime  peituibat,  corpusque  P  deplano 


ad  vim  in  apside  summa  utTB^Xb— cAT^,  'ero  et  prope  quadraturas  partem  orbis  minus 

,    .   _,  -       :; rr,  T,  ,      j  ^         •          •    •  excentrici   (ex  demonstratis  initio   Cor.   9.)  Et 

adAT^Xb  —  cTB3    adeoque  m  majon  .         .^     jj-,-^-     t   t\t  •           j    .     • 

.                   1.  Tii      jAT.-»^.          •  quomam  vis  additma  L.  M  m  quadraturis  cor- 

ratione  quam  1  B  *,  ad  A  T  ^,  et  quomam  ra-  ^    .    „         .          ^      ^^    •     ■  i  .•  ■     t.-  r    • 

.     ;,.  V.'    :,    A   rj,   ■    i-          •j         !•  pons  P  maxima  est,  et  v-is  ablaUUa  KL  m  sy- 

tio  T  B,  ad  A  T,  m  his  apsidum  locis  maxima  ^     ..      .          .         '      .           .         ^           u-,- • 

'       .    „.'              J    j               ^.    ^-  zvffus  eius  eUam  maxima,  vis  autem  addititia 

c^t.  ex  natura  ellipseos,  ratio  decremenU  et  iiicre-  •'='     .■•'...        ,-    •     ..  ^    ,,  ^.^. 

c.i,  CA  iiaiuta  t    p       ,  excentncitatem  dimmuit  et  abkuua  auget,  ma- 

menu  toUus  in  trans.tu  mter  apsides,  maxima  ^-^^^^^  ^.^    ^^  (^^t^ris  paribus)  in  una  cor- 

est  in  sj-zygiis  apsidum,  et  propterea  s.ngulis  Hs  P  revoluUone,   excen^citas  orbis  minima 

corpons  P  revolutiombus  m  U-ansitu  apsidum  a  «j^  j^  quadraturis  corporis  P,  et  maxima  in  iUius 

quadramns  ad  syzygias,  hac  raUo  perpetuo  au-  ^             ^^^ .  ^^^  ^  quadiaturis  ad  syzy- 

getur  augetque  excenmcitatem  ellipseos,  et  m  "'i^^        ^  ^  augeatur,  et  a  syzygiis  ad  quadra- 

transitu  apsidum  a  syzygus  ad  quadraturas  per-  f„^,^^^    ^^^  minuatJr. 

netuo  diminuitur,   et  excentncitatem  dimmuit.  /i\»»t            .iir           ,          t>  ^  ^ 

pci-uu  uiiui..Li  >■"  .  n\  *  ji^r^^  perturbat  hos  molus.     Patet   per 

Maxima  ergo  est  orbis  excenUricitas,  ubi  apsides  q.^^^    Prop   66 

sunt  in  syzygiis,  minima  ubi  sunt  in  quadraturis.  ^^^  '^^^^  ^'^^-  ^^.   ^^^   .^  guadraturis   eos 

505.  Ex  his  etiam  sequitur  in  unaquaque  cor-  maxivie  perturbat ;   Ubi  nodi  sunt  in  quadraturis 

poris   P  cLrcum   T  revolutione  excentricitatem  C  et  D  inclinatio  directionis  vis  N  M  (quae  linea 

orbis  circa  syzygias  corporis  P  augeri,   et  circa  P  m  exhibetur)  ad  planum  orbitaj  corporis  P 

ejus  quadraturas  minui,  minimamque  esse  in  il-  maxima  est,  ut  pote  aequalis  planorum  C  A  D, 

lius  quadraturis,  maximam  in  syzygiis,  cssteris  E  S  T  inclinationi  et  proinde,  carteris  paribus, 

paribus.      Nam  (per   Cor.    7.)    corpcris  P  vis  maxime  potenter  agit ;  in  alio  enim  linea  no- 

centripcta  tota  in  syzygiis  decrescit  in  majori  dorum  situ,  minor  est  inclinatio  directionis  vis 

quam  duplicata  ratione  distantise  auctae,  et  cres-  N  M  ad  planum  orbita  corporis  P,  et  evanescit 

cit  in  majori  ratione  quam  duplicata   distantiae  cum  nodi  sunt  in  syzygiis,  crescitque  adco  in 

diminuta;,  et  in  quadraturis  contra.     Quare  cor-  transitu  nodorum  a  syzygiis  ad  quadraturas,  et 

pus  P,   in  syzygiis  et  prope  syzygias  describit  contra,  decrescit  in  eorum  transitu  a  quadraturis 

partem  orbis  magis  excentrici,    in   quadraturis  ad  syzygias. 

VoL.  I.  Y 
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orbis  sui  perpetuo  trahendo,  (°)  minuit  inclinationem  plani  in  transitu 
corporis  a  quadraturis  ad  syzygias,  augetque  vicissim  eandem  in  transitu 
a  syzygiis  ad  quadraturas.  Unde  fit  ut  (°)  corpore  in  syzygiis  existente 
inclinatio  evadat  omnium  minima,  (p)  redeatque  ad  priorem  magnitudi- 


(")  507.  MinUit  indinationem  plani,  &c.  Sl 
orbitae  corporis  P  nodi  in  quadraturis  C,  D  con- 
stJtuantur,  angulus  inclinationis  orbitae  ad  pla- 
num  iinmotum  E  S  T  perpetuo  minuitur  in 
transitu  corporis  P  a  quadraturis  ad  syzygias, 
augetur  vero  in  transitu  corporis  a  syzygiis  ad 
quadraturas,  et  in  utroque  transitu  nodi  regre- 
diuntur.  Sit  enim  orbitae  P  A  B  pars  C  A  D 
supra  planum  immotum  E  S  T  elevata  altera, 
vero  pars  C  B  D  infra  illud  depressa  intelliga- 
tur ;  per  locum  corporis  P  agalur  recta  P  m 
parallela  line»  T  S,  exhibens  directionem  vis 
N  M,  et  corpus  P  feratur  primum  a  nodo  seu 
quadratura  C  ad  conjunctionem  A,  et  quoniam 
corpus  P  vi  revolutionis  per  arcuni  P  p  urgetur, 
et  vi  N  M  per  rectam  P  m  trahitur,  tempore 
quam  mim'mo,  vi  composita,  describet  lineolam 
P  or  quac  iion  est  in  plano  C  P  T,  sed  ab  eo  de- 
flectit  versus  P  m,  adeoque  corpus  movetur  in 
plano  T  P  sr  quod  productum  plano  E  S  T  non 
occuiret  in  C  sed  ultra  C  versus  oppositionem  B. 
Centro  T  et  intervallo  T  P  describatur  in  plano 
E  S  T  circulus  C  a  D  b,  in  plano  C  P  D  cir- 
culi  arcus  P  C,  et  in  plano  ir  P  T  arcus  P  c 
circulo  C  a  D  b  occurrens  in  c.  Et  quoniam 
vis  N  M  minima  est  respectu  vis  revolutionis 
corporis  P,  angulus  C  P  c,  inclinationis  plano- 
rura  C  P  T  et  c  P  T  minimus  est  seu  infinite- 
simus,  et  arcus  P  c  ab  arcu  P  C  nonnisi  minima 
seu  infinitesima  quantitate  diiTeit;  quarc  cum 
(ex  hyp.)  arcus  P  C  a  quadrante  C  A  difiVrat 
finita  quantitate  P  A,  summa  arcuum  P  C,  P  c 
semicirculo  minor  est,  et  hinc  in  triangulo  spheri- 
co  C  P  c,  angulus  externus  P  C  a  (per  Prop.  13. 
sphffiricorum  Menelai,  vel  per  Theor.  33.  Sphge- 
ricorum  Clariss.  Wolfii,)  major  est  angulo  inter- 
no  opposito  P  c  C,  lioc  est,  inclinatio  plani 
c  P  T  ad  planura  immotum  E  S  T  minor  cst 


a   B 


inclinatione  plani  C  P  T  ad  idem  planum  E  S  T. 
In  transitu  igitur  corporis  P  a  quadratura  C  ad 
conjunctionem  A  orbitae  inclinatio  perpetuo  mi- 
nuitur,  et  quoniam  nodus  C  transfertur  in  c,  fit- 
que  proinde  obviam  corpori  revolventi,  nodi  re- 
grediuntur.  Eodem  modo  demonstratur  incli- 
nationem  minui  et  nodos  regredi  in  transitu 
corporis  a  'quadratura  D  ad  oppositionem  B. 
Jam  feratur  corpus  a  conjunctione  A  ad  quad- 
raturara  proximam  D,  et  in  loco  quovis  P,  du- 
pb"ci  vi,  nempe  vi  revolutionis  per  arcum  P  p  et 
vi  N  M  per  rectam  P  m  urgetur,  atque  adeo 
describit  lincolam  P  «•,  quse  ab  arcu  P  p  versus 
P  m  declinat.  Quare  si  centro  T  et  intervallo 
T  P  describantur  ut  supra  tres  arcus  P  D,  a  D, 
P  d,  eodem  modo  demonstrabitur  nodum  D 
transferri  in  antecedentia  in  d,  et  angulum  P  d  a 
majorem  esse  angulo  intemo  opposito  P  D  d, 
hoc  cst,  inclinationem  orbitfe  augeri  in  transitu 
corporis  P,  a  conjiinctioneadquadraturam  prox- 
imam,  et  eadem  eodem  modo  ostenduntur  fieri 
jn  transitu  ab  oppositione  B  ad  quadraturam  C. 
Q.  e.  d. 

C)  •  Corpore  in  si/ZJ/giis  exiitente.  Vis  enim 
N  M,  caeteris  paribus  maxima  est  in  syzygiis 
(501). 

C)  *  liedeatque  ad  priorem  magniludincm 
circiler.  Si  enim  orbita  C  A  D  B  perfectc  cir- 
cularis  maneret,  aequalis  essct  vis  N  M  in  pari- 
bus  corporis  P  distantiis  a  nodis  C  et  D,  in 
utroque  quadrante  C  A  et  A  D,  vel  D  B  ct 
B  C ;  quare  cura  orbita  C  A  D,  drculo  finltima 
supponatur,  et  per  vim  exiguam  N  M  minuatur 
inclinatio  plani  in  transitu  corporis  P  a  quadra- 
turis  ad  syzygias,  et  contra,  augeatur  per  a;qualem 
vim  N  M  in  transitu  corporis  P  a  quadraturis 
ad  syzygias ;  liquet  quod  inclinatio  ndcat  ad 
priorem  magnitudinem  circiter,  ubi  corpub  P  u 
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nem  circiter,  ubi  corpus  ad  nodura  proximura  accedit.  ^)  At  si  nodi 
constituantur  in  octantibus  post  quadraturas,  id  est,  inter  C  et  A,  D  et  B, 
intelligitur  ex  modo  expositis,  quod,  in  transitu  corporis  P  a  nodo  alteru- 
tro  ad  gi*adum  inde  nonagesimum,  inclinatio  plani  pei-petuo  minuituTr 


.(9 L--. .\ 

^^     JSfT     /B     M 


deinde  in  transitu  per  proximos  45  gradus,  usque  ad  quadraturam  proxi- 
mam,  inclinatio  augetur,  et  postea  denuo  in  transitu  per  alios  45  gradus, 
usque  ad  nodum  proximura,  diminuitur.  Magis  itaque  diminuitur  incli- 
natio  quam  augetur,  C)  et  propterea  minor  est  semper  in  nodo  subse- 
quente  quam  in  pr£Ecedente.  (*)  Et  simili  ratiocinio,  inclinatio  magis  au- 
getur,  quam  diminuitur,  ubi  nodi  sunt  in  octantibus  alteris  inter  A  et  D, 


syzygia  ad  nodum  pronmum  in  quadratura  po- 
situm  accedit. 

C)  508.  jit  si  nodi  contlituantiir  in  oclantibus 
posl  guadraturas,  id  est  in  locis  K  et  L  ita  ut 
anguli  K  T  c,  K  T  a  sint  aequales,  seu  45°.  1°. 
Inclinatio  plani  perpetub  minuilur  in  transitu 
corjioris  P  a  nodo  ad  gradum  inde  nonagesimiim 
F  vel  G.  2°,  ylugetur  in  transitu  a  gradu  iVo 
90°.  ad  quadraturam  jrroximam.  3°.  In  utro- 
que  transitu  regrediuntur  nodi.  4°.  In  transitu 
a  quadratura  ad  nadum  ]rroximum  incHnatio  mi- 
nuitur  et  nodi  progrediuntur.  1"™.  2"'°.  et  S"". 
Eodem  modo  demonstrantur  ac  superius  (507). 
Quartum  ita  ostenditur.  Dum  corpus  P  a 
quadratura  D  ad  nodum  proximum  L  fertur, 
directio  vis  N  M,  quse  ante  dirigebatur  a  P  ver- 
sus  m  in  contrariam  mutatur  ;  Quare  corpus  P 
inter  D  et  L  positum  vi  revolutionis  urgetur  per 
arcum  P  p  et  vi  N  M  ab  illo  arcu  retrahitur 


versus  M  atque  vi  utraque  fertur  tempore  mini- 
mo  per  lineolam  p  t  quje  ab  arcu  P  p  in  pla- 
gam  M  a  deflectit.  Si  itaque  centro  T  et  inter- 
vallo  T  P  describantur  tres  arcus  circulares  P  L, 
p  *,  L  1  b  a,  in  planis  T  P  L,  T  *,  E  S  T 
eodem  modo  ac  in  nota  507.  patet  angulum 
P  1  L  minorem  esse  angulo  P  L  a.  Unde  in 
transitu  corporis  a  quadratura  D  ad  nodum 
proximum  L  inclinatio  orbita;  minuitur  etnodus 
progreditur ;  eadem  fieri  in  transitu  corporis  a 
quadraturS  C  ad  nodum  proximum  K,  eodem 
reodo  demonstratur.     Q.  e.  d. 

(')  *  Et  proptcred  minor  est  semper  inclinatio 
in  nodo  stibsequenle  quam  in  priscedenlc,  quod 
verum  quoqueest,  ubicumque  constituatur  nodus 
K  inter  c  et  a,  ut  patet  ex  ipsis  demonstraiioni- 
bus  in  nolis  507.  et  508.  traditis. 

(')  509.  Et  siniili  ratiocinio,  &c.  Si  nodus 
K  constituatur  inter  quadraturam  C  vel  c  et  op- 
2 
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B  et  C.  (*)  Inclinatio  igitur  ubi  nodi  sunt  in  syzygiis  est  omnium  maxi- 
ma.  In  transitu  eorum  a  syzygiis  ad  quadraturas,  in  singulis  corporis  ad 
nodos  appulsibus,  diminuitur ;  fitque  omnium  minima,  ubi  nodi  sunt  in 


Ei 


positionem  B  vel  b,  et  nodus  oppositus  L  inter 
quadraturam  D  vel  d,   et  conjunctionem  A  seu 
a,  feraturque  corpus  a  nodo  K  per  C  ad  alterum 
nodum  L.     1°.    In  transitu  cor- 
poris  a  nodo  ad  quadraturam  proxi- 
mam  inclinatio  plani  perpetuo  au- 
getur  et  nodi  progrediuntur.   2°. 
In  transitu  a  quadratura  C  vel  D 
ad  gradum  a  nodo  nonagesimum 
F  vel  G  inclinatio  minuitur  et  nodi 
regrediuntur.     3°.   In   transitu   a 
gradu  illo  90°.   ad  nodum  proxi- 
mum  inclinatio  augetur  et  nodi  re- 
grediufttur.    2""".  et  3""".   demon- 
strantur   prorsus  ut  in  nota  507. 
jum^    vero   ita   ostenditur.      Dum 
corpus    P   versatur   inter   nodum    K   et  quad- 
raturam    C,    vi    revolutionis    urgetur    per   ar- 
cum   P  p,  et  vi   N  M   trahitur  secundum  di- 
rectionem    P   m    in    plagam    M,    adeoque   vi 
iitraque  describet  tempusculo  minimo  lineolam 
P  ■r,  quje  ab  arcu    P  p  xieflectet  versus  P  m  ; 
.  quare  si  centro  T,  radio  T  P,   describantur  ut 
supra  arcus  P  K,  sr  P  k,  K  k  c  a  in  planis 


TpP,  TfrP,  EST  patet  propositum,  ut  in 
nota  507. 

510.  Corol.  £x  tribus  stiperioribus  demonstra- 


tionibus  (507,  508,  509)  inter  se  collatis  manifes- 
tum  est  nodos  progredi  quamdiu  corpus  P  inter 
quadraturam  alterutram  et  nodum  quadratura; 
proximum  versatur ;  eos  vero  regredi,  dum  corpus 
P  in  aliis  quibuslibet  locis  versatur.  Unde  sequi- 
tur  in  singulis  corporis  P  a  nodo  ad  nodum  revo- 
lutionibus  nodos  magis  regredi  quam  progredi, 
adeoque  absolute  regredi  nisi  fuerint  in  syzygiis. 


(')  *  Inclinatio  igilur  ubi  nodi  $unt  in  syzy- 
giis,  &c.  Quoniam  in  singulis  corporis  P  a  nodo 
ad  nodum  revolutionibus,  linea  nodorum  regre- 
ditur  (510)  et  in  transitu  nodorum  a  syzygiis  A 
et  B  ad  quadraturas  C  et  D,  inclinatio  orbitEC 
perpetuo  minuitur  (508)  deinde  vero  in  transitu 
nodorum  a  quadraturis  C  et  D,  ad  syzygias  B, 
et  A,  perpetuo  augetur  (509),  manifestum  est 
inclinationem  minimam  esse  ubi  nodi  sunt  in 
quadraturis  et  corpus  P  in  syzygiis  (in  quibus 
vis  N  M,  caeteris  paribus,  maxiina  est)  et  maxi- 
niam  inclinationera  esse  ubi  nodi  sunt  in  syzy- 
giis.  Porro  sint  nodi  K  et  L  inter  C  et  A,  D 
et  B  primum,  deinde  regrediendo  transeant  in 
locn  k  et  I,  inter  C  et  B,  D  et  A,  sintque  arcus 
C  K  et  C  k,  a:quales.     In  primo  casu  inclinatio 


minuitur  in  transitu  corporis  P,  per  quadrantem 
K  F,  (508)  et  in  sccundo  casu  aequalibus  viri- 
bus  augetur  per  quadrantem  f  I,  (509).  In  pri- 
mo  casu  inclinatio  augctur  per  arcum  F  D 
(508),  et  in  secundo  casu  aequalibus  viribus  mi- 
nuitur  per  arcum  C  f  =  F  D  (509).  Tandem 
in  primo  casu,  inclinatio  minuitur  per  arcum 
D  L,  (508)  et  in  secundo  casu  augetur  sequa- 
libus  viribus  per  arcum  aequalem  k  C,  (509). 
Quare,  casteris  paribus,  in  transitu  nodorum  a 
quadraturis  ad  syzygias  inclinatio  planorum  iis- 
dem  gradibus  crescit  quibus  antea  decreverat  in 
transitu  nodorum  a  syzygiis  ad  quadraturas, 
ideoquc  nodis  ad  syzygias  proximas  appulsis,  ad 
magnitudinera  primam  revertitur. 
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quadraturis,  et  corpus  in  syzygiis  :  dein  crescit  iisdem  gradibus,  quibus 
antea  decreverat,  nodisque  ad  syzygias  proximas  appulsis,  ad  magnitudi- 
nem  primam  revertitur. 


I^    ■ 


AV "wr 'Jb"'m 


Su 


\E 

Co7-ol.  11.  Quoniam  corpus  P,  ubi  nodi  sunt  in  quadraturis,  perpetuo 
trahitur  de  plano  orbis  sui,  idque  in  partem  versus  S  in  transitu  suo  a 
nodo  C  per  conjunctionem  A  ad  nodum  D ;  et  in  contrariam  partem  in 
transitu  a  nodo  D  per  oppositionem  B  ad  nodum  C :  manifestum  est, 
quod  in  motu  suo  a  nodo  C  corpus  peipetuo  recedit  ab  orbis  sui  plano 
primo  C  D,  usque  dum  perventum  est  ad  nodum  proximum ;  ideoque  in 
lioc  nodo,  longissime  distans  a  plano  illo  primo  C  D,  transit  per  planum 
orbis  E  S  T  non  in  plani  illius  nodo  altero  D,  sed  in  puncto  quod  inde 
vergit  ad  partes  corporis  S,  quodque  proinde  novus  est  nodi  locus  in  an- 
teriora  vergens.  Et  simili  argumento  pergent  nodi  recedere  in  transitu 
corporis  de  hoc  nodo  in  nodum  proximum.  (")  Nodi  igitur  in  quadraturis 
constituti  perpetuo  recedunt ;  in  syzygiis,  ubi  motus  in  latitudinem  nil 
perturbatur,  quiescunt ;  in  locis  intermediis,  conditionis  utriusque  parti- 
cipes,  recedunt  tardius  :  ideoque,  semper  vel  retrogradi,  vel  stationarii 
singulis  revolutionibus  feruntur  in  antecedentia. 

Corol.  1 2.  Omnes  illi  in  his  corollariis  descripti  errores  sunt  paulo  ma- 
jores  in  conjunctione  corporum  P,  S,  quam  in  eorum  oppositione ;  (^)  id- 
que  ob  majores  vires  generantes  N  M  et  M  L. 

Corol.  13.  Cumque  rationes  honim  coroUariorum  non  pendeant  a  mag- 

(")  *  Nodi  igitur  in  quadraluris  constiluti,  a  -)-  b,  a  +  2  b  in  continua  proportione  arith- 

&C.     In  integra   corporis   P   revolutione,  nodi  metica,  ratio  2"^.  ad  1*"".   (quae  e  tribus  est  mi- 

partim  regrediuntur,   partim  progrediuntur,  nisi  nima)  major  erit  quam  ratio  3==.  (qu»  est  maxi- 

fuerint  in  quadraturis  vel  in   syzygiis  constituti  ^^^  a^  g'"'.      Est  enim  a  -}-  b  :  a  =  a -f-  b  X 


(510)  ;  dum  autem  in  quadraturis  vcrsantur,  vis 


a-j-b:aa-)-ab=  aa  -j-  2ab  -j-  bb 


N  M,  quse  eorum  regressum  producit,  maxime  «  7+  a  b  ;  sTd  est  a  -t-  2  bTa  +  b  =  a  a  -jl 

potenter  aglt  (506) ;  quare  nodi  m  quadratuns  ^  a  17:  a  a  -f  a  b.     E^go  cum  raTo  a  a  +  2  a  b 
constituti    celemme   regredmntur ;    m   syzygns       ,    .   u  „j  „  I,    i    „  j,  .»,„•„,  o;.  „     ~      •■  i 

, .       ,      .    ,,.,,.      ="     ., .,        '     ,    ,  "^  •'^  •  +  b  b  ad  a  a  +  a  b  maior  sit  quara  ratio  a  a  + 

ubi  motus  in  latitudmem  n.hil  perturbatur  qui-  7^  b  ^d  a  a  +  a  b,  erit  ratio  a  +  b  ad  a  mZx 

escunt,  m  locis  mtermedns  recedunt  quidem  sin.  ^^^^^^  a  +  2b  ad  a  +  b. 
gulis  revolutionibus  corporis  P,  (510),  sed  tar-  •  ' 

dius  quam  in  quadraturis,  ideogue  scniper,  &c.  (")  •  Idque  oi>  majores  vircs  genera?itcs  iV  Jlf 

511.  Lemma.    Si  fuurint  tres  quautitates  a,  et  M  L»      Vis  L   M  in   coiijuuctioue  est  ut 
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nitudine  corporis  S,  obtinent  pragcedentia,  omnia  ubi  corporis  S  tanta 
statuitur  magnitudo,  (^)  ut  circa  ipsum  revolvatur  corporum  duorum  T  et 
P  systema.  Et  ex  aucto  corpore  S  auctaque  ideo  ipsius  vi  centripeta  a 
qua  errores  corporis  P  oriuntur,  evadent  errores  illi  omnes,  paribus  dis- 
tantiis,  majores  in  hoc  casu  quam  in  altero,  ubi  corpus  S  circum  systema 
corporum  P  et  T  revolvitur. 

Corol.  14.  (^)  Cum  autem  vires  N  M,  M  L,  ubi  corpus  S  longinquum 


AT 


et  vis  1  m  in  opposhlone  est  ut 


TB 


S  A  3' - -^^ S  B  3 

(49.5).  Quare  (caeteris  paribus)  hoc  est,  si  fue- 
rit  A  T  =  T  B  vis  M  L  in  conjunctione  major 
erit  vi  m  1  in  oppositione  propter  S  A  3  minorem 
quam  S  B  3,  Quod  erat  unum.  Porro  si 
A  T  et  B  T  sint  aequales,  tres  lineae  S  A,  S  7', 
S  B  erunt  in  continua  proportione  arithmetica 
ct  proinde  S  K  mediocris  distantia  corporis  P 
ab  S  erit  aequalis  S  T ;  et  quoniam  S  K  exhi- 
bet  vim  acceleratricem  corporis  P  versiis  S  in 
niediocri  distantia  S  K,  et  S  N  exponit  vim  ac- 
celeratricem  corporis  T  versus  S,  (Ptop.  66.) 
erit  S  N  =  S  T,  atque  adeo  N  M  =  T  M,  et 
m  N  =  T  m.     Sed  quoniam  P  T,  seu  A  T  : 

S  T  V  T  Tvr 
S  T  =  L  M  :  S  M,  erit  S  M  =         -^ 


et  similiter  invenietur  S  m  = 


A  T 
STXlm 


queTM=SM— ST= 


^  ^     ,  ade6- 
STXLM— STXAT 


ctTm  =  ST  —  sm: 


A  T 
STXAT— STXlm 


A  T 


unde  difFerentia  T  M  —  T  m,  erit  ut  S  T  X 

LM-fSTXlm— STX2AT,  hoc  est, 

utLM-j-lm  —  2AT;  Est  autem  summa 

L  M  -4-  1  m,  major  quam  2  A  T.     Nam  cum 

.    ,       ,^,,          ST3XAT 
sit  (495)  L  M  =   w-^- .  el  1  m  = 


S  T3  X  A  T 


S  A3 

t,  -v,  1       '  '■^**  ^  M  major  est  recta  A  T, 
S  B  3 

in  ratione  S  T  3  ad  S  A  3,  et  1  m  minor  ost  A  T 

in  ratione  S  B  3  ad  S  T  3.    Est  vero  ratio  S  T  3 

od  S  A  3,   major  ratione  S  B  3  od  S  T  3   (511) 

cl  proinde  diirerentia  rcctarum  L  M  et   A  T 


major  erit  quam  dlfferentia  rectarum  A  T  et  1  m, 
et  ideo  sumroa  L  M  -j-  1  m  major  est  quam 
2  A  T ;  Quare  tandem  erit  T  M  major  quam 
T  m,  seu  vis  N  M  major  in  conjunctione  quam 
in  oppositione ;  Quod  erat  alterum. 

C)  *  Ut  circa  ipsum  revolvalur,  &c.  De- 
monstrationes  enim  sunt  eaedem,  sive  corpus  S 
moveatur  circum  T,  seu  corpus  T  revolvatur 
circum  S. 

(')  512.  •  Cum  autem  vires  N  M,  M  L,  &C. 
■  Ob  magnam  distantiam  corporis  S,  erit  fcre  L  S 
parallela  M  S,  et  S  N  =  S  T  a::  S  K,  ac  M  L 
==  P  T ;  et  quoniara  N  M  in  syzygiis  est  ut 
M  L  in  quadraturis  (501 ).  Si  aucta  vel  dimi- 
nuta  actione  corporis  S,  orbita  C  A  D  B  una 
cum  lineis  hinc  pendentibus  P  T,  N  M,  M  L 
augeatur  vel  diminuatur  (Cor.  6.  hujus  Prop. 
66.)  tres  illje  lineae  in  eadem  fere  ratione  inter 
se  (caeteris  paribus)  augebuntur  vel  diminuentur. 
Est  autem  vis  M  L  ad  vim  S  K  ut  recta  M  L 
ad  rectam  S  K,  seu  quam  proxirae  ut  P  T  ad 
S  T ;  Quare  vis  M  L  (adeoque  et  vis  N  M)  cst 
quam  proxime  ut  vis  S  K  et  ratio  P  T,  ad  S  T, 
conjunctim,  hoc  est,  si  vis  acceleratrix  S  K  di- 
A  X  P  T 


catur  A  ut  • 


ST 


Porrd  data  vi  absoluta 


corporis  S,  vis  acceleratrix  A  in  distantia  S  K 

seu  S  T  cst  ut  ^,  (ex  hyp. )     Quare  vires 

N  M,  M  L,  data  vi  absoluta  corporis  S,  sunt  ut 
PT 
„,  j ;  hoc  est  (si  detur  distantia  P  T)  ut  S  T  ' 

reciproce.  Verum  si  variabilis  sit  vis  absoluta 
V  corporis  S,  erit  vis  accclcratrix  A  in  distnntia 
S  T,  ut  vis  absoluta  Vdirccte  et  quadratum  dis- 
tantia:  S  T  invcrse,   (nam  niuncnte   vi   al>sohitJ' 
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est,  sint  quamproxime  ut  vis  S  K  et  ratio  P  T  ad  S  T  conjunctim,  hoc 
est,  si  detur  tum  distantia  P  T,  tiun  corporis  S  vis  absoluta,  ut  S  T  cub. 
reciproce ;  sint  autem  vires  illae  N  M,  M  L  causae  errorum  et  efFectuum 
omnium,  de  quibus  actum  est  in  pra:cedentibus  corollaiiis :  manifestum 


lE 


s. 


V 


M 


est,  quod  eiFectus  illi  omnes,  stante  corporum  T  et  P  systemate,  et  muta- 
tis  tantum  distantia  S  T  et  vi  absoluta  corporis  S,  sint  quamproxime  in 
ratione  composita  ex  ratione  directa  vis  absolutae  corporis  S,  et  ratione 
triplicata  inversa  distantiae  S  T.  Unde  si  systema  corporum  T  et  P  re- 
volvatur  circa  corpus  longinquum  S ;  vires  illae  N  M,  M  L,  et  earum  ef- 
fectus  erunt  (per  Corol.  2.  et  6.  Prop.  IV.)  reciproce  in  duplicata  ratione 
temporis  periodici.     Et  inde  etiam,  (*)  si  magnitudo  corporis  S  propor- 


corporis  S,  Tis  acceleratrix  est  ut  S  T  *  inversey 

et  manente  distantia  S  T  vis  acceleratrix  est  ut 

vis  absoluta  directe,   proindeque  variaHtibus  vi 

absoluta  et  distantia  simul,  vis  acceleratrix  eft  ut 

vis  absoluta  directe  et  quadratum  distantise  in- 

verse)  ;   Quare  si  locb  vis  acceleratricis  A  ratio 

A  y  P  T 
illa  composita  in  facto  — ^^ —  ponatur,  vires 


ST 


N  M,  M  L  erunt  quam  proxim^  ut 
V 


VXPT 


seu  data  P  T,  ut  ■ 


ST3    ' 
hoc  est  in  ratione  com- 


S  T3' 

posita  ex  ratione  directa  vis  absoluts  corporis  S, 
et  ratione  triplicata  inversa  distantiae 
S  T.  Vis  autem  absoluta  corporis 
S,  est  (ex  Dem. )  in  ratione  composi- 
ta  vis  acceleratricis  A  et  quadrati  dis- 
tantia?  S  T,  et  vis  acceleratrix  A  in 
distantia  S  T  est  (per  Corol.  2.  Prop, 
4.)  in  ratione  composita  ex  ratione 
directa  distantise  S  1"  et  ratione  du- 
plicata  inversa  temporis  periodici  cor- 
jioris  T  circum  S  ad  distantiam  S  T  circulum 
describentis,  adeoque  vis  absoluta  corporis  S  est 
ut  cubus  distantiae  S  T  directe,  et  quadratum 
temporis  periodici  corporis  T  inverse.  Quare 
vires  N  M,  M  L  (earumque  effeclus)  quae  sunt 
directe  ut  vis  absoluta,  et  inverse  ut  cubus  dis- 
tantiw,  sunt  reciproce  in  duplicata  ratione  tem- 
poris  periodici  coriwris  T. 


(/)  *  Si  magnitudo  seu  massa  corjyoris  S pro- 
portionalis  sit  ipsitis  vi  absolutir,  dato  corpore  S 
dabitur  vis  illius  absoluta  ;  unde  si  prsterea  data 
sit  distantia  P  T,  vires  JV  M,  M  /.  et  earum 
effectus  ervnt,  ex  supra  demonstratis,  ut  cubus 
distantia  S  T  inverse ;  sed  diameter  apparens 
F  G  corporis  longinqui  S  ex  T  visi,  hoc  est, 
angulus  F  T  G  sub  quo  diameter  F  G  de  loco 
T  videtur,  e&t  ut  distantia  S  T  inverse ;  nam 
cum  globi  S  diameter  parva  admodum  suppo- 
natur  respectu  distantiae  S  T,  angulus  F  T  G, 
erit  admodum  exiguus,  et  globi  radius  S  F  ad 
S  T  normalis  usurpari  poterit  pro  arcu  circuli 
centro  T  et  intervallo  T  S  descripti,  adeoque 


F  S 
(154)  angulus  F  T  S  =  -w-t^  hoc  est,  ob  da- 

tum  radium  S  F,  angulus  F  T  S  et  ipsius  du- 
plus  F  T  G  erit  ut  S  T  inverse.  Vires  igitur 
N  M,  M  L  edrumque  effectus,  erunt  ut  cubus 
diametri  apparentis  corporis  longinqui  S  e  corj>ore 
T  s])ectali. 
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tionalis  sit  ipsius  vi  absolutae,  erunt  vires  illae  N  M,  M  L,  et  earum  ef- 
fectus  directe  ut  cubus  diametri  apparentis  longinqui  corporis  S  e  corpore 
T  spectati,  et  vice  versa.  Namque  hae  rationes  eaedem  sunt,  atque  ratio 
superior  composita. 


Corol.  15.  (^)  Et  quoniam  si,  manentibus  orbium  E  S  E  et  P  A  B 
forma,  proportionibus  et  inclinatione  ad  invicem,  mutetur  eorum  magni- 
tudo,  et  si  corporiun  S  et  T  vel  maneant,  vel  mutentur  vires  in  data  qua- 
vis  ratione ;  (^)  hae  vires  (hoc  est,  vis  corporis  T,  qua  corpus  P  de  recto 
tramite  in  orbitam  P  A  B  deflectere,  et  vis  corporis  S,  qua  corpus  idem 
P  de  orbita  illa  deviare  cogitur)  agunt  semper  eodem  modo,  et  eadem 
proportione :  necesse  est  ut  similes  et  proportionales  sint  effectus  omnes, 
et  proportionalia  effectuum  tempora ;  hoc  est,  ut  errores  omnes  lineares 
sint  ut  orbium  diametri,  angulares  vero  iidem,  qui  prius,  et  errorum  li- 
nearium  similium,  vel  angularium  aequalium  tempora  ut  orbium  tempora 
periodica. 

Corol.  16.  Unde,  si  dentur  orbium  formae  et  inclinatio  ad  invicem,  et 
mutentur  utcunque  corporum  magnitudines,  vires  et  distantiae ;  ex  datis 
erroribus  et  eiTorum  temporibus  in  uno  casu,   coUigi  possunt  errores  et 


(*>)  *  Et  quoniam  d  manentibm,  &c.  Hoc 
est,  si  eorporum  S  et  T  vel  maneant  vel  muten- 
tur  vires  absolutae  in  data  quavis  ratione,  et  or- 
bium  E  S  E  et  P  A  B,  magnitudo  ita  mutetur, 
ut  orbis  E  S  E  sibi  similis  semper  maneat,  sic- 
ut  et  orbis  P  A  B  sibi,  et  horum  orbium  incli- 
naiio  non  mutetur,  nec  proportio  seu  ratio  axi- 
um  uniizs  orbis  ad  axes  alterius  aut  lineanim 
quarumvis  in  uno  orbe  ad  lineas  homologas  in 
altero  orbe. 

C)  •  Hce  vires,  &c.  Vis  acceleratrix  qui 
corpus  P  in  loco  P  versus  T  trahitur,  est  (512) 
ad  vim  acceleratricem  qua  versus  S  urgetur,  in 
ratione  composita  ex  ratione  directa  vis  absolutas 
corporis  T  ad  vim  absolutam  corporis  S,  et  ra- 
tione  inversa  duplicata  distantije  P  T  ad  distan- 
IJam  P  S.  Quare  si  vires  absoluta;  et  distantiae 
in  dalis  rationibus  mutentur,  manebit  eadem  vi- 
rium  occi'lcratritiim^_  ratio,  et  ob  figurarum  siini- 
litudiuem,  in  sinillibus  corporum  P,  T,  S  posi- 


tionibus,  ante  et  post  distantias  viresque  mula- 
tas  omnium  linearum  S  P,  S  K,  M  L,  S  M, 
N  M,  &c.  eadem  manet  ratio,  atque  adeo  vires 
agunt  semper  eodem  modo  et  eadem  propor- 
tione.  Necesse  igitur  est  ut  ante  et  post  dis- 
tantias,  et  vires  mutatas  in  datis  rationibus,  simi- 
les  ac  proportionales  sint  effectus  omnes  et  pro- 
porticnalia  effectuum  tempora  (1 9fi);  hoc  est, 
errores  omnes  lineares  similes  a  viribus  M  L, 
N  M  producti,  seu  deviationes  corporis  P  in 
longitudinem  et  latitudinem  a  locis  ilHs  in  qui- 
bus  vcrsaretur,  si  viribus  perturbantibus  M  L, 
N  M  non  agitarctur,  simt  ut  orbium  diametri, 
et  anguli  sub  quibus  e  centro  T  deviationes  iliie 
similes  videntur,  semper  manent  aequales,  ut  pa- 
tet  ex  natura  figurarum  «imilium  (Lem.  V.  ct 
not.  112),  et  errorum  lineorium  similium  vcl 
angularium  a:qualium  tempora,  sunt  ut  orbiuin 
tempora  periodica  (196).  Hac  omnia  etiain 
obtinent,  ubi  corporuiii  duorum  T,  et  P  systema 
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errorum  tempora  in  alio  quovis,  quam  proxime  :  sed  brevius  hac  methodo. 
(^)  Vires  N  M,  M  L,  caeteris  stantibus,  sunt  ut  radius  T  P,  et  harum  ef- 
fectus  periodici  (per  Corol.  2.  Lem.  X.)  ut  vires,  et  quadratum  temporis 
periodici  corporis  P  conjunctim.  Hi  sunt  errores  lineares  corporis  P  ; 
et  hinc  errores  angulares  e  centro  T  spectati  (id  est,  tam  motus  augis  et 
nodorum,  quam  omnes  in  longitudinem  et  latitudinem  errores  apparentes) 
sunt,  in  qualibet  revolutione  corporis  P,  ut  quadratum  tem.poris  revolutio- 
nis  quam  proxime.  Conjungantur  hae  rationes  cum  rationibus  Corollarii 
XIV.  et  in  quohbet  corporum  T,  P,  S  systemate,  ubi  P  circum  T  sibi 
propinquum,  et  T  circum  S  longinquum  revolvitur,  errores  angulares  cor- 
poris  P,  de  centro  T  apparentes,  erunt,  in  singulis  revolutionibus  corporis 
illius  P,  ut  quadratum  temporis  periodici  corporis  P  directe,  et  quadratum 
temporis  periodici  corporis  T  inverse.     (^)  Et  inde  motus  medius  augis 


circa  corpus  S  revolvitur,  ut  patet,  si  loco  orbis 
E  S  £  in  demonstratione  ponatur  orbis  quem 
corpus  T  circum  S  describit. 

C)  *  Vires  N  M,  M  L,  &c.  Quoniam  vires 
N  M,  M  L  sunt  (Cor.  14.)  ut  vis  S  K  et  ratio 
P  T  ad  S  T  conjunctim,  manen- 
tibus  vi  S  K  et  S  T  erunt  vires 
illse  ut  radius  T  P  et  proinde 
aucto  vel  diminuto  radio  illo  T  P, 
manent  in  data  inter  se  ratione, 
et    quoniam    ob    longinquitatem- 

corporis  S  ad  similes  orbis  varia- 

bilis  P  A  B   (sed  sibi  semper  si-        b 

milis  et  seque  inclinati)  partes  si- 

militer  applicantur  quamproxim^, 

illarum    effectus    periodici    (per 

CoroL  2.  Lem.  X.)  sunt  ut  vires 

ipsae  et  quadratum  temporis  peri- 

odici  corporis  P  circum  T  conjunctim,  hoc  est, 

ut  radius  T  P,  et  quadratum  temporis  periodici 

corporis   P  quamproxime.      Porro  si  in   orbit^ 

circulari  vcl  circulo  finitima  P  A  B,   sit  arcus 

D  d  error  linearis  periodicus  v.  gr.  nodi  D  in 

antecedentia  ad  d  regressi  tempore  unius  revolu- 

tionis  corporis  P  circum  T,  angulus  D  T  d,  sub 

quo  error  ille  D  d  e  centro  T  videtur,  hoc  est,  error 

Dd  ,     „ 

angularis  periodicus  erit  =  (154).    Erro- 

res  ifitur  angulares  periodici  sunt  ut  errorcs  li- 
neares  directe  et  radius  T  D  vel  T  P  inverse, 
adeoque  ut  quadratum  temporis  periodici  corpo- 
ris  P  quamproxime.  Et  haec  quidem  vera  sunt, 
stantibus  vi  absoluta  corporis  S  et  distantia  S  T 
et  variantibus  radio  T  P  ac  tempore  periodico 
corporis  P ;  verum  stantibus  radio  T  P  et  tem- 
pore  periodico  corporis  P  et  variantibus  vi  abso- 
luta  corporis  S  atque  distantia  S  T,  errores  pcri- 
odici  tum  lineares,  tum  angulares  sunt  (Corol. 
14.)  reciproce  ut  quadratum  temporis  periodici 
corporis  T  circum  S,  quare  variantibus  tum  ra- 


dio  T  P,  et  tempore  periodico  corporis  P,  tum 
radio  S  T,  atque  vi  absoluta  corporis  S,  eiTores 
angulares  corporis  P  de  ccntro  T  appaventes, 
eruDt  in  singulis  revolutionibus  corporis  illius  P 
circum  T,  in  ratione  ex  binis  superioribu?  ratio- 


nibus  composita,  seu  ertmt  ut  quadratum  tem- 
poris  periodici  corporis  P,  directe  et  quadratum 
temporis  pcriodici  corporis  T,  inverse. 

(*)  •  El  inde  motus  medivs  augis,  &c.  Si 
corpus  quodvis  celerius  et  tardiijs  vel  in  plagas 
oppositas  pcr  vices  moveatur,  ilh'us  velocitas 
aquabilis  media,  seu  motus  medius  obtinetur,  si 
spatium  quod  corpus  ilhid  in  unam  plagam  la- 
tum,  longo  satis  tempore  percurrit,  per  illud 
notabile  tempus  dividatur.  Hinc  quoniam  ap- 
sidum  et  nodorum  motus^tardior  et  celerior  est 
per  vices,  nuncque  in  antecedentia,  nunc  in  con- 
sequentia  fit,  invenitur  illorum  motus  medius 
angularis,  si  spatium  angulare  totum,  quod  plu- 
rium  revolutionum  corporis  P  tcmpore  descri- 
bunt,  per  illud  tempus  dividatur.  Quare  cum 
motus  angularis  periodicus  augis  et  nodorum  sit 
(ex  Dem.)  ut  quadratum  temporis  periodici  cor- 
poris  P  dirccte,  et  quadratum  temporis  periodici 
corpcris  T  inverse,  si  ratio  ha;c  comjjosifa  per 
tcmpus  pcriodicum  corporis  P  plurics  sumptum 
dividatur,  crit  quoticns  scu  motus  medius  angu- 
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erit  in  data  ratione  ad  motum  medium  aodorum ;  et  motus  uterque  erit 
ut  tempus  periodicum  corporis  P  directe  et  quadratum  temporis  periodici 
corporis  T  inverse.  Augendo  vel  minuendo  excentricitatem  et  inclinati- 
onem  orbis  P  A  B  (0  non  mutantur  n.otus  augis  et  nodorum  sensibiliter, 
nisi  ubi  eaedem  sunt  nimis  magnae. 


'  Corol.  17.  Cum  autem  linea  L  M  nunc  major  sit  nunc  minor  quam  ra- 
dius  P  T,  exponatur  vis  mediocris  L  M  per  radium  illum  P  T ;  et  erit 
haec  ad  vim  mediocrem  S  K  vel  S  N  (quam  exponere  licet  per  S  T)  ut 
longitudo  P  T  ad  longitudinem  S  T.  Est  autem  vis  mediocris  S  N  vel 
S  T,  qua  corpus  T  retinetur  in  orbe  suo  circum  S,  ad  vim,  qua  corpus  P 
retinetur  in  orbe  suo  circum  T,  (^)  in  ratione  composita  ex  ratione  radii 
S  T,  ad  radium  P  T,  et  ratione  duplicata  temporis  periodici  coi"poris  P 
circum  T  ad  tempus  periodicum  corporis  T  circum  S.  Et  ex  aequo,  vis 
mediocris  L  M  ad  vim,  qua  corpus  P  retinetur  in  orbe  suo  circum  T 
(quave  corpus  idem  P,  eodem  tempore  periodico,  circum  punctum  quodvis 
immobile  T  ad  distantiam  P  T  revolvi  posset)  est  in  ratione  illa  duplicata 
periodicorum  temporum.  Datis  igitur  t-emporibus  periodicis  una  cum 
distantia  P  T,  datur  vis  mediocris  L  M ;  (*")  et  ea  data,  datur  etiam  vis 
M  N  quam  proxime  per  analogiam  linearum  P  T,  M  N. 

laris  augis  et  nodoram  ut  tempus  periodicum 
corporis  P  directe  et  quadratum  temporis  perio- 
dici  corporis  T  inverse ;  et  inde  motus  medius 
augis  et  nodorum,  qui  sunt  ambo  ut  eadem 
quantitas,  seu  ut  tempus  periodicum  corporis  P 
directe  et  quadratum  temporis  periodici  corporis 
T  inverse,  datam  habent  ad  se  mutuo  rationem. 

(f)  ♦  JSfon  mutantur,  &c.  Nam  vires  M  L, 
N  M  motuum  augis  et  nodoram  productrices, 
caeteris  stantibus,  non  multum  mutantur,  si  au- 
geatur  vel  minuatur  excentricitas  et  inclinatio 
orbis  P  A  B,  nisi  magna  satis  fuerit  illa  mutatio, 
ut  patet  ex  ratione  qua  vires  illae  M  L,  N  M 
Prop.  G6.  determinantur. 

(^)  *  Jn  ratione  comjiosita  ex  ratione  radii 
S  T,  &c.  Nam  (per  Cor.  2.  Prop.  4.)  vis  ac- 
ccleratrix  mediocris  S  T  qua  corpus  T  circum 
S  ad  distantiam  S  T  circulum  vel  orbem  circulo 
iinitimum  describerc  supponitur,  cst  ad  vim  simi- 


lem  qua  corpus  P  in  crblta  sua  circulari  vel  cir- 
culo  finitima  retinetur  in  ratione  composita  ex  ra- 
tione  radii  S  T  ad  radium  P  T  directe,  et  ratione 
duplicata  temporis  periodici  corporis  T  circum 
S,  ad  tempus  periodicum  corporis  P  circum  T, 
invers^.  Quare  vis  prior  est  ad  posteriorem  in 
ratione  composita  ex  ratione  radii  S  T  ad  ra- 
dium  P  T,  et  ratione  duplicata  tempori » pcri- 
odici  corporis  P  ad  tempus  periodicum  corporis 
T;  cumque  sit  etiam,  ex  Dem.,  vis  mediocris 
L  M  ad  vim  mediocrem  S  T,  ut  P  T  ad  S  T, 
crit  per  compositionem  ratiunum  et  ex  cequo, 
vis  mediocris  L  M,  ad  vim  accelcratricem  (juil 
corpus  P  retinetur  in  orbe  suo  circum  T,  ut 
(juadratum  temporis  periodici  corporis  P  circuni 
T  ad  quadratum  temporis  periodici  corporis  T 
circum  S. 

C")  *  El   ed   data,   datur  ctiam  vis   N   M 
(500). 
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Corol.  18.  lisdem  legibus,  quibus  corpus  P  circum  corpus  Trevolvitur, 
fingamus  corpora  plura  fluida  circum  idem  T  ad  aequales  ab  ipso  distan- 
tias  moveri ;  deinde  ex  his  contiguis  factis  conflari  annulum  fluidum,  ro- 
tundum  ac  corpori  T  concentricum  ;  et  singulae  annuli  partes,  motus  suos 
omnes  ad  legem  corporis  P  peragendo,  propius  accedent  ad  corpus  T,  et 
celerius  movebuntur  in  conjunctione  et  oppositione  ipsarum  et  corporis  S, 
quam  in  quadraturis.  Et  nodi  annuli  hujus,  seu  intersectiones  ejus  cum 
plano  orbitae  corporis  S  vel  T,  quiescent  in  syzygiis ;  extra  syzygias  vero 
movebuntur  in  antecedentia,  et  velocissime  quidem  in  quadraturis,  tardius 
aliis  in  locis.  Annuli  quoque  inclinatio  variabitur,  (')  et  axis  ejus  singu- 
lis  revolutionibus  osciilabitur,  completaque  revolutione  ad  pristinum  situm 
redibit,  nisi  quatenus  per  praecessionem  nodorum  circumfertur. 

Corol.  19.  Fingas  jam  globum  corporis  T,  ex  materia  non  fluida  con- 
stantem,  ampliari  et  extendi  usque  ad  hunc  annulum,  et  alveo  per  circui- 
tum  excavato  continere  aquam,  motuque  eodem  periodico  circa  axem  suum 
uniformiter  revolvi.  Hic  liquor  per  vices  acceleratus  et  retardatus  (ut  in 
superiore  corollario)  (^)  in  syzygiis  velocior  erit,  in  quadraturis  tardior 
quam  superficies  globi,  et  sic  fluet  in  alveo  refluetque  ad  modum  maris. 
Aqua,  revolvendo  circa  globi  centrum  quiescens,  si  tollatur  attractio  cor- 
poris  S,  nuUum  acquiret  motum  fluxus  et  refluxus.  (')  Par  est  ratio  glo- 
bi  uniformiter  progredientis  in  directum,  et  interea  revolventis  circa  cen- 
trum  suum  (per  legum  Corol.  5.)  ut  et  globi  de  cursu  rectilineo  unifor- 
mlter  tracti,  (per  legum  Corol.  6.)  Accedat  autem  corpus  S,  et  ab  ipsius 
maequabili  attractione  mox  turbabitur  aqua.  Etenim  major  erit  attractio 
uquae  propioris,  minor  ea  remotioris.  (•")  Vis  autem  L  M  trahet  aquam 
deorsum  in  quadraturis,  facietque  ipsam  descendere  usque  ad  syzygias  ;  et 
vis  K  L  trahet  eandem  sursum  in  syz}'giis,  sistetque  descensum  ejus  et 
faciet  ipsam  ascendere  usque  ad  quadraturas :  nisi  quatenus  motus  fluendi 
et  refluendi  ab  alveo  aquas  dirigatur,  et  per  frictionem  aliquatenus  retar- 
detur. 

Corol.   20.  Si  annulus  jam  rigeat,  et  minuatur  globus,  cessabit  motus 

(')  •  Et  axis  ejus  seu  recta  per  centrum  an-  nem  absolvit,  mcdia  erit  inter  maximam  veloci- 

nuli   ducta   ad   planum   ejus  perpendiculariter,  tatem  fluidi  in  syzygiis  et  minimam  in  quadra* 

cuni  plano  illo  singulis  revnlutionibus  oscillabitur,  turis. 

hoc  est,  ad  planum  E  S  T  magis  et  minus  per         (')  *  Par  ett  ratio,  &c.     Id  est,  exclusa  ac- 

vices  inclinabitur   (Cor.   10.)   completague,   &c.  tione   corporis   S  aqua  uniformiter   revolvendo 

totum  vero  CoroUarium  patet  ex  Corol.  3.  5.  10.  circum  centrura  globi  vel  uniformiter  moti  in 

11.  13.  directum  vel  de  cursu  rectilineo  per  lineas  pa- 

(^)  *  /n  syzygiis  velocior  erit,  &c.      Per  Cor.  rallelas  uniformiter  tracti,  nullum  acquiret  mo- 

18.  et  3.     Nam  velocitas  uniformis  qua  globus  tum  fluxus  et  refluxiis,  accedat  autem,  &c. 
circa  axem  suum  revolvitur  eodem  tempore  pc-  ("")  *  514.    Vis  atitem  L  M,  &c.     Patet  per 

riodico  quo  pars  quailibet  fluidi  suam  revolutio-  Corol.  5.  Vcrum  ut  totum  hoc  Corollarium  19"'". 
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fluendi  et  refluendi ;  (")  sed  oscillatorius  ille  inclinationis  motus  et  prec- 
cessio  nodorum  manebunt.  Habeat  globus  eundem  axem  cum  annulo, 
gyrosque  compleat  iisdem  temporibus,  et  superficie  sua  contingat  ipsum 
interius,  eique  inhaereat ;  et  participando  motum  ejus,  compages  utriusque 


si 


A^ 


E 


Al KT     /B      M 


oscillabitur,  et  nodi  regredientur.  (°)  Nam  globus,  ut  mox  dicetur,  ad 
suscipiendas  impressiones  omnes  indifFerens  est.  Annuli  globo  orbati 
maximus  inclinationis  angulus  est,  ubi  noai  sunt  in  syzygiis.  Inde  in 
progressu  nodorum  ad  quadraturas  conatur  is  inclinationem  suam  minu- 
ere,  et  isto  conatu  motum  imprimit  globo  toti.  (p)  Retinet  globus  motum 
impressum,  usque  dum  annulus  conatu  contrario  motum  hunc  tollat,  im- 
primatque  motum  novum  in  contrariam  partem  :  Atque  C^)  hac  ratione 
maximus  decrescentis  inclinationis  motus  fit  in  quadraturis  nodorum,  et 
minimus  inciinationis  angulus  in  octantibus  post  quadraturas ;  dein  maxi- 
mus  reclinationis  motus  in  syzygiis,  et  maximus  angulus  in  octantibus 


clarius  intelligatur,  sit  c  a  d  b  globi  solidi  aequa- 
tor  hoc  est,  circubjs  globi  maxiinus  ad  axem  ro- 
tationis  globi  perpendicularis  C  A  D  B  zona 
fluida  satis  profunda,  seu  annulus  fluidus  globo 
circumpositus,    et  supponendo   quod    centrum 


gravitatis  globi  solidi  accurate  vel  quamproximd 
coincidat  cum  figura^  centro  T,  globus  codem 
quamproxime  modo  trahetur  a  corpore  longinquo 
S,  et  tralict  ipse  particulam  P  fluidi  (71)  ac  si 
tota  illius  massa  esset  in  centro  T  coacta  (quod 
quidem  accurate  verum  esse  quibusdam  in  ca- 
sibus  postca  dcmonstrabitur),  sed  hic  approxima- 
tio  sufficit;    quarc  fluldi  particula  quaevis  P  a 


corpore  S  inaequaliter  attracta  totusque  proindd 
annulus  movebuntur,  ut  in  Corol.  19°.  ex  Co- 
roUariis  praecedentibus  determinatum  est. 

(")  *  Sed   oscillatorius  ille,  &c.      Patet   pei 
Cor.  18.  et  not.  superiorem. 

(°)  *  Nam  globus  indijferens  esl, 
&c.  Liquet  etiam  ex  legibus  1".  et 
2^.  et  not.  9. 

C)  *  Retinet  glohus  motuni  impres- 
sum.     Per  Lcg.  I .  et  2. 

('')  •  Jltque  hac  ratione  maximus 
inclinalionis  molus  fit  in  guadraturis 
nodorum  (per  Coroi.  18.  et  10.)  non 
ideo  tamen  ibidem  fit  minimus  incli- 
nationis  angulus,  sed  in  octantibus 
post  quadraturas.  Sint  cnim  nodi 
K  et  L  in  octantibus  post  syzygias 
A  et  B,  et  retrogrediendo  accedant 
ad  quadraturas  C,  D  ;  dum  nodus  K  percurrit 
arcum  K  C,  et  nodus  L,  arcum  L  D,  inclinatio 
per  actionem  vis  N  M,  continuo  decrescit,  cum- 
que  nodus  K,  pervenit  in  C,  et  transit  ad  octan- 
tem  k  perseverat,  ex  inertia  materia?,  motus  iii- 
clinationis  decrescentis  per  totum  arcum  K  C 
impressus ;  Licot  vis  N  M  in  contrarium  agat 
per  totum  arcum  C  k  =  C  K ;  vis  eniin  N  i\I 
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proximis.  Et  eadem  est  ratio  globi  annulo  nudati,  qui  in  regionibus 
aequatoris  vel  altior  est  paulo  quam  juxta  polos,  vel  constat  ex  materia 
paulo  densiore.  C)  Supplet  enim  vicem  annuli  iste  materiae  in  aequatoris 
regionibus  excessus.  Et  quanquam,  aucta  utcunque  globi  hujus  vi  cen- 
tripeta,  tendere  supponantur  omnes  ejus  partes  deorsum,  ad  modum  gra- 
vitantium  partium  telluris,  tamen  phaenomena  hujus  et  praecedentis  corol- 
larii  (*)  vix  inde  mutabuntur ;  nisi  quod  loca  maximarum  et  minimarum 
altitudinum  aquas  diversa  erunt.  Aqua  enim  jam  in  orbe  suo  sustinetur 
et  permanet,  non  per  vim  suam  centrifugam,  sed  per  alveum  in  quo  fluit. 
Et  j;raeterea  vis  L  M  trahit  aquam  deorsum  maxime  in  quadraturis,  et  vis 
K  L  seu  N  M  —  L  M  trahit  eandem  sursum  maxime  in  syzygiis.  Et 
hae  vires  conjunctae  desinunt  trahere  aquam  deorsum  et  incipiunt  trahere 


per  arcum  C  k  motum  inclinationis  dccrescentis 
iistleui  gradibus  diminuit,  quibus  per  arcum 
K  C  productus  et  acceleratus  est.  Quare  ille 
decrescentis  inclinationis  motus  penitus  non  de- 


struitur,  nisi  nodus  K  pervenerit  in  k  tumque 
vis  N  M  planum  reclinat,  hoc  est,  nodo  existente 
in  k  incipit  motus  reclinationis  sivo  motus  incli- 
nationis  crescentis  et  perseverat  usque  ad  octan- 
tem  proximum  L  atque  ibi  cessat.  Liquet  igitur 
minimum  angulum  inclinationis  fieri  in  octanti- 
bus  nodorum  k,  1  post  quadraturas  C,  D  maxi- 
mum  vero  dum  nodi  versantur  in  octantibus  K 
et  L  post  syzygias  A,  B. 

C)  *  Sujrplet  enim  vicem  annvli,  &c.  Patet 
per  not.  514.  Si  raateriae  in  aequatoris  regioni- 
i)us  excessus  per  annulura  C  c  A  D  b,  (vid.  fig. 
not.  514.)  exhibeatur  et  reliqua  globi  materia  in 
centro  T  coacta  intelligatur 

(')  *  Vix  inde  mutabunlur.  Nam  major  par- 
tium  globi  in  centrum  T  gravitas  non  impedit 
quin  annulus  fiuidus  vel  solidus,  impressiones 
virium  L  M,  N  M  suscipiat,  loca  tamen  maxi- 
marum  et  minimarum  altitudinum  aqus  diversa 
erunt.  Hucusque  enim  supposuimus  particulas 
aquae  ex  virium  centripetae  et  centrifugae  sequili- 
brio,  in  orbe  suo  sustineri  et  permanere  instar 
corporis  solitarii  P  circum  T  in  spatio  libero  re- 
volventis  ;  atque  inde  ex  Cor.  5.  ostensum  est 
in  Cor.  18.  maximam  aquae  altitudinem  in  quad- 


raturas  incidere,  minimam  in  syzygias.  Vcrum 
si  manente  eadem  vi  centrifuga  augeatur  vis 
centripeta,  seu  gravitas  particularum  aquae,  par- 
ticulx  ill»  non  vi  sua  centrifuga,  sed  alvei  pa- 
rietibus,  ut  in  mari  atque  flu- 
minibus  telluris  contingit,  sus- 
tinentur  et  in  orbe  suo  per- 
manent  ac  proinde  non  ampli- 
IM  ad  legem  corporis  solitarii 
circum  centrum  T,  in  spa- 
tio  libero  revolventis  a  ccntro 
illo  T  recedunt,  vel  ad  illud 
accedunt.  Loca  igitur  maxi- 
marum  et  minimarum  altitudi- 
num  aquae  diversa  erunt :  ve- 
locitas  tamen  partium  aqus, 
caeteris  paribus,  maxima  erit  in 
syzygiis,  minima  in  quadraturis  (per  Cor.  3.) 
Praeterea  vis  L  M  addititia  trahit  aquam  deor- 
sum,  seu  ad  centrum  T,  maxime  in  quadraturis 
(504)  et  vis  ablatitia  K  L  trahit  eandem  sur- 
sum,  maxime  in  syzygiis  (501)  et  ideo  si  globus 
cum  aqua  circumposita  non  revolvcretur  circa 
centrum  T,  minimse  aquarum  altitudines  in 
quadraturis  C  et  D,  maximae  in  syzygiis  A  et  B 
essent ;  verum  revolvenie  cum  globo  aqua  a  C 
ad  A,  vis  addidtia  post  quadraturas  agens,  aquam 
deorsum  semper  urget,  donec  vi  ablatitia  vinca- 
tur ;  et  similiter  haec  vis  ablatitia  post  syzygias 
sursum  trahit  aquas,  quarum  proinde  minirase 
altitudmes  non  incident  in  quadraturas,  sed  post 
quadraturas,  maximae  vero  post  syzygias.  Jn. 
super  rotatio  globi  circa  proprium  axcm  maxi- 
mas  aquarum  altitudines  a  syzygiis  A  et  B  ver- 
sus  quadraturas  D  et  C  transfert,  intereadum 
vires  L  M,  N  M  simul  junctae  maxinias  eas 
aquarum  altitudines  in  syzygiis  instaurare  per- 
petuo  nituntur,  aqua  autem  a  C  et  D  coniinuo 
fluit  versus  A  et  B,  dum  elevatio  ab  A  versus 
D  et  a  B  versus  C  transfertur,  et  ideo  inter  A 
et  D  ut  et  inter  B  et  C  dantur  duo  motus  con- 
trarii  quibus  aqua  accumulatur  ita  ut  altitudines 
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aquam  sursum  in  octantibus  ante  syzygias,  ac  desinunt  trahere  aquam  sur- 
sum  incipiuntque  traliere  aquam  dcorsum  in  octantibus  post  syzygias.  Et 
inde  maxima  aquae  altitudo  evenire  potest  in  octantibus  post  syzygias,  et 
minima  in  octantibus  post  quadraturas  circiter ;  nisi  quatenus  nioius  as- 
cendendi  vel  descendendi  ab  his  viribus  impressus  vel  per  vim  insitam 
aquae  paulo  diutius  perseveret,  vel  per  impedimenta  alvei  paulo  citius  sis- 
tatur. 

Corol,  21.  Eadem  ratione,  qua  materia  globi  juxta  aequatorem  redun- 
dans  efKcit  ut  nodi  regrediantur,  atque  ideo  per  hujus  incrementum  au- 
getur  iste  regressus,  per  diminutionem  vero  diminuitur,  et  per  ablationem 
tollitur ;  (*)  si  materia  plusquam  redundans  tollatur,  hoc  estsi  globus  juxta 
aequatorem  vel  depressior  reddatur,  vel  rarior  quam  juxta  polos,  odetur 
motus  nodorum  in  consequentia. 

Corol.  22.  Et  inde  vicissim,  ex  motu  nodorum  innotescit  constitutio 
globi.  Nimirum  si  globus  polos  eosdem  constanter  servat,  et  motus  fit 
in  antecedentia,  materia  juxta  aequatorem  redundat ;  si  in  consequentia, 
deficit.  Pone  globum  uniformem  et  perfecte  circinatum  in  spatiis  hberis 
primo  quiescere ;  dein  impetu  quocunque  oblique  in  superficiem  suam 
facto  propelli,  et  motum  inde  concipere  (°)  partim  circularem,  partim  in 
directum.  Quoniam  globus  iste  ad  axes  omnes  per  centrum  suum  tran- 
seuntes  indifferenter  se  habet,  neque  propensior  est  in  unum  axem,  unumve 
axis  situm,  {^)  quam  in  alium  quemvis ;  perspicuum  est,  quod  is  axem  suum, 
axisque  inclinationem  vi  propria  nunquam  mutabit.  ij)  Impellatur  jam 
globus  oblique,  in  eadem  illa  superficiei  parte,  qua  prius,  impulsu  quo- 
cunque  novo ;  et  cum  citior  vel  serior  impulsus  effectum  nil  mutet,  mani- 


maximas  inter  haec  puncta  kicidant  fere  circa  oc- 
tantes. 

(*)  *  Si  maleria  plunjuam  redundans  iollatur, 
seu  si  materia  redundans  negativa  fiat,  motus 
nodorum  qui  erat  in  antecedentia,  negativus  eva- 
det,  hoc  est,  orietur  motus  nodorum  in  conse- 
quentia. 

(")  *  Parttm  circuJarem,  partim  in  directum, 
Vis  A  B  quii  globus  B  X  Z  oblique  impellitur, 
secundum  directionem  A  B,  in  duas  vires  resol- 
vitur,  quarum  altera  ad  centrum  C  juxta  radi- 
um  B  C  dirigitur,  ei  motiim  globi  in  directum 
producit,  altera  secundum  tangentem  B  D  radio 
B  C  normalem  agit,  et  motum  rotationis  circa 
axem  plano  A  B  D  X  C  perpendicularem  in- 
ducit. 

(*)  •  Quam  in  alium  quemvis ;  antequam 
motus  imprimatur,  perspicunm  est  quod  is  axem 
suum  rotationis  axisque  inclinationem  ad  planum 
quodvis  positione  datum  vi  propria  nunquam 
mutabit 


C)  •  Jmpellatur  jam  globus  oblique,  in  cadem 
illa  auperficiti  parte  B  qua  jrrius,  &c. 
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festum  est,  quod  hi  duo  impulsus  successive  impressi  eundem  producent 
motum,  ac  si  simul  impressi  fuissent,  hoc  est,  eundem,  ac  si  globus  vi 
simpHci  ex  utroque  (per  legum  Corol.  2.)  composita  impulsus  fuisset,  at- 
que  ideo  simplicem,  circa  axem  inclinatione  datum.  (')  Et  par  est  ratio 
impulsus  secundi  facti  in  locum  alium  quemvis  in  aequatore  motus  primi ; 
ut  et  impulsus  primi  facti  in  locum  quemvis  in  aequatore  motus,  quem  im- 
pulsus  secundus  sine  primo  generaret ;  atque  ideo  impulsuum  amborum 
factorum  in  loca  quaecunque :  (*)  generabunt  hi  eundem  motum  circula- 
rem  ac  si  simul  et  semel  in  locum  intersectionis  aequatorum  motuum  illo- 
rum,  quos  seorsim  generarent,  fuissent  impressi.  Globus  igitur  homo- 
geneus  et  perfectus  non  retinet  motus  plures  distinctos,  sed  impressos 
'  omnes  componit  et  ad  unum  reducit,  et  quatenus  in  se  est,  gyratur  semper 
motu  simplici  et  uniformi  circa  axem  unicum,  inclinatione  sempcr  invaria- 
bili  datum.  Sed  nec  vis  centripeta  inclinationem  axis,  aut  rotationis  ve- 
locitatem  mutare  potest.  Si  globus  plano  quocunque,  per  centrmn  suum 
et  centrum  in  quod  vis  dirigitur  transeunte,  dividi  intelligatur  in  duo  he- 
misphaeria ;  urgebit  semper  vis  illa  utrumque  hemisphasrium  aequaliter,  et 
propterea  globum,  quoad  motum  rotationis,  i^)  nullam  in  partem  inchnabit. 
Addatur  vero  alicubi  inter  polum  et  aequatorem  materia  nova  in  formam 


(")  •  El  par  est  ratio  impulcus  secundi  facti 
in  locum  aliuvi  quemvis  b,  in  aquatore  B  X  Z 
motus  jmmi.  Resolvitur  enim  vis  a  b 
iii  duas  vires,  quarum  una  ad  centrum 
C  dirigitur  per  radium  b  C  ;  alia  secun- 
dum  tangentem  b  d  agit ;  et  vires  duae 
utriusque  impulsus  ad  centrum  C  per 
radios  B  C,  b  C  directae  in  unam  com- 
ponentur  secundiim  directionem  radii 
alicujus  E  C  agentem,  qua  globus  in  di- 
rectum  movebitur  uniformiter ;  vires  au- 
tem  B  D,  b  d  quae  rotationem  globi  pro- 
ducunt,  eodem  modo  componuntur  ad 
unicum  rotationis  motum  efficiendum  ac 
si  fuisset  vis  B  D  in  loco  b  impressa,  aut 
vis  b  d,  in  loco  B  aequatoris  B  X  Z  mo- 
tus  primi ;  vis  enim  B  D  eundem  rota- 
tionis  motum  inducit,  sive  imprimatur 
in  B,  sive  in  b. 

(*)  •  Generabunt  hi,  &c  Globus 
B  P  X  Z  b  duabus  viribus  A  B,  a  b 
oblique  impellatur,  iisque  singulis  in  du- 
as  alias  vires,  secundum  directiones  B  C,  B  D  ; 
b  c,  b  d  ut  supra  divisis,  sit  B  P  X  Z  aequator 
quem  punctum  B  vi  B  D  describit,  et  b  P  x  Z 
sequator  alter  quem  punctum  b  vi  b  d  describe- 
ret,  horum  aquatorum  communes  intersectiones 
P,  Z  ;  vires  quae  secundum  radios  B  C,  b  c, 
agunt  in  unam  componentur,  ut  supra,  qua  glo- 
bus  movebitur  uniformiter  iu  directum ;  vires 
autem  B  D,  b  d,  eosdem  rotationis  motus  seor- 


sim  producunt  quos  producerent,  si  in  punctum 
P  singulae  agerent  seorsim,  forentque  P  K,  P  i ; 


scd  vires  duse  P  K,  P  i,  in  unam  P  L  compo- 
nuntur  qua  globus  circa  acquatorem  unicum  ro- 
tatur.  Q.uare  vires  seu  impulsus  A  B,  a  b  ge- 
nerabunt  motum  unicum  simplicem  ac  unifor- 
mem,  tum  directum,  tum  circularem  circa  axem 
unicum  inclinatione  semper  invariabili  datum 
adeoque  et  sibi  scmper  parallelum. 

C")  *  NuUam  in  partem  inclinabit.       Sit   S 
viriim  ccntrum,    A  P  Q  E  globus  circa  axem 
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montis  cumulata,  et  haec,  perpetuo  conatu  recedendi  a  centro  sui  motus, 
turbabit  motum  globi,  facietque  ut  poli  ejus  errent  per  ipsius  superficiem, 
et  circulos  circum  se  punctumque  sibi  oppositum  perpetuo  describant. 
Neque  corrigetur  ista  vagationis  enormitas,  nisi  locando  montem  illum  vel 
in  polo  alterutro,  quo  in  casu  (per  Corol.  21.)  nodi  aquatoris  progre- 
dientur;  vel  in  asquatore,  qua  ratione  (per  Corol.  20.)  iiodi  regredien- 
tur ;  vel  denique  ex  altera  axis  parte  addendo  materiam  novam,  qua  mons 
inter  movendum  libretur,  et  hoc  pacto  nodi  vel  progredientur,  vel  rece- 
dent,  perinde  ut  mons  et  haecce  nova  materia  sunt  vel  polo  vel  aequatori 
propiores. 


PROPOSITIO  LXVII.     THEOREMA  XXVIL 

Positis  iisdem  attractionum  legibtis,  dico  qmd  corpm  exterius  S,  circa  interi- 
orum  P,  T  commune  gravitatis  centrum  O,  radiis  ad  centrum  illud  ductis, 
descrihit  areas  temporibus  magis  proportionales  et  orhem  ad  formam  eUip- 
seos  umhilicum  in  cejitro  eodem  haheniis  magis  accedentem^  quam  circa 
corpus  intimum  et  maximum  T,  radiis  ad  ipsum  duciis,  descrihere  potest. 

Nam  corporis  S  attractiones  versus  T  et  P  componunt  ipsius  attractio- 


P  p  revolvens,  S  C  B  planum  per  centrum  globi 

C  et  per  centrum  virium  S  transiens,  globumque 

dividens  in  duo  hemispheria  A  P  B,   A  p  JB, 

vis  centripeta  urgebit  sem- 

per  utrumque  hemisphe- 

rium  Eequaliter  versus  S, 

et  propterea  globum  quo- 

ad  motum  rotationis  nul- 

lam  in  partem  inclinabit, 

manebitque  proinde  ea- 

dom  axis  P  p  inclinatio. 

Addatur  vero  alicubi,  v. 

gr.  in  N,  inter  polum  p       § 

et   ajquatorem    E    Y   Q 

materia  nova  in  formam 

montis  cumulata,  et  hfec, 

perpetuo  conatu  receden- 

di  a  centro  sui  motus  D, 

turbabit    motum    globi, 

quod  partem  globi  N,  cui 

adhaeret    validius    trahat 

quam  vis  centrifuga  partcm  oppositam  O,  magis 

depressam ;  et  ideo  faciet  ut  poli  P,  p,  errent  per 

superficiem  globi  et  circulos  L  Z  M,  H  X  K, 

circum  se  punctumque  sibi  oppositum  descri- 

bant.     Nam  cum  materia  illa  est  in  loco  N,  sua 

majori  vi  centrifuga  facit  ut  polus  p  accedat  ad 

H  et  polus  P  ad  M,  sublato  partium  globi  aequi- 

librio ;  unde  materia  illa  revolvente,   poli  H  et 

M  circulos  H  X  K  H,    M  Z  L  M  describunt 

in  superticie  globi  circa  puncta  P,  p,  dve  circa 


loca  polorum  antcquam  materia  in  N  addita  es- 
set.  Neque  corrigetur  isla  vagationis  enormita&, 
niii  locando  montcm  Ulum  vel  in  polo  atterutro  p 


vel  P  ubi  polum  non  magis  in  unam  partem  tra- 
hit  quam  in  alteram  ;  vel  in  tvquatore  E  Y  Q, 
ubi  polum  unum  non  magis  tnihit  qtiam  alterum, 
vel  ex  allerd  axis  parte  in  O  addendo  materiam 
novam  qud  motus  in  N  inter  movendum  libra- 
tur,  seu  qua  axis  in  partes  oppositas  a;que  tra- 
hatur,  vel  etiam  addendo  materiam  novam  ex 
altera  a?quatoris  parte  in  R,  qua  polus  P  tan- 
tum  trahatur  quantum  polus  p  a  materia  in  N 
posita. 
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neir.  absolutam,  quae  magis  dirigitur  in  corporum  T  et  P  commune  gra- 
vitatis  centrum  O,  quam  in  corpus  maximum  T,  quseque  quadrato  distan- 
tiae  S  O  magis  est  proportionalis  reciproce,  quam  quadrato  distantiae 
S  T :  C^)  ut  rem  peipendenti  facile  constabit. 


PROPOSITIO  LXVIII.     THEOREMA  XXVIIL 

Positis  iisdem  attractionum  legilniSy  dico  quod  corpus  exterius  S,  circa  interi- 
orurn  Y  etT  commune  gravitatis  centrum  O,  radiis  ad  cenirum  illud  ductis^ 
descrihit  areas  temporihus  magis  proportionalest  et  orhem  ad  foi-mam  ellip- 
seos  umbilicum  in  centro  eodem  haheiitis  magis  accedentemy  si  corpus  inti 
mum  et  maximum  his  attractionihiis  perinde  atque  catera  agitetWy  quam  si 
id  vel  non  attractum  quiescat,  vel  multb  magis  aut  multb  minus  attractum 
aut  multb  magis  aut  multb  minus  agitetur. 

(^)  Demonstratur  eodem  fere  modo  cum  Prop.  LXVI.  sed  argumento 
prolixiore,  quod  ideo  praetereo.  Sufficeret  rem  sic  aestimare.  Ex  de- 
monstratione  Propositionis  novissi- 
mae  liquet  centrum,  in  quod  corpus 
S  conjunctis  viribus  urgetur,  proxi- 
mum  esse  communi  centro  gravita- 
tis  duorum  illorum.  Si  coincideret 
hoc  centrum  cum  centro  illo  com- 
muni,  et  quiesceret  commune  cen- 
trum  gravitatis  coi^porum  trium ;  describerent  corpus  S  ex  una  parte,  et 
commune  centrum  aliorum  duorum  ex  altera  parte,  circa  commune  om- 
nium  centrum  quiescens,  ellipses  accuratas.     (^)  Liquet  hoc  per  Corolla- 


C^)  *  Ut  rem  perjyendenii  facile  conslabit. 
Nam  vis  acceleratricis  compositte  qua  corpus  S 
a  corporibus  T  et  P  trahitur  directio  cadit  inter 
lineas  S  P,  S  T,  et  caeteris  paribus,  magis  acce- 
dit  ad  S  T,  quam  ad  S  P  (si  modo  corpus  majus 
T  cseteris  paribus  magis  trahat  quam  corpus 
minus  P)  quemadmodum  centrum  gravitatis  O, 
propius  est  corpori  T  quam  corpori  P ;  pra?terea 
manente  distantia  S  T,  vis  acceleratrix  corporis 
S  versiis  P  augetur  vel  diminuitur,  dum  decres- 
cit  vel  crescit  distantia  S  P,  et  similiter  distan- 
tia  S  O,  augetur  vel  diminuitur,  prout  crescit 
vel  decrescit  S  P  ;  Quare  attractio  absoluta  (seu 
tota)  corporis  S  quadrato  distantias  S  O  magis 
proportionalis  est  reciproce,  quam  quadrato  dis- 
tanti»  S  T ;  insuper  commune  gravitatis  cen- 
trum  O  fere  spectari  potest  tanquam  punctum  in 
quo  corporum  T  et  P  vires  physice  umuntur. 

VcL.  I.  : 


C)  •  Demonstrnlur  eodejn  fere  modo,  &c. 
Nimirum  resolvendo  singulas  attractiones  corpo- 
ris  S  versijs  P  et  T  in  alias  quarum  duae  ad  cen- 
trum  O  dirigantur  et  ah'ae  duje  directiones  habe- 
ant  rectae  T  P  parallelas. 

(*)  *  Liquet  koc,  &c.  Nam  si  centrum  in 
quod  corpus  S  conjunctis  viribus  urgetur  coinci- 
deret  cum  centro  O  gravitatis  communi  duorum 
corporum  P  et  T  haec  duo  corpora  P  et  T  elhp- 
ses  accuratas  seorsim  describerent  circum  se  mu- 
tuo  et  circum  centrum  illud  O  (per  Corol.  2. 
Prop.  58).  £t  praeterea  corpus  S  ex  una  parte 
et  duorum  aliorum  systema  tanquam  unum  cor- 
pus  consideratum,  hoc  est,  eorum  commune  gra- 
vitatis  centrum  O  ex  altera  parte  ellipses  accu- 
ratas  describerent  circum  commune  trium  S,  T, 
P  centrum  gravitatis  quiescens  (per  Corol.  2. 
Prop.  58.)     Quod  adhuc  claiius  intelligetur,  si 
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rium  secundum  Propositionis  LVIII.  collatum  cum  demonstratis  in  Prop. 

LXIV.  et  LXV.     Perturbatur  iste  motus  ellipticus  aliquantulum  per  dis- 

tantiam  centri  duorum  a  centro,  in 

quod  tertium  S  attrahitur,     Detur 

prseterea   motus    communi    trium 

centro,    et   augebitur   perturbatio. 

Proinde   minima   est   perturbatio, 

ubi  commune  triura  centrum  qui- 

escit ;  hoc  est,  ubi  corpus  intimum 

et  maximum  T  lege  caeterorum  attrahitur :  fitque  major  semper,  ubi  trium 

commune  illud  centrum,  (^)  minuendo  motum  corporis  T,  moveri  incipit, 

et  magis  deinceps  magisque  agitatur. 

Corol.  Et  hinc,  si  corpora  plura  minora  revolvantur  circa  maximlim, 
colligere  licet  quod  orbitas  descriptae  propius  accedent  ad  ellipticas,  et 
arearum  descriptiones  fient  magis  sequabiles,  si  corpora  omnia  viribus 
acceleratricibus,  quae  sunt  ut  eorum  vires  absolutae  directe  et  quadrata  dis- 
tantiarum  inverse,  se  mutuo  ti-ahant  agitentque,  et  orbitse  cujusque  umbi- 
licus  collocelur  in  communi  centro  gravitatis  corporum  omnium  interio- 
rum  [  (^)  nimirum  umbilicus  orbitae  primas  et  intimae  in  centro  gravitatis 
corporis  maximi  et  intimi ;  ille  orbitae  secundae,  in  communi  centro  gra- 
vitatis  corporum  duorum  intimorum ;  iste  tertiae,  in  communi  centro  gra- 
vitatis  trium  interiorum  ;  et  sic  deinceps]  quam  si  corpus  intimum  quies- 
cat  et  statuatur  communis  umbiJicus  orbitarum  omnium. 


PROPOSITIO  LXIX.  THEOREMA  XXIX. 

1.1  systemate  corporum  plurium,  A,  B,  C,  D,  &c.  si  corpus  aliquod  A  trahit 
c(jctei'a  omnia  B,  C,  D,  &c.  virihus  acceleratricilus  quce  stmt  reciproce  ut 

legantur  Propositiones  64.  65.   Peiturbatur  iste  ac  ttiagis  deinceps  agitabitur  centrum  communc 

motus    ellipticus   aliqiiantulum    per    distantiam  gravitatis  ttium  corporum. 

centri  O,  duorum  P  ct  T  a  centro  in  quod  ter-  (^)   •  Nimirum  umbilicus  orhilce  prirruE  et  in- 

tium    S  trahitur.      Detur  prcrterea  niotus  non  timiP,  quam  v.  gr.  corpus  parvum  P  hic  descri- 

uniformis  in   directum  comniuni  trium   centro,  bitWn  ccntro  gravilatis  corporis  maximi  el  intimi 

(quod   continget,    si  corpus  intimum  et  maxi-  T  quod  fere  coincidit  cum  communi  centro  O 

mum  T,  lege  caeterorum  non  attrahitur,  ut  ex  gravitatis  duorum   P  et  T  (per  Cas.    1.  i'rop. 

dictis  patet)  et   augebitur  perturbalio,  proinde,  65.);    umbilicus  orbitce  secunda  quam   v.    gr. 

&c.  corpus  S  describit  in  communi  centro  gravitatis 

(^)  *  Minuendo  motum  cor]}oris  T,  &c.     Qua  O,  corjjorvm  duorum  intiniorum  P  et  T;  um- 

ratione  fit  ut  centrum  commune  trium  corporum,  bilicus  <er/i>  orbifoe  quam  aliud  corpus  longius 

interea  dum  corpora  S  et  P  moventur,  nunc  ac-  distans  describeret  in  comnnmi  centro  gravitatis 

cedat  ad  corpus  T  nunc  ab  illo  reredat,  pro  mu-  tnu7n  interiorum  P,  T,  S,  &c.     JJam  idem   est 

tata  corporum  illorum  distantia,  ct  hinc  magis  ratiocinium  seu  tria  scu  quatuor  aut  plura  sint 

ac  magis  perturbabitur  motus  ellipticus  ct  magis  cpi-pora  (ut  in  Prop.  64.  65.) 
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quadrata  distantiaritm  a  traJiente  ;  et  corpus  aliud  B  trahit  etiam  cdetera 
A,  C,  D,  &c.  virihus  qiicB  sunt  reciproce  ut  quadrata  distantiarum  a  tra- 
hente :  erunt  absolufcc  corporum  trahentium  A,  B  vires  ad  invicem,  ut 
sunt  ipsa  corpora  A,  B,  quorum  sunf  vires. 

Nam  attractiones  acceleratrices  corporum  omiiium  B,  C»  D  versus  A, 
paribus  distantiis,  sibi  invicem  sequantur  ex  hypothesi ;  et  similiter  attrac- 
tiones  acceleratrices  corporura  omnium  versus  B,  paribus  distantiis,  sibi 
invicera  aequantur.  Est  autem  absoluta  vis  attractiva  coiporis  A  ad  vim 
absolutam  attractivam  corporis  B,  (^)  ut  attractio  acceleratrix  corporum 
omnium  versus  A  ad  attractionem  acceleratricem  corporum  omnimn  ver- 
sus  B,  paribus  distantiis ;  (')  et  ita  est  attractio  acceleratrix  corporis  B 
versus  A,  ad  attractionem  acceleratricem  corporis  A  versus  B.  Sed  at- 
tractio  acceleratrix  corporis  B  versus  A  est  ad  attractionem  acceleratri- 
cem  corporis  A  versus  B,  ut  massa  corpoiis  A  ad  massam  coi^poris  B ; 
propterea  quod  vires  motrices,  quas  (per  definitionem  secundam,  septi- 
mam  et  octavam)  sunt  ut  vires  acceleratrices  et  corpora  attracta  conjunc- 
tim,  hic  sunt  (per  motus  legem  tertiam)  (^)  sibi  invicem  aequales.  Ergo 
absoluta  vis  attractiva  corporis  A  est  ad  absolutam  vim  attractivam  cor- 
poris  B,  ut  massa  corporis  A  ad  massam  corporis  B.     Q.  e.  d. 

Corol.  1.  Hinc  si  singula  systematis  corpora  A,  B,  C,  D,  &c.  seorsim 
spectata  trahant  caetera  omnia  viribus  acceleratricibus,  quae  sunt  reciproce 
ut  quadrata  distantiarum  a  trahente ;  erunt  corporum  illorum  omnium  vi- 
res  absolutag  ad  invicem  ut  sunt  ipsa  corpora. 

Corol.  2.  Eodem  argumento,  si  singula  systematis  corpora  A,  B,  C,  D, 
&c.  seorsim  spectata  trahant  castera  omnia  viribus  acceleratricibus,  quae 
sunt  vel  reciproce,  vel  directe  in  ratione  dignitatis  cujuscunque  distantia- 
rum  a  trahente,  quaeve  secundum  legem  quamcunque  communem  ex  dis- 
tantiis  ab  unoquoque  trahente  definiuntur ;  constat  quod  corporum  illo- 
rum  vires  (*)  absolutae  sunt  ut  corpora. 

Co7-oL  3.  In  systemate  corporum  quorum  vires  decresqunt  in  ratione 

C*)  *    Ut  aUraclio  acceleratrix  corporum  om-         (^)  *  Sibi  invicem  tBquaks.     Si  enlm  attractio 

niu7n,  seu  ut  attractio  acceleratrix  uniuscujusque  acceleratrix  corporis  B  versus  A  dicatur  V  ct 

corporis  Tersus  A,  &c.     Patet  enim  quod  si  ^is  attractio  acceleratrix  corporis  A  versus  B  dica- 

absoluta   dupla   vel    tripla,  &c.   sit,    actio  quo-  tur  v  ;   vis  niotrix  in  B,  erit  B  X  V  ;  in  A  erit 

que  acceleratrix  in  distantia  data  dupla  vel  tripla  A  X  ^  ;  ct  (per  leg.  3^". )  B  X  V  =  A  X  v. 

erit.  Unde  V  :  v  =  A  :  B.      Ergo  absolut-a,  &c. 

(•)  •  JEt  iia  est  allractio  acceleratrix  corporis         (')   •    Vires  absdutce  sunt  ut  corjmra.     Om- 

B  vcrsus  A,  ad  attraclionevi  acceleratricem  cor-  nia  enim  ratiocinia  eadem  manent  in  hujus  Co- 

po)-is  A  versus  B,  cb  distantiam  inter  B  et  A,  et  roUarii  hypothesi  ac  in  demon»tratione  et  bypo- 

A  et  B  eandem.  thesi  Propositiouis. 
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duplicata  distantiarum,  si  minora  circa  maximum  in  ellipsibus,  umbilicum 
communem  in  maximi  illius  centro  habentibus,  {^)  quam  fieri  potest  ac- 
curatissimis  revolvantur ;  et  radiis  ad  maximum  illud  ductis  describant 
areas  temporibus  quam  maxime  proportionales  :  erunt  corporum  illorum 
vires  absolutae  ad  invicem,  aut  accurate  aut  quamproxime,  in  ratione  cor- 
porum;  et  (")  contra.  Patet  per  Corol.  Prop.  LXVIII.' collatum  cum 
hujus  Corol.  1. 


^  Scholium. 

His  propositionibus  manuducimur  ad  analogiam  inter  vires  centripetas, 
et  corpora  centralia,  ad  quae  vires  illas  dirigi  solent.  Rationi  enim  con- 
sentaneum  est,  ut  vires,  quae  ad  corpora  diriguntur,  pendeant  ab  eorun- 
dem  natura  et  quantitate,  ut  fit  in  magneticis.  Et  quoties  hujusmodi  ca- 
sus  incidunt,  aestimandae  erunt  corporum  attractiones,  assignando  singu- 
lis  eorum  particulis  vires  proprias,  et  colligendo  summas  virium.  Vocem 
attractionis  hic  generaliter  usurpo  pro  corporum  conatu  quocunque  acce- 
dendi  ad  invicem  :  sive  conatus  iste  fiat  ab  actione  corporum  vel  se  mutuo 
petentium,  vel  per  spiritus  emissos  se  invicem  agitantium ;  sive  is  ab  ac- 
tione  aetheris,  aut  aeris,  mediive  cujuscunque  seu  corporei  seu  incorporei 
oriatur  corpora  innatantia  in  se  invicem  utcunque  impellentis.  Eodem 
sensu  generali  usurpo  vocem  impulsus,  non  species  virium  et  qualitates 
physicas,  sed  quantitates  et  proportiones  mathematicas  in  hoc  tractatu  ex- 
pendens  ut  in  definitionibus  explicui.  In  mathesi  investigandae  sunt  viri- 
um  quantitates  et  rationes  illse,  quae  ex  conditionibus  quibuscunque  positis 
consequentur  :  deinde,  ubi  in  physicam  descenditur  conferendae  sunt  hae 
rationes  cum  phaenomenis ;  ut  innotescat  quaenam  virium  conditiones  sin- 
guhs  corporum  attractivorum  generibus  competant.  Et  tum  demum  de 
virium  speciebus,  causis  et  rationibus  physicis  tutius  disputare  Hcebit. 
Videamus  igitur  quibus  viribus  corpoia  sphaerica,  ex  particuHs  modo  jam 
exposito  attractivis  constantia,  debeant  in  se  mutuo  agere ;  et  quales  mo- 
tus  inde  consequantur. 

(*")  •   Quam  Jieri  potest  accuratissiTnk  revol-  volvantur,   et  radiis  ad  maximum  illud  ductis 

vantur,  ut  in  duobus  jcasibus  Prop.  65.   exposi-  describant  areas  temporibus  quam  maxime  pro- 

tum  est.  portionales,  corporum  illorum  seorsim  spectato- 

(")  *  Et  contrd.     Si  vires  corporum  illorum  rum  vires   accelcratrices  decrescent  in  ratione 

absolutas  sint  ad  invicem  in  ratione  corporum,  et  duplicata  dislantianim  aut  accurate  aut  quam 

minora   corpora   circa   maximum    in    elHpsibus  proxime ;  ut  licjuet  ex  Corol.  2°.  Prop.  58.  col- 

umbilicum  comraunem  in  maximi  illius  centro  lato  cum  Prop.  64.  05. 
hubentibus,  quara  fiei^i  potest,  accuratissimis  rc- 
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SECTIO  XII. 


De  corporum  spJiwi^icorum  viribus  aitractivis. 


PROPOSITIO  LXX.     THEOREMA  XXX. 

Si  ad  sphcsricce  superficiei  puncta  singula  tendant  vires  aquaUs  ceniripetee 
decrescentes  in  duplicatd  ratione  distantiaj-um  a  punctis :  dico  quod  cor- 
puscidum  intra  superficiem  constitutum  his  virihus  nuUam  in  partem  attra- 
hitur. 


Sit  H  I  K  L  superficies  illa  sphaerica,  et  P  corpusculum  intus  consti- 
tutum.  Per  P  agantur  ad  hanc  superficiem  lincae  duae  H  K,  I  L,  arcus 
quam  minimos  H  I,  K  L  intercipientes ;  et,  ob  triangula  H  P  I,  L  P  K 
(per  Corol.  3.  Lem.  VII.)  (°)  similia, 
arcus  illi  erunt  distantiis  H  P,  L  P  pro- 
portionales;  et  superficiei  sphaericas  par- 
ticulae  quaevis  ad  H  I  et  K  L,  rectis  per 
punctum  P  transeuntibus  undique  termi- 
natae,  erunt  in  duplicata  illa  ratione. 
Ergo  vires  harum  particularum  in  cor- 
pus  P  exercitae  sunt  inter  se  aequales. 
Sunt  enim  ut  particulae  du-ecte,  et  quad- 
rata  distantiarum  inverse.  Et  hae  duae 
rationes  componunt  rationem  aequalita- 
tis.  Attractiones  igitur,  in  contrarias  partes  aequaliter  factae,  se  mutuo 
destruent.  Et  simili  argumento,  attractiones  omnes  per  totam  spha3ricam 
superficiem  a  contrariis  attractionibus  destruuntur.  Proinde  coi-pus  P 
nullam  in  partem  his  attractionibus  impellitur.     Q.  e.  d. 


(°)  •  Similia,  &c.  AnguH  enim  H  P  I, 
L  P  K  ad  verticem  oppositi,  et  anguli  H  I  L, 
L  K  H  eidem  arcui  insistentes  jequantur  (per 
Prop.  27.  Lib.  3.  Elem.)  Nam  arcus  evanes- 
centes  I  H,  K  L,  pro  ipsorum  cliordis  usurpari 
possunt  (per  Cor.  5.  Lem.  7.)  Quare  m-cus  H  I, 
K  L  distantiis  H  P,  L  P  proportionales  sunt, 
ct  liinc  si  ad  superficiem  sphosricam  per  punctum 


P  diictae  intelUgantur  innumerae  rectae  ad  ar- 
cus  quamminimos  ut  H  I,  K  L  terminata?, 
rectae  illae  figuras  solidas  (pyramides  vel  conos) 
similes  formabunt  quorum  bases  in  superficie 
sphserica  similes  erunt,  et  proinde  (per  Lem.  5. ) 
rationem  habebunt  duph°catam  laterum  H  I, 
H  L  seu  distantiarum  H  P,  L  P.  £rgo  vires, 
&c. 
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PROPOSITIO  LXXL     THEOREMA  XXXL 

lisdem  positisy  dico  quod  corpusculum  extra  spharicam  superficicm  constituium 
aitraJdtur  ad  ceni^-um  sphcera ;  vi  reciproce  proportionali  quadrato  distan- 
ticB  suce  ab  codem  centro. 

Sint  AHKB,  ahkb  aequales  duse  superficies  sphaericee,  centris  S,  s, 
diametris  A  B,  a  b  descriptae,  et  P,  p  corpuscula  sita  extrinsecus  in  dia- 
metris  illis  productis.  Agantur  a  corpuscuHs  lineas  P  H  K,  P  I  L,  p  h  k, 
p  i  1,  auferentes  a  circulis  maximis  A  H  B,  a  h  b,  asquales  arcus  H  K, 
h  k  cL  I  L,  i  1 :  Et  ad  eas  demittantur  perpondicula  S  D,  s  d ;  S  E,  s  e ; 
I  R,  i  r ;  quorum  S  D,  s  d  secent  P  L,  p  1  in  F  ct  f :  Demittantur  etiam 


ad  diametros  perpendicula  T  Q,  i  q.  Evanescant  anguli  D  P  E,  d  p  e : 
et  (P)  ob  aequales  D  S  et  d  s,  E  S  et  e  s,  hneae  P  E,  P  F  et  p  e,  p  f  et 
lineola  D  F,  d  f  pro  aequalibus  habeantur ;  quippe  quarum  ratio  ultima, 
angulis  illis  D  P  E,  d  p  e  simul  evanescentibus,  (i)  est  gequalitatis.  His 
itaque  constitutis,  {^)  erit  P  I  ad  P  F  ut  R  I  ad  D  F,  et  p  f  ad  p  i  ut  d  f, 
vel  D  F  ad  r  i ;  et  ex  sequo  P  I  X  p  f  ad  P  F  X  p  i  ut  R  I  ad  r  i,  hoc 
est  (per  Corol.  3.  Lem.  VIL)  (^)  ut  arcus  I  H  ad  arcum  i  h.     (*)  Rursus 


(")  •  Et  ob  aquales  D  S  et  d  s,  E  S  et  e  s, 
&c.  (Per  Prop.  14.  Lib.  5.  Elem.) 

C)  •  Est  a-qualilalis.  Nam  evanescentibus 
D  P  E,  d  p  e  angulis,  pimcta  F,  f  coincidunt 
cum  punctis  E,  e,  et  iis  punctis  coincidentibus, 
aquales  sunt  lineae  P  E,  P  F  et  p  e,  p  f,  et  li- 
neolas  D  F,  d  f  fiunt  differentiaB  linearum  D  S 
et  E  S,  d  s  et  e  s,  ac  proinde  (ob  K(]uales  D  S 
et  d  s,  E  S  et  e  s)  a-quaritur. 

(')  •  Erit  r  I ad  F  F,  &c.  Ob  parallclas 
R  I,  D  F  et  r  i,  d  f. 


(')  Ut  arcus  I  H  ad  arcum  i  h.  Nam  tri- 
angula  evanescentia  R  H  I,  r  h  i  similia  sunt 
ob  angulos  ad  R  et  r  rectos  (ex  Hyp.)  et  angu- 
los  ad  H  et  li  aequales,  quos  nempe  metiuntur 
dimidii  arcus  ffquales  H  K,  h  k  (per  Prop.  52. 
Lib.  5.  Ekm.)  arcus  enim  II  I,  h  i  pro  tangen- 
tibus  in  H  et  h  usurpari  pcssunt  (per  Cor,  5, 
Lem.  7. )  Quare  R  1  cst  ad  r  i,  ut  arcus  I  H 
ad  arcum  i  h. 

(»)  *  liursus,  &c.  Ob  triangula  P  Q  I, 
P  E  S  et  p  q  i,  p  c  s  similia,  est  P  I  :  P  S  = 
I  Q :  S  E. 
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P  l  ad  P  S  ut  I  Q  ad  S  E,  et  p  s  ad  p  i  ut  s  e  vel  S  E  ad  i  q ;    et  ex 

fiequo  PIXpsadPSXpiutlQadiq.     Et  conjunctis  rationibus 

P  I  quad.  XpfXpsadpi  quad.  X  P  F  X  P  S,  ut  I  H  X  I  Q  ad  i  h 

X  i  q;  hoc  (")  est,  ut  superficies  circularis,  quam  arcus  I II  convolutione 

semicirculi  A  K  B  circa  diametrum  A  B  describet,  ad  superficiem  circu- 

larem,  quam  arcus  i  h  convolutione  semicirculi  a  k  b  circa  diametrum  a  b 

describet.     Et  vires,  quibus  hae  superficies  secundum  lineas  ad  se  tenden- 

tes  attrahunt  corpuscula  P  et  p,  sunt  (per  hypothesin)  ut  ipsae  superficies 

directe,  et  quadrata  distantiarum  superficierum  a  corporibus  inverse,  hoc 

est,  utpfXpsadPFx  PS.     Suntque  hae  vires  ad  ipsaruni  partes 

obliquas,   quae  (facta  per  legum  Corol.  2.  resolutione  virium)   secundum 

lineas  P  S,  p  s  ad  centra  tendunt,   ut  P  I  ad  P  Q,  et  p  i  ad  p  q ;  id  est 

(ob  similia  triangula   P  I  Q  et  P  S  F,  p  i  q  et  p  s  f)  ut  P  S  ad  P  F,   et 

p  s  ad  p  f.     Unde,  ex  aequo,  fit  attractio  corpusculi  hujus  P  versus  S  ad 

PFXpfXps      DfxPFxPS 
attractionem  corpuscuh  p  versus  s,  ut p-Q ad , 

hoc  (^)  est,  ut  p  s  quad.  ad  P  S  quad.  Et  simih  argumento  vires,  quibus 
superficies  convolutione  arcuum  K  L,  k  1  descriptae  trahunt  corpuscula, 
erunt  ut  p  s  quad.  ad  P  S  quad.  inque  eadem  ratione  erunt  vires  superfi- 
cierum  omnium  circularium  in  quas  utraque  superficies  sphaerica,  capien- 
do  semper  s  d  aequalem  S  D  et  s  e  aequalem  S  E,  distingui  potest.     Et, 


(")  515.  *  Hoc  est,  ut  superficies  circularit, 
quam  arcus  I  H  convolutione  semidrculi  A  K  B 
circa  diametrum  A  B  describet.  Nam  eirculaxis 
illa  superiicics  aequalis  est 
facto  ex  peripheria  circu- 
li  cujus  radius  I  Q  in  ar. 
cura  avanescentem  I  H, 
et  similiter  superficies  cir- 
cularis  quam  arcus  i  h, 
convolutione  semicirculi 
a  k  b  circa  diametrum  a  b, 
describet,  aquatur  facto 
ex  peripheria  circuli  cujus 
radius  i  q,  in  arcum  evan- 
escentem  i  h,  (1 52).  Cum 
igitur  peripheriae  circulo- 
rum  sint  ut  radii,  facta  illa 
erunt  inter  se  ut  I  H  X 
I  Q,  ad  i  h  X  i  q- 

(*)  *  Hocest,&c.  Deleto  in  utraque  quantitate 

facto  P  F  X  P  fi  erunt  attracliones  ut  ^-^  ad 


516.  SchoUum.  Si  ex  altera  parte  diametri 
A  B  capiatur  arcus  A  T  =  A  I,  et  arcus  T  V 
=  I  H,  vires  cbliquae  ct  uquales  I  Q,  T  Q  sibi 


PS 


P  S 


ps 


-  seu  reducendo  ad  eundem  denominatorem. 


p  s 


-ad 


PS» 


P^ps       psXPS' 


,  hoc  est,  ut  p  s  ^  ad  P  S  ^. 


mutuo  opponentur,  nuUiiraque  motum  in  cor- 
pusculo  P  producent.  Unde  patet  vires  inte- 
gras  in  corpusculum  P  ab  utroque  hemispherio 
A  H  B,  -A.  T  B  seu  a  tota  superficie  sphoerica 
exercitas  esse  omnino  viribus  ad  centrum  S  ten- 
dentibus  aequales. 
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per  compositionem,  vires  totarum  superficierum  sphaericarum  in  corpus- 
cula  exercitae  erunt  in  eadem  ratione.     Q.  e.  d. 


PROPOSITIO  LXXII.    THEOREMA  XXXIL 

Si  ad  sphccra;  cujusvis  puncta  singula  tendant  vires  cequales  centripeta:  deae- 
scentes  in  duplicatd  raiione  distantiarum  a  punctis ;  ac  detur  tum  sphcpioe 
densitasj  tum  ratio  diametri  sphceroe  ad  distantiam  corpusculi  a  centro  ejus : 
dico  quod  vis  qud  corpusculum  attrahilur,  proportionalis  erit  semidiametro 
sphcercs. 

Nam  concipe  corpuscula  duo  seorsim  a  {J)  sphaeris  duabus  attrahi,  unum 
ab  una  et  alterum  ab  altera,  et  distantias  eorum  a  sphserarum  centris  pro- 
portionales  esse  diametris  sphserai'um  respective,  sphaeras  autem  resolvi  in 
particulas  similes  et  similiter  positas  ad  corpuscula.  Et  attractiones  cor- 
pusculi  unius,  factae  versus  singulas  particulas  sphaerae  unius,  erunt  ad  at- 
tractiones  alterius  versus  analogas  totidem  particulas  sphasrae  alterius,  in 
rationecomposita  ex  ratione  particularum  directeet  ratione  duplicata  distan- 
tiarum  inverse.  Sed  particulaj  smit  ut  sphaerae,  hoc  est,  in  ratione  triplicata 
diametrorum,  et  distantioe  sunt  ut  diametri ;  et  ratio  prior  directe  una  cum 
ratione  posteriore  bis  inverse  est  ratio  diametri  ad  dian:etrum.    Q.  e.  d. 

Corol.  1.  Hinc  si  corpuscula  in  circulis,  circa  sphseras  ex  materia  aequali- 
ter  attractiva  constantes,  revolvantur;  sintque  distantiae  a  centris  sphserarum 
proportionales  earumdem  diametris :  Tempora  periodica  erunt  aequalia. 

Corol.  2.  Et  vice  versa,  si  tempora  periodica  sunt  aequalia,  distantiae 
erunt  proportionales  diametris.  Constant  haec  duo  per  Corol.  3.  Prop. 
IV. 

Corol.  3.  Si  ad  solidorum  duorum  quorumvis,  similium  et  cequaliter 
densorum,  puncta  singula  tendant  vires  sequales  centripeta)  decrescentes 
in  duplicata  ratione  distantiarum  a  punctis ;  vires,  quibus  corpuscula,  (") 
ad  solida  illa  duo  similiter  sita,  attrahentur  ab  iisdem,  erunt  ad  invicem 
ut  diametri  solidorum. 

C)  *  ^  ipA«ri«  dwaJMi  homogeneis,  ejusdem-         517.  Scholiitnu     Hinc  si  hujusmodi  sphajra 

que  densitatis  ita  nempe  ut  sub  fequalibus  vo-  per  centrum  perforetur,  asqualia  crunt  (empore 

luminibus  a?quales  materiae  quantitates  ubique  omnia,  quibus  corpus  de  locis  qu)l>usvb  ad  cen- 

contineantur,  et  vis  absoluta  attrahcDS  sit  semper  trum  usque  cadit,  (per  Cor.    2.   rrop.  38.)  et 

ut  quantitas  materiae.  corpusculorum  in  liujuMnodi  sphwra  per  spatia 

C)  •  Ad  aolida  illa  duo  simililer  tita,  ita  ut  libera  minima  revolventium  tempora  periodica 

distantiae  corpusculorum   a  similibus  solidorum  erunt  a;qualia   (per  Cor.  3.  Prop.  4.)  atqiie  ad 

duorum  particulis  sint  ut  eorum  solidorum  dia-  hujus  generis  spha-ram  pertinent  quac  in  Prop. 

inctri.  51.  52.  bujusquc  CoroUariis  dcmonstrata  sunt. 
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PROPOSITIO  LXXIII.     THEOREMA  XXXIIL 


Si  ad  spJicsrce  alicujus  datce  puncta  singula  tendant  cequales  vires  centrijjefce 
decrescentes  in  duplicatd  ratione  distantianim  a  punctis :  dico  quod  cotpus- 
cidum  intra  spliceram  constitutum  attrahitur  vi  proportionali  distantics  sius 
ab  ipsius  centro. 

In  sphsera  A  C  B  D,  centro  S  de- 
scripta,  locetur  corpusculum  P ;  et  cen- 
tro  eodem  S,  intervallo  S  P,  concipe 
sphseram  interioreni  P  E  Q  F  describi. 
Manifestum  est,  •  (per  Prop.  LXX.) 
quod  sphsericae  superficies  concentricae, 
ex  quibus  sphaerarum  differentia  AEBF 
componitur,  attractionibus  suis  per  at- 
tractiones  contrarias  destructis,nil  agunt 
in  corpus  P.  Restat  sola  attractio 
sphaerae  interioris  P  E  Q  F.  Et  (p^ 
Prop.  LXXII.)  haec  est  ut  distantia 
P  S.     Q.  e.  d. 


Scholium. 

Superficies,  ex  quibus  solida  componmitur,  hic  non  sunt  pure  mathe- 
maticae,  sed  orbes  adeo  tenues,  ut  eorum  crassitudo  instar  nihili  sit ;  nimi- 
rum  orbes  evanescentes,  ex  quibus  sphaera  ultimo  constat,  ubi  orbium  il- 
lorum  numerus  augetur  et  crassitudo  minuitur  in  infinitum.  SimiJiter 
per  puncta,  ex  quibus  Hncae,  superficies  et  soHda,  componi  dicuntur,  in- 
teUigendae  sunt  particulae  aequales  magnitudinis  contemnendae. 


PROPOSITIO  LXXIV.     THEOREMA  XXXIV. 

Bsdem  positis^  dico  quod  corpusculum  extra  sphceram  constitutum  attrahitttr 
vi  reciproce  propartionali  quadrato  distantice  suce  ah  ipsius  centro, 

Nam  distinguatur  sphaera  in  superficies  sphaericas  innumeras  concen- 
tricas,  et  attractiones  corpusculi  a  singulis  superficiebus  oriundae  erunt 
reciproce  proportionales  quadrato  distantiae  corpuscuH  a  centro  (per  Prop. 
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LXXI.)  Et  componendo  fiet  summa  attractionum,  hoc  est  attractio  cor- 
pusculi  in  sphaeram  totam,  in  eadem  ratione.     Q.  e.  d. 

Corol,  1.  Hinc  in  sequalibus  distantiis  a  centris  homogenearum  sphaera- 
rum  attractiones  sunt  ut  spha^ras.  Nam  (per  Prop.  LXXII.)  si  distantiae 
sunt  proportionales  diametris  spheerarum,  vires  erunt  ut  diametri.  Mi- 
nuatur  distantia  major  in  illa  ratione ;  et,  distantiis  jam  factis  aequahbus, 
augebitur  attractio  in  duplicata  illa  ratione ;  ideoque  erit  ad  attractionem 
alteram  in  triplicata  illa  ratione,  hoc  est,  in  ratione  sphaerarum. 

Corol.  2.  In  distantiis  quibusvis  attractiones  sunt  ut  sphaerae  applicatae 
(*)  ad  quadrata  distantiarum. 

Corol.  3.  Si  corpuGCulura,  extra  sphaeram  homogeneam  positum,  trahi- 
tur  vi  reciproce  proportionali  quadrato  distantiae  suae  ab  ipsius  centro, 
constet  autem  sphaera  ex  particulis  attractivis ;  i^)  decrescet  vis  particulae 
cujusque  in  duplicata  ratione  distantiae  a  particula. 

PROPOSITIO  LXXV.     THEOREMA  XXXV. 

Si  ad  sphcerce  datcB  puncta  singida  tendant  vires  ccquales  centripetcB^  decres- 
centes  in  duplicatd  ratione  distantiarum  a  punctis ;  dico  quod  sphcera 
qucevis  alia  similaris  ab  eddem  attrahitur  vi  reciproce  proportionali  quad- 
rato  distantice  centrorum. 

Nam  particulae  cujusvis  attractio  est  reciproce  ut  quadratum  distantiae 
suae  a  centro  sphserae  trahentis,  (per  Prop.  LXXIV.)  et  propterea  eadem 
est,  ac  si  vis  tota  attrahens  manaret  de  corpusculo  unico  sito  in  centro  hu- 
jus  sphasrae.  Haec  autem  attractio  tanta  est,  quanta  foret  vicissim  attrac- 
tio  corpusculi  ejusdem,  si  modo  illud  a  singulis  sphaerae  attractae  particulis 
eadem  vi  traheretur,  qua  ipsas  attrahit.  Foret  autem  illa  corpusculi  at- 
tractio  (per  Prop.  LXXIV.)  reciproce  proportionaHs  quadrato  distantias 
suae  a  centro  sphaerae ;  ideoque  huic  sequalis  attractio  sphaerae  est  in  eadem 
ratione.     {^)  Q.  e.  d. 

(*)  •  Ad  quadrata  distaniiarvm.  Nam  asqua-  duplicata  distantiarum  a  particulis  decrescoret, 

;ibus  distantiis,  attractiones  sunt  ut  spha;ra;  (per  corpusculum  extra  sphseram  constitutum  majori 

Cor.  1 . )  ct  wqualibus  spharis,  attractiones  sunt  vel  minori  vi  traheretur  quam  rcciproce  propor- 

ut  quadrata  distantiarura  a  centris  reciproce  (per  tionali  quadrato  distantia;  a  centro  sphaera;. 

Prop.  74.)     Quare  variantibus  sphoeris  et  dis-  {^)  •   Q.  e.  d.     Demonstratio  clarius  inteUi- 

tantiis   simul,    attractiones   sunt  ut   spha;raE  ad  gitur  apposita  figura.      Spha:ra  A  spha;ram  si- 

quadrata  distantiarum  applicata^.  milarem    B   attrahat,    et    vis    acceleratrix    qua 

C")    *   JDecrescet    vis  particulcB   cvjusque,    &c.  spha^ra;   B  particula  qua;vis   P  in  centrum   C 

Nam  cum  vis  attractrix  absoluta  quantitati  ma-  spha;ra;  A  urgetur  eijt  reciproce  ut  quadratum 

teriae  proportionalis  supponatur,  si  vis  particula-  distantia;   P  C  a  centro  sphicra;  trahcntis  (j)er 

rum  spha-ra;  in  majori  vel  minori  ratione  quam  Prop.  74.)  ct  propterea  eadem  cst  ac  si  \is  tota 
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C^)  Corol.  ].  Attractiones  sphaerarum,  versus  alias  sphaeras  homogeneas, 
sunt  ut  sphaeras  trahentes  applicataB  ad  quadrata  distantiarum  centrorum 
suorum  a  centris  earum,  quas  attrahunt. 

Corol.  2.  Idem  valet,  ubi  sphaera  attracta  etiam  attrahit.  Namque  hu- 
jiis  puncta  singula  trahent  singula  alterius  eadem  vi,  qua  ab  ipsis  vicissim 
trahuntur ;  ideoque  cum  in  omni  attractione  urgeatur  (per  Legem  3.)  tam 
punctum  attrahens,  quam  punctum  attractum,  (^)  geminabitur  vis  attrac- 
tionis  mutuae,  conservatis  proportionibus. 

Corol.  3.  Eadem  omnia,  quae  superius  de  motu  corporum  circa  umbili- 
cum  conicarum  sectionum  (^)  demonstrata  sunt,  obtinent,  ubi  sphaera  at- 
trahens  locatur  in  umbUico  :   et  corpora  moventur  extra  sphaeram. 

Corol.  4.  Ea  vero,  quae  de  motu  corporum  circa  centrum  conicarum 
sectionum  (^)  demonstrantur,  (^)  obtinent  ubi  motus  peraguntur  intra 
sphaeram. 


attrahens  manaret  de  corpusculo  unico  C  sito  in 

centro  sphierae  trahentis  A  ;  vis  autem  tota  acce- 

leratrix  qua  sphaera  integra  B  a  corpusculo  C 

trahitur,  tanta  est  quanta  foret  vicissim  attractio 

ejusdera  corpusculi  C  versus  centrum 

D  sphaera;  B,  si  modo  illud  corpus- 

culum  C  a  singulis  sphaerae  B  parti- 

culis  eadem  vi  traheretur  qua  ipsas 

attrahit,  ut  manifestum  est.     Foret 

autem  (in  hac  hyp. )   illa  corpusculi 

C  versus  centrum  D  atlractio  (pet 

Prop.   74.)   reciproce  proportionalis 

quadrato  distantia  suae  C  D  a  centro 

D  sphffirae  B  ;   Quare  attractio  sphse- 

rae  B  versus  C  ut  pote  aequalis  at- 

tractioni  suppositae  corpuscuii  C  versus  D,  est 

in  eadem  ratione  inversa  quadrati  distantias  C  D. 

Q.  e.  d. 

C)  *  Cor.  l.  Vis  acceleratrix  qua  sphaerae 
B  particula  quaevis  P  versus  centrum  C  sphaerae 
A  urgetur,  est  ut  sphajra  A  applicata  ad  quad- 
ratum  distantias  C  P,  (per  Cor.  2.  Prop.  74.)  et 
propterea  eadem  est  ac  si  vis  tota  attrahens  quae 
esset  iit  sphaera  A  manaret  de  corpusculo  unico 
C  sito  in  centro  sphaerse  trahentis  A ;  et  simili- 
ter  sphaera  tota  B  ad  centrum  C  trahitur  ut  cor- 
pusculum  unicum  in  centro  D  situm  (per  Prop. 
75.)  vis  autem  acceleratrix  qua  corpusculum  in 
centro  D  positum  versus  C  trahitur,  est  ut  vis 
absoluta  corpusculi  C  seu  ut  sphaera  A  directe  et 
quadratum  distantiae  C  D  inverse.  Quare  at- 
tracliones  sphccrarum  acceleratrices  versus  alias 
spharas  homogencas  sunt  ut  sjiharcB  trahentes 
upplicata:,  &c. 

(*)  *  Geminahilur  vis  attractionis  mviva, 
&c.  Si  sphaera  A  spha:ram  B  vi  propria  attra- 
hente  destitutam  trahat,  erit  vis  acceleratrix 
sphxrx  B  versiis  ceutrum  C  sphaerae  trahentis 
A 


sphaertB  B  vis  propria  attrahens  tribuatur,  vis  ac- 

celeratrix  sphacrae  A  versiis  B  inde  genita,  erit  ut 

B  .    .„.  .    ,     >        B  X  A 

Q  Y.i>  «t  ^'s  Jllius  motnx  (15)  ut        .^  ^ ,  quae 


A,  ut 


C  D 


(per  Cor.  2.   Prop.  75.)  jam  si 


(per  Leg.  S.)  aequatur  vi  motrici  sphffirje  B  ver- 
siis  spharam  A  ex  reactione  sphserae  A  genita". 
Quare  dividendo  per  B,  vis  acceleratrix  sphaerse 
B,  versus  centrum  C  sphaerae  A,  rursiis  erit  ut 

_  ^,  ideoque  attractio  tota  acceleratrix  sphaerae 

B,  versus  centrum  sphaerae  A,  erit  in  distantia 
data  ut  sphcBra  ipsa  A,  et  in  distantia  variabili 
ut  sphaera  A  ad  quadratum  distantife  applicafa. 
Quod  similiter  dicendum  est  de  attractione 
sphaers  A  versiis  centnim  sphaerae  B.  Obser- 
vandum  vero  est  quod  si  (ut  hic  supponitur)  vi- 
res  absolutas  particularum  utriusque  fphaerae  A 
et  B  aequales  sint  et  utraJjue  vi  propria  attractiva 
quantitati  materi^e  proportionali  praedita  sit,  at- 
tractio  mutua  dupla  evadit. 

(Q  *  Demonstrata  sunt.  (In  Sect.  3*-  6^- 
74.  9i.  iia.) 

(^)  •  Demmistrantur.  (Prop.  10.  38.  47. 
51.  52.  64.) 

(»>)  *  Obtinent,  &c.  (Pcr  Prcp.  6S.)  ubi 
motus  peraguntur  intra  spha?ram,  hoc  est,  ubi 
intra  sphceram  solidam  via  corporibus  molis  libe- 
ra  conceditur. 
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PROPOSITIO  LXXVL    THEOREMA  XXXVL 

Si  spheene  inprogressu  a  centro  ad  circumferentiam  (qiioad  materice  densitatem 
et  vim  attractivamj  utcunque  dissimilareSf  in  progressu  verb  pcr  circuitum 
ad  datam  omnem  a  centro  dista^itiam  sunt  undique  similarcs  ;  et  vis  attrac- 
tiva  puncti  cujusque  decrescit  in  duplicatd  ratione  dista^itia:  corporis  at- 
tracti :  dico  quod  vis  tota^  qud  hujusmodi  sphcera  una  attrahit  aliam,  sit 
reciproce  proportionalis  quadrato  distaritice  centrorum. 

Sunto  sphaerse  quotcunque  concentricae  similares  A  B,  C  D,  E  F,  &c. 
quarum  interiores  additae  exterioribus  componant  materiam  densiorem 
versus  centrum,  vel  subductae  relinquant  tenuiorem ;  et  hae  (per  Prop. 
LXXV.)       trahent 

A_ 

G 


sphaeras  alias  quot- 

cunque  concentricas 

similares  G  H,  I  K, 

L  M,  &c.   singulae 

singulas,  viribus  re- 

ciproce  proportiona- 

libus  quadrato  dis- 

tantiae  S  P.     (^)  Et 

componendo  vel  di_ 

videndo,  summa  vi- 

rium  illarum  omni- 

um,  vel  excessus  aliquarum  supra  alias ;  hoc  est,  vis,  qua  sphaera  tota,  ex 

concentricis  quibuscunque  vel  concentricarum  difFerentiis  composita  A  B, 

trahit  totam  ex  concentricis  quibuscvmque  vel  concentricarum  differentiis 

compositam  G  H ;  erit  in  eadem  ratione.     Augeatur  numerus  sphaerarum 

concentricarum  in  infinitum  sic,  ut  materiae  densitas  una  cum  vi  attractiva, 

in  progressu  a  circumferentia  ad  centrum,  secundum  legem  quamcunque 

crescat  vel  decrescat;  et,  addita  materia  non  attractiva,  compleatur  ubivis 

densitas  deficiens,  eo  ut  sphaerae  acquirant  formam  quamvis  optatam;  et 


(')  •  Et  componendo  vel  dimdendo,  &c.  Hoc 
cst,  in  data  distantia  centrorurti  communium  S, 
P,  sit  attractio  spha;rarum  G  H,  I  K,  L  M  a 
sphicra  A  15,  a,  b,  c  ;  a  sphaera  C  D,  d,  e,  f ;  a 
sphara  E  F,  g,  h,  i :  variant«  vero  illa  distantia 
commuiiium  centrorum  S,  P  vires  omnes  illas 
mutabuutur  rcspectivc  secundum  rationem  illaia 


inversam  quadrati  distantiae  centrorum,  ergo 
summa  vel  differentia  virium  quibus  omncs 
sphaerjE  G  H,  I  K,  L  M  a  splia^ris  A  13,  C  D, 
E  F  attralumtur  in  prima  distantia,  erit  atl  sum- 
mam  vel  diiTerentiam  virium  in  altcro  casu  iji- 
verse  ut  quadrata  distantiarum. 
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vis,  qua  harum  una  attrahet  alteram,  erit  etiamnum,  per  argumentum  su- 
perius,  in  eadem  illa  distantiae  quadratae  ratione  inversa.     Q.  e.  d. 

Corol.  1.  Hinc  si  ejusmodi  sphaeree  complures  sibi  invicem  per  omnia 
similes,  se  mutuo  trahant ;  attractiones  acceleratrices  singularum  in  sin- 
gulas  erunt,  in  aequalibus  quibusvis  centrorum  distantiis,  ut  sphaerae  attra- 
hentes. 

(')  Corol.  2.  Inque  distantiis  quibusvis  inaequalibus,  ut  sphaerae  attra- 
hentes  applicatae  ad  quadrata  distantiarum  inter  centra. 

Corol.  3.  Attractiones  vero  motrices,  seu  pondera  sphaerarum  in  sphae- 
ras  erunt,  in  sequalibus  centrorum  distantiis,  ut  sphaerae  attrahentes  et  at- 
tractae  conjunctim,  id  est,  ut  contenta  sub  sphaeris  per  multiplicationem 
producta. 

(^)  Corol.  4.  Inque  distantiis  inaequalibus,  ut  contenta  illa  directe  et 
quadrata  distantiarum  inter  centra  inverse. 

Corol.  5.  Eadem  valent,  ubi  attractio  oritur  a  sphaerae  utriusque  virtute 
attractiva  mutuo  exercita  in  sphasram  alteram.  Nam  viribus  ambabus 
geminatur  attractio,  proportione  servata. 

Corol.  6.  Si  hujusmodi  sphgerae  aliquae  circa  alias  quiescentes  revolvan- 
tur,  singulEB  circa  singulas ;  sintque  distantiae  inter  centra  revolventium  et 
quiescentium  proportionales  quiescentium  diametris ;  aequalia  erunt  tem- 
pora  periodica. 

Corol.  7.  Et  vicissim,  si  tempora  periodica  sunt  aequalia;  distantiae 
enmt  ("")  proportionales  diametris. 

Corol.  8.  Eadem  omnia,  quae  superius  de  motu  corporum  circa  umbili- 
cos  conicarum  sectionum  demonstrata  sunt,  obtinent ;  ubi  sphaera  attra- 
hens  formae  et  conditionis  cujusvis  jam  descriptae  locatur  in  umbilico. 

(k)  *  Cor.  2.  Attractiones  acceleratrices  sphae-  roUariis  1°.  et  2°,  inanifesta  sunt ;  Nam  attrac- 

rarum  G  H,  I  K,  L  M,  &c.  in  sphasras  A  B,  tionis  quantitas  motrix,  seu  pondus  sphaerse  at- 

C  D,  E  F,  &C.  singularum  versus  singulas  sunt  tractae  in  sphasram  trahentem   aequipoUet  facto 

(per   Cor.    1.    Prop.   75-)  ut  sphaeras  trahentes  ex  vi  acceleratrice  ducta  in  quantitatem  materiae, 

applicatae  ad  quadrata  distantiarum  inter  centra  seu  in  massam  sphaerae  attract» ;  vis  autem  ac- 

S,  P.     Quare  componendo  vel  dividendo  sum-  celeratrix   (per    Cor.    2.    Prop.    hujus)    est   ut 

ma  attractionum  illarum   omnium  vel  excessus  sphaera  attrahens  applicata  ad  quadratum  distan- 

aliquarum  supra  alias,  hoc  est,  tota  attractio  ac-  tia:  inter  centra,  et  quantitates  materise  in  sphfle- 

celeratrix  sphacrs  compositae  G  I  M  H  versus  ris  per  omnia  similibus,  sunt  ut  volumina,  seu 

sphteram  compositam  A  C  F  B  erit  ut.  summa  ut   sphaerae   ipsae.     Quare  attractiones  motrices 

vel  differentia  sphaerarum  concentricarum  simi-  seu  pondera  sphaerarum  in  sphjeras,  sunt  ut  con- 

larium  A  B,  C  D,  E  F,  &c.  ad  quadratum  dis-  tenta  sub  sphaeris  per  muhiplicationem  producta 

tantiae  S  P  applicata.     Sed  si  sphaerac  tralicntes  directe  et  quadrata  distantiarum  inter  centra  in- 

sunt  sibi  invicem  pcr  omnia  similes,  summae  il-  verse. 

lae  vel  difFerentiae  sunt  ut  sphacrae  ipsae.     Quare  (")  *  Proportionales  diametris.      Cor.   6.   et 

patet  veritas  Corol.  1 .  et  2.  7.  constant  per  Cor.  5.  Prop.  A^- 

(')  •  Cor.  4.   CoroUaria  3""".  et  4*"".  ex  Co- 


3G6 
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Corol.  9.  (°)  Ut  et  ubi  gyrantia  sunt  etiam  spliaerae  attrahentes,  condi- 
tionis  eujusvis  jam  descriptae. 


PROPOSITIO  LXXVII.    THEOREMA  XXXVIL 

Si  ad  si7igula  sphcBrarum  puncta  tendant  vires  centripetce  proportionales  dis- 
tantiis  punctorum  a  corporibus  attractis :  dico  quod  vis  composita,  qud 
spharce  dtus  se  mutuo  traJient,  est  ut  distantia  inter  centra  spharamm. 

Cas.  1.  Sit  A  E  B  F  sphsera;  S  centrum  ejus;  P  corpusculum  attrac- 
tum,  P  A  S  B  axis  sphaerae  per  centrum  corpusculi  transiens ;  E  F,  e  f 
plana  duo,  quibus  sphaera  secatur,  huic  axi  perpendicularia,  et  hinc  inde 
aequaiiter  distantia  a  centro 
sphaerae ;  G,  g  intersectiones 
planorum  et  axis;  et  H  punc- 
tum  quodvis  in  plano  E  F. 
Puncti  H  vis  centripeta  in 
corpusculum  P,  secundum  li- 
neam  P  H  exercita,  est  ut 
distantia  PH;  et  (perLegum 
Corol.  2.)  secundum  lineam 
P  G,  seu  versus  centrum  S, 
ut  longitudo   P  G.     Igitur 

punctorum  omnium  in  plano  E  F,  hoc  est  plani  totius  vis,  qua  corpuscu- 
lum  P  trahitur  versus  centrum  S,  est  ut  distantia  P  G  multiphcata  per 
numerum  punctorum,  id  est,  ut  solidum  quod  continetur  sub  plano  ipso 
E  F  et  distantia  illa  P  G.  Et  simihter  vis  plani  e  f,  qua  corpusculum  P 
trahitur  versus  centrum  S,  est  ut  planum  illud  ductum  in  distantiam  suam 
P  g,  sive  ut  huic  aequale  planum  E  F  ductum  in  distantiam  illam  P  g ;  et 
summa  virium  plani  utriusque  ut  planum  E  F  ductum  in  summam  distar- 
tiarum  P  G  -}-  P  g,  id  est,  ut  planum  illud  ductum  in  duplam  centri  et 
(°)  corpuscuH  distantiam  P  S,  hoc  est,  ut  duplum  pianum  E  F  ductum  in 
distantiam  P  S,  vel  ut  summa  aequalium  planorum  E  F  -{-  e  f  ducta  in 
distaiitiam  eandem.  Et  simili  argumento,  vires  omnium  planorum  in 
sphaera  tota,  hinc  inde  sequaliter  a  centro  sphaei^ae  distantium,  sunt  ut  sum- 
ma  planorum  ducta  in  distantiam  P  S,  hoc  est,  ut  sphaera  tota  et  ut  dis- 
tantia  P  S  conjunctim.     (p)  Q.  e.  d. 

(°)  •    Ut  et  %ibi  gyrantia,  &c.       Patet  per     pnim  rg=PG-|-2GS,  adeoque   P  g  -j- 
Cor.  2.  Prop.  58.  P  G  =  2  P  G  -^-  2  G  S  =  2  P  S. 

(°)  *  Et  corpusculi  distaniiam    P  S.      Est         C)  •   Q.  c.  iL     Observandum  est  vires  obli- 
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Cas.  2.  Trahat  jam  corpusculum  P  sphaeram  A  E  B  F.  Et  eodem 
argumento  probabitur  quod  vis,  qua  sphaera  illa  trahitur,  erit  ut  distantia 
P  S.     Q.  e.  d. 

Cas.  3.  Componatur  jam  sphsera  altera  ex  corpusculis  innumeris  P ;  et 
quoniam  vis,  qua  corpusculum  unumquodque  trahitur,  est  ut  distantia 
corpusculi  a  centro  sphserae  primee,  (^)  et  ut  sphaera  eadem  conjunctim, 
atque  ideo  eadem  est,  ac  si  prodiret  tota  de  corpusculo  unico  in  centro 
sphaerse ;  vis  tota,  qua  corpuscula  omnia  in  sphaera  secunda  traliuntur, 
hoc  est,  qua  sphaera  illa  tota  trahitur,  eadem  erit,  ac  si  sphaera  illa 
traheretur  vi  prodeunte  de  corpusculo  unico  in  centro  sphaerae  primae, 
C)  et  propterea  proportionalis  est  distantiae  inter  centra  sphaerarum. 
Q.  e.  d. 

Cas.  4.  Trahant  sphaerae  se  mutuo,  et  vis  geminata  proportionem  prio- 
rem  servabit.    Q.  e.  d. 

Cas.  5.  Locetur  jam  corpusculum  p  intra  sphaeram  A  E  B  F ;  et  quo- 
niam  vis  plani  e  f  in  corpusculum  est  ut  solidum  contentiim  sub  plano  illo 
et  distantia  p  g ;  et  vis  contraria  plani 
E  F  ut  solidum  contentum  sub  plano  illo 
et  distantia  p  G ;  (^)  erit  vis  ex  utraque 
composita  ut  difFerentia  soHdorum,  hoc 
est,  ut  summa  aequalium  planorum  ducta 
in  semissem  differentiae  distantiarum,  id 
est,  ut  summa  illa  ducta  in  p  S  distan- 
tiam  corpusculi  a  centro  sphaerae.  Et 
simili  argumento,  attractio  planorum  om- 
nium  E  F,  e  f  in  sphaera  tota,  hoc  est, 

attractio  sphaerae  totius,  est  conjunctim  ut  summa  planorum  omnium,  seu 
sphaera  tota,  et  ut  p  S  distantia  corpuscuH  a  centro  sphaerae.     Q.  e.  d. 

Cas.  6.  Et  si  ex  corpusculis  innumeris  p  componatur  sphEera  nova,  in- 
tra  sphasram  priorem  A  E  B  F  sita ;  probabitur  ut  prius  quod  attractio, 


quas  G  H,  in  plano  quovis  E  F,  ex  utraque  asis 
P  B  parte  in  aequalil  us  distantiis  sumptas  esse 
sequales  et  oppositas,  nuUunique  proinde  motum 
producere. 

C)  *  Et -ut  sphara  eadem  covjunctim,  per 
Cas.  I. 

(■")  •  El  propterea  proportionalis  est  distantia;, 
&c.   Si  data  est  sphaera  prima  trahens  per  Cas.  2. 

(')  *  Erit  vis  ex  utraque  composila  ut  differ- 
entia  solidorum,  hoc  est,  uifcfXPg— E^X 


p  G.     Est  autem  S  g  =  S  G,  adeoque  p  g 

p  G  =  pS+SG  —  pG  =  2pS;  Quar^ 
cvim  sit  etiam  E  F  =  e  f,  erit  efXpg EF 

XpG  =  efXpg  — pG  =  2efX  p  S  = 
e  f  +  E  F  X  P  S.  Si  punctum  G  est  inter  p 
et  S  situm,  vis  tota  erit  utefXpg+E  Fx 
p  G,  et  quoniam  est  semper  S  g  =  S  G,  atque 
in  hoc  casu  pg  +  pG  =  pS-t-S  G  -[-  p  G 
=  2  p  S,  similiter  inTenietur  vis  tota  ut  e  f  -f-  E  F 
XpS. 
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fcive  simplex  sphaerae  unius  in  alteram,  sive  mutua  utriusque  in  se  invicem, 
erit  ut  distantia  centrorum  p  S.     Q.  e.  d. 


PROPOSITIO  LXXVIIL     THEOREMA  XXXVIIL 

Si  sphcErce  in  progressu  a  centro  ad  circumferentiam  sint  utcunque  dissimilares 
et  iticsquabiles,  in  progressu  vcro  per  circuitum  ad  datam  omnem  a  ceniro 
distaritiam  sint  undique  similares ,-  et  vis  attractiva  puncti  cujusque  sit  ut 
distantia  corporis  attracti :  dico  quod  vis  iota  qud  hujusmodi  sphcens  duce 
se  mutuo  irahunt  sit  proportionalis  distantice  inter  cenlra  sphcerarum, 

Demonstratur  ex  Propositione  praecedente  eodem  modo,  quo  Propositio 
LXXVI.  ex  Propositione  LXXV.  demonstrata  fuit.  (§) 

Corol.  Quae  superius  in  Propositionibus  X.  et  LXIV.  de  motu  corpo- 
rum  circa  centra  conicarum  sectionum  demonstrata  sunt,  valent  ubi  at- 
tractiones  omnes  fmnt  vi  corporum  sphaericorum  conditionis  jam  descrip- 
tae,  et  attracta  corpora  sunt  sphaerae  conditionis  ejusdem. 

Scholium. 

Attractionum  casus  duos  insigniores  jam  dedi  expositosj  nimirum  ubi 
vires  centripctse  decrescunt  in  duplicata  distantiarum  ratione,  vel  crescunt 
in  distantiarum  ratione  simplici ;  efficientes  in  utroque  casu  ut  corpora 
gyrentur  in  conicis  sectionibus,  et  componentes  corporum  sphaericorum 
vires  centripetas  eadem  lege,  in  recessu  a  centro,  decrescentes  vel  cres- 
centes  cum  seipsis :  Quod  est  notatu  dignum.  Casus  caeteros,  qui  con- 
clusiones  minus  elegantes  exhibent,  sigillatim  percurrere  longum  esset. 
Mahm  cunctos  methodo  generaU  simul  comprehendere  ac  determinare  ut 
sequitur. 

(§)  Quse  in  CoroUariis  Prop.  76.  ubi  attrac-  trices  singularum  in  singulas  erunt  ut  sphaerfe 

tio  sphaeras  versiis  sphaeram  erat  quadrato  distan  trahentes  tt  distantiae  inter  centra  conjunctim  ; 

tiae  centrorum  reciproce  proportionalis,  demon-  attractiones  vero  motriccs  ut  sphaeras  attrahentes 

strata   sunt,    ea,   mutatis   mutandis,    ad   casum  et  attractae  et  distantio;  inter  centra  conjunctim, 

hujus  Propositionis  78.  transferri  possunt.      Ni-  eademque  valent  ubi  attractio  oritur  a  spharic 

mirum  si  ejusmodi  sphaerae  complures  per  omnia  utriusque  virtute   attractiva  mutuu  exercitu  in 

sjmiles  se  mutuo  trahant,  attractiones  accelera-  sphaeram  alteram. 
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LEMMA  XXIX. 

Si  desaibantur  centro  S  circulus  quilibet  A  E  B,  f /  centro  P  circtdi  duo  E  F, 

e  f,  secantes  priorem  in  E,  e,  lineamque  P  S  in  F,  f ;  et  adV  S  demittari- 

tur  perpendicula  E  D,  e  d  :  dico  quod,  si  distantia  arcuum  E  F,  e  f  in  in- 

Jinitum  minui  intelligatur,  ratio  ultima  linets  evancscentis  Ti  A  ad  lineam 

evanescentem  Y  i  ea  sit^  qvxE  linece  P  E  fliZ  lineam  P  S. 

Nam  si  linea  P  e  secet  arcum  E  F  in  q ;  et  recta  E  e,   quae  cum  arcu 
evanescente  E  e  coincidit,  producta  occurrat  rectae  P  S  in  T  j  et  ab  S  de- 


mittatur  in  P  E  normalis  S  G :  ob  (*)  similia  triangula  D  T  E,  d  T  e, 
D  E  S ;  erit  D  d  ad  E  e,  ut  D  T  ad  T  E,  seu  D  E  ad  E  S;  et  ob  (") 
triangula  E  e  q,  E  S  G  (per  Lem.  VIII.  et  Corol.  3.  Lem.  VII.)  similia, 
erit  E  e  ad  e  q  seu  F  f  ut  E  S  ad  S  G ;  et  ex  aequo,  D  d  ad  F  f  ut  D  E 
ad  S  G ;  hoc  est  (ob  similia  triangula  P  D  E,  P  G  S)  ut  P  E  ad  P  S 
Q.  e.  d. 


(*)  *  Ob  similia  triangula  D  T  E,  d  T  e, 
D  E  S.  Ob  parallelas  D  E,  d  e,  triangula 
D  T  E,  d  T  e  similia  sunt ;  et  quoniam  recta 
T  E  circulum  A  E  B  tangit  in  E,  erit  angulus 
S  E  T  rectus,  et  proinde  demisso  ex  puncto  E 
ad  basim  S  T  perpendiculo  E  D,  erit  triangu- 
lum  D  E  S  simile  triangulo  D  T  E  (Prop.  8. 
Lib.  G.  Elem.) 


(")  •  Et  ob  triangula  E  e  q,'  E  S  G,  &c 
Anguli  ad  G  et  q  recti  sunt  et  proinde  asquales  ; 
et  quoniam  auguli  P  E  q,  S  E  e  sunt  quoque 
recti  et  aequales,  (ex  natura  circiJi)  detracto 
communi  angulo  S  E  q,  anguli  rcsidui  G  E  S, 
q  E  e,  erunt  etiam  «quales.  Quare  triangula 
E  e  q,  E  S  G  simt  similia  (Prop.  4.  Lib.  & 
Elem.) 


VoL.  L 


Aa 
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PROPOSITIO  LXXIX.     THEOREMA  XXXIX. 

Si  super/icies  oh  latitudinem  infinite  diminutam  jamjam  evanescens  E  F  f  e, 
convolutione  sui  circa  axem  P  S,  describat  solidum  sphcericum  concavo-con- 
vexum,  ad  cujus  particulas  singulas  cBquales  tendant  aqualcs  vires  centri- 
petce :  dico  quod  vis,  qud  solidum  illud  trahit  corpusculum  situm  in  P,  est 
in  ratione  eompositd  ex  ratione  solidi  D  E  q  X  F  f ,  et  ratione  vis  qud 
jjarticida  iata  in  loco  F  f  traheret  idem  corpusculum. 

Nam  si  primo  consideremus  vim  superficiei  sphaericae  F  E,  quae  convo- 
lutione  arcus  F  E  generatur,  et  a  linea  d  e  ubivis  secatur  in  r ;  erit  su- 
perficiei  pars  annularis,  convolutione  arcus  r  E  genita,   ut  lineola  D  d. 


manente  sphserae  radio  P  l!l  (uti  (^)  demonstravit  Archimedes  in  lib.  de 
Sphaera  et  Cylindro.)  Et  hujus  vis,  secundum  lineas  P  E  vel  P  r  undi- 
que  in  (^)  superficie  conica  sitas  exercita,  ut  haec  ipsa  superficiei  pars  an- 
nularis;  hoc  est,  ut  lineola  T>  d,  vel,  quod  perinde  est,  ut  rectangu- 
lum  sub  dato  sphaerae  radio  P  E  et  lineola  illa  D  d  :  at  secundum  H- 


(*)  518.  Uli  demonslravit  Archimedes,  &c. 
Facilis  est  demonstratio.  Quoniam  enim  angu- 
lus  P  E  r  rectus  est  (ex  natura  circuli)  erit  an- 
gulus  D  E  r  aequalis  angulo  D  P  E,  ob  sum- 
mum  angulorum  D  P  E  -f-  P  E  D  recto  P  E  r 
asqualem.  Unde  si  ex  puncto  r  in  lineam  D  E 
demissum  intelligatur  perpendiculum  quod 
SBquale  erit  linese  D  d,  constituetur  triangulum 
evanescens  simile  triangulo  E  P  D,  criUjue  adeo 


DE:  PE  =  Dd 


Er=— jj^^ '^'^ 


(515)  Eona  circularis  convolutione  arcus  r  E  ge- 
nita,  est  ut  rectangulum  r  E  X  D  E  ;  Quare  si 
in  hoc  rectangulo  loco  r  E  substituatur  valor 
ipsius  modo  invcntus,  erit  zona  ut  P  E  X 
D  d,  hoc  eit,  ob  datum  radium  P  E,  ut  D  cL 
Q.  e.  d. 
C)  *  In  superficie  conicd,     Nam  in  convoli» 
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neam  P  S  ad  centrum  S  tendentem  minor  in  ratione  P  D  ad  P  E,  (^) 
ideoque  ut  P  D  X  D  d.  Dividi  jam  intelligatur  linea  D  F  in  particu- 
las  innumeras  asquales,  quse  singulae  nominentur  D  d ;  et  superficies  F  E 
dividetur  C*)  in  totidem  asquales  annulos,  quorum  vires  erunt  ut  summa 
omnium  P  D  X  D  d,  hoc  est,  ut^  PFq  —  ^PDq,  ideoque  ut  (^)  D  E 
quad.  Ducatur  jam  superficies  F  E  in  altitudinem  F  f ;  et  fiet  solidi 
E  F  f  e  vis  exercita  in  corpusculum  PutDEqX  Ff:  puta  si  detur  vis 
quam  particula  aliqua  data  F  f  in  distantia  P  F  exercet  in  corpusculum 
P.  C^)  At  si  vis  illa  non  detur,  fiet  vis  solidi  E  F  f  e  ut  solidum  D  E  q 
X  F  f  et  vis  illa  non  data  conjunctim.     Q.  e.  d. 


tione  puncti  E,  linea  P  E  superficiem  conicam 
describit. 

C)  *  Ideoqrie  ut  P  D  X  D  d.  Nam  8i  vis 
^cundum  directionem  P  E  agens  per  liueam 
P  E  exponatur,  vis  illius  pars  quas  agit  secun- 
dum  dircctionem  P  S,  exponetur  per  lineam 
P  D  ;  erit  P  E  ad  P  D  ut  rectangulum  P  E  X 
D  d  ad  rectangulum  P  D  X  D  d,  quod  proinde 
jim  illam  secundiim  directionem  P  D  exliibebit, 
vires  autem  obliquae  E  D  ab  ulraque  axis  P  B 
parte  se  mutuo  destruunt. 

(*)  *  Dividelur  in  totidem  eequales  annulos. 
(Per  not.  518.) 

('')  •  Et  superficies  F  E  diiidetur  in  tolidem 
aquMlet  annulos,  quorum  vires  erunt  ut  swnma 
omnium  P  D  Y,  D  d,  hoc  est,  ut  ^  P  F  q  — 
^  P  D  q,  ideoque  ut  D  E  quad.  Scilicet  omnes 
P  D,  dum  ex  P  D  in  P  F  mutantur  uniformiter 
crescendo  progressionem  arithmeticam  faciunt, 
quoniam  omnes  particulas  D  d  quibus  linese  P  D 
successive  augentur  sunt  aquales :  ergo  omnium 
P  D  summa  ea  ratione  invenitur  qua  summse 
progressionum  arithmeticarum  obtinentur,  nem- 
pe  primum  et  ultimum  progressionis  terminum 
simul  junctos  multiplicando  pcr  numerum  termi- 
norum  progressionis,  et  dimidium  facti  sumendo ; 
Progressionis  vero  hujusce  primus  terminus  est 
P  D,  ullimus  P  F  numerus  vero  terminorum 
D  F,  siquidem  D  F  est  summa  incrementorum 
acqualium  evanescentium  lineae  P  D,  ergo  sum- 

„„        P  F-f  PD  X  D  F  . 

ma  omnium  P  D  est ' sive 

(quia  D  F  est  difFerentia  linearum  P  F  et  P  D) 

.       „_^      PF-fPDXPF— PD 
8stsunmiaommumPD=:  ■ ' 

2 

scd  (per  6.  2.  Elem.)  factum  summse  et  difier- 


entia^    duarum    linearum    awjuatur   differentiBe 


PF+PDXPF— PD 

quadratorum  ipsorum,  ergo ' 

=  -|PF^  —  -IPD*  et  surama  omnium 
P  D  X  D  d  =  iP  F^  —  ^  P  D  ^  X  D  d, 
sed  D  d  est  particuia  qujE  in  omnibus  hisce  ca- 
sibus  ut  eadem  assumitur,  ergo  vires  totius  su- 
perficiei  F  E  qiiae  sunt  ut  summa  omnium  P  D 
X  D  d  sunt  uti  PF^—  iPD^  sive  ut 
P  F  2  —  P  D  2  sed  P  F  »  est  aquale  P  E  * 
per  constr.  etPE^  —  PD^  =  DE*  (per 
47.  1.  El.)  crgo  vires  superficiei  F  E,  sunt  uf 
D  E  ^.     Q.  e.  d. 

Idem  aliter.  Sit  radius  datus  P  E  =  a,  va- 
riabiHs  F  D  =  x,  erit  fluxio  D  d  =  d  x,  et 
P  D  =  a  —  X,  atque  adeo  P  D  X  D  d  = 
a  d  X  —  X  d  X,  et  sumptis  utrinque  fluentibus 
(165)  S.  PDXl>d=ax  —  ixx  = 
2ax  — XX  DE^  ,„ 
=  — — -,    (Prop.    13.     Lib.    6. 

Elem.)  Quare  vis  superficici  convolutione  ar- 
ciis  F  E  genitffi  erit  ut  D  E  *. 

C^)  •  At  si  vis  illa  non  delur,  &c  Zona  con- 
volutione  artiis  E  e  genita  tiucaiur  m  Oatam  al- 
titudinem  F  f,  et  erit  annuli  solidi  inde  gcniti 
vis  secundum  lineam  P  E  undique  exercita  ut 
hic  ipse  annulus  et  vis  lincolae  F  f  conjunctim, 
hoc  est,  si  vis  lineolas  F  f  dicatur  V,  ut  P  E  X 
D  d  X  F  f  X  V  (518).  At  vis  annuli  secun- 
diim  lineam  P  S  minor  erit  iii  ratione  P  D  ad 
P  E,  ideoque  erit  ut  P  D  X  D  d  X  F  f  X  V. 
Et  quoniam  variante  P  D,  manet  factum  F  f  X 
V  quod  nimirum  vis  V  in  singulis  particulis  da- 
tisFf,  apqualis  supporiatur;  Si  sumantur  flucntes, 
ut  supra,  erit  vis  tota  solidi  E  F  f  e,  in  corpus- 
culum  P  secundiim  lineam  P  S  exercita  ut 
D  E  *  X  F  f  X  V. 


Aas 
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PROPOSITIO  LXXX.     THEOREMA  XL. 

Si  ad  sjphcercd  alicujus  A  B  E,  centro  S  descriptce,  particulas  singulas  aquales 

tendant  cequales  vires  centripeta,  et  od  sphcsrcs  axem  A  B,  in  quo  corpus- 

culum  aliquod  P  locatnr,  erigantur  de  punctis  singulis  D  peypendicula 

D  E,  sphcercs  occurrentia  in  E,  et  in  ipsis  capiantur  longitudines  D  N, 

DEq  X  PS  ,  .    ,     .     . 

quce  sint  ut  quantitas p-^ et  vis,  quam  sphcercs  particuta  stta  tn 

axe  ad  distantiam  P  E  cxercet  in  corpusculum  P,  conjunctim  :  dico  quod 
vis  tota,  qud  corpusculum  P  trahitur  versus  sphceram,  est  ut  area  A  N  B 
comprehensa  sub  axe  spharce  A  B,  et  lined  curvd  A  N  B,  quam  punctum 
"N  perpeiuo  tangit. 

Etenim  stantibus  quae  in  Lemmate  et  Theoremate  novissimo  constructa 
sunt,  concipe  axcm  sphaeraa  A  B  dividi  in  particulas  innumeras  aequales 


D  d  et  sp^aeram  totam  dividi  in  totidem  laminas  sphaericas  concavo- 

convexas  E  F  f  e,  et  erigatur  perpendiculum  d  n.     Per  Theorema  supe- 

rius  vis,  qua  lamina  E  F  f  e  trahit  corpusculum  P,  est  ut  D  E  q  X  F  f  et 

vis  particulse  unius  ad  distantiam  P  E  vel  P  F  exercita  conjunctim.     Est 

autem  (per  Lenima  novissimum)  D  d  ad  F  f  ut  P  E  ad  P  S,  et  inde  F  f 

PSxDd        ^^          ^^         ,^,.DEqXPS 
aequalis  p-g ;  et  D  L  q  X  l^  t  aequale  D  d  m  pT^ ,   et 

^^.DEqxPS 

propterea  vis  laminae  E  F  f  e  est  ut  D  d  m p-^ et  vis  particu- 

lae  ad  distantiam  P  F  exercita  conjunctim,   hoc  est  (ex  Hypothesi)  ut 
D  N  X  D  o,  seu  area  evancscens  D  N  n  d.     Sunt  igitur  laminariim  om- 
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nium  vires,  in  corpus  P  exercitaB,   ut  are£e  omnes  D  N  n  d,  hoc  est, 

sphaerae  vis  tota  ut  area  tota  A  N  B.     Q.  e.  d. 

Corol.  1.  Hinc  si  vis  centripeta,  ad  particulas  singulas  tendens,  eadem 

DEqXPS         . 
semper  maneat  in  omnibus  distantiis,  et  fiat  D  N  ut p-^ ;   erit 

vis  tota,  qua  corpuscuhim  a  sphaera  attrahitur,  C^)  ut  area  A  N  B. 

Corol.  2.  Si  particularum  vis  centripeta  sit  reciproce  ut  distantia  cor- 

DEq  X  PS 
pusculi  a  se  attracti,  et  fiat  (°)  D  N  ut p  ^   ^ ;  erit  vis,  qua  cor- 

pusculum  P  a  sphaera  tota  attrahitur,  ut  area  A  N  B. 

Corol.  3.  Si  particularum  vis  centripeta  sit  reciproce  ut  cubus  distantiae 

^,       D  E  q  X  P  S         .       , 
corpusculi  a  se  attracti,  et  fiat  D  N  ut  — p  p       —  ;  erit  vis,  qua  cor- 

pusculum  a  tota  sphagra  attrahitur,  ut  area  A  N  B. 

Corol.  4.  Et  universaliter  si  vis  centripeta  ad  singulas  sphaerae  particulas 

tendens  ponatur  essc  reciproce    ut   quantitas   V,    fiat   autem   D   N   ut 

DEqxPS..  ,  ^  ,.. 

"P  E  X  V — '  ^^^^  ^^^'  ^"^  corpusculum  a  sphaera  tota  attrahitur,  ut 

area  A  N  B. 


PROPOSITIO  LXXXI.     THEOREMA  XLI. 

Stantibus  jam  positis,  mensuranda  cst  area  A  N  B. 
H        —    E 


A  puncto  P  ducatur  recta  P  H  sphaerara  tangens  in  H,  et  ad  axem 

C)  •   UtareaANB.    Nulla  enim  habcnda         (=)  •  Fiat  D  N,  &c.     Substituta  quantitate 
i  ratio  vis  particulae  F  f  quae  cadem  in  omni-        1      ,  .  .     . 

loco  vis  paTticulae  F  £ 


esi  ratio  vis  particuiae  t  t  quae 
bus  Ji3tantiis  manet  ex  hyp. 


Jf  E 

A  a  3 
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P  A  B  demissa  normali  H  I,   bisecetur  P  I  in  L;    et  erit  (per  Prop. 

XIL  Lib.  2.  Elem.)  P  E  q  aequale  PSq  +  SEq+2PSD.     Est 

autem  S  E  q  seu  S  H  q  (ob   C)  similitudinem  triangulorum  S  P  H, 

S  H  I)  Eequale  rectangulo  P  S  I.     Ergo  P  E  q  aequale  est  contento  sub 

P  S  et  P  S  +  S  I  +  2  S  D,  hoc  (^)  est,  sub  P  S  et  2  L  S  +  2  S  D,  id 

est,  sub  P  S  et  2  L  D.     Porro  D  E  quad.  aequale  est  S  E  q  —  S  D  q, 

seu   (t)   S  E  q  —  L  S  q  +  2  S  L  D  —  L  D  q,  id  est,  2  S  L  D  —  L  D  q 

-^  A  L  B.     Nam  LSq  —  SEq  seu  LSq  —  SAq  (per  Prop.  VL 

Lib.  2.  Elem.)  aequatur  rectangulo  A  L  B.     Scribatur  itaque  2  S  L  D  — 

^^  .       DEqXPS 

L  D  q  —  A  L  B  pro  D  E  q;   et  quantitas  — P  E  X  V    '  ^"^  secun- 

dum  Corollarium  quartum  Propositionis  praecedentis  est  ut  longitudo  or- 

2SLD  X  PS 


dinatim  applicatae  D  N,  resolvet  sese  in  tres  partes 
LDqxPS       AL  B xPS 


PF  X  V       — 

ubi  si  pro  V  scribatur  ratio  inversa  vis 


PExV  ~"  PExV 
centripetJE,  et  pro  P  E  medium  proportionale  inter  P  S  et  2  L  D;  tres 
illae  partes  evadent  ordinatim  applicatae  linearum  totidem  curvarum,  (^) 
quarum  arese  per  metliodos  vulgatas  innotescunt.     Q.  e.  f. 


(f)  •  Ob  similitudinem  triangvlorum,  &c. 
(Per  Prop.  13.  Lib.  6.  Elem.) 

(8)  *  Hoc  est  suh  PS  et  2  L  S-{-2SD. 
ObPS+SI  =  PI+  2SI=2L1  + 
2  S  I  =  2  L  S. 

{\)  *  Seu  S  E -^  —  L  S -^,  &.C.  Ob  S  D  = 
L  D  —  L  S,  adeoque  SD^  =  LD^-- 
2SLD  +  LS^ 


C")  519.   Quarum  arete  per  metlwdos  wJlgatas    Jn  hanc  mutatur 
innotescunt.     Sint  variabiles  P  £  =  z,  L  D  = 


X,  adeoque  D  d  =  d  x,  sint  constantes  P  A  — 
a,  P  B  =  b,  P  S  =  c,  et  L  S  =  m,  L  A  = 
p,  L  B  =  q,   et  erit  areas  A  N  D  fluxio  D  N 

Xdxut^'"%^^'-'^'",f"-Pl£i/. 

z  V  z  V  z  V      ' 

quoniatn  vero  PE*  (zz)  =  2P  SxLD 

^^\       .  ^^-j  zdz 

(2  c  x),  est  X  =  —  et  d  X  = ,  quibus  va- 

loribus  loco  x  et  d  x  in  formula  substitutis  Dla 
mz^dz       z4dz      pqda 


c  V 


4c»  V 
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Exempl.  1.  Si  vis  centripeta  ad  singulas  sphaerae  particulas  tendens  sit 
reciproce  ut  distantia ;  pro  V  scribe  distantiam  P  E ;  dein  2  P  S  X  L  D 

ALB 
pro  P  E  q,  et  fiet  D  N  ut  S  L  —  J  L  D  — YjTD*     ^®"^  "^  ^  *^"^ 

ALB 

lem  ejus  duplo  2  S  L  —  L  D  —    ^  j^    :  et  ordinatae  pars  data  2  S  L 

ducta  in  longitudinem  A  B  describet  aream  rectangulam  2  S  L  X  A  B ; 
et  pai's  indefinita  L  D  ducta  normaliter  in  eandem  longitudinem  per  mo- 
tum  continuum,  ea  lege  ut  inter  movendum  crescendo  vel  decrescendo 

aequetur  semper  longitudini  L  D,  (')  describet  aream  ' ^ , 

(f )  id  est,  aream  S  L  X  A  B ;  quse  subducta  de  area  priore  2  S  L  X  A  B 


Sit  vis  attractiva  ut  distantiae  2  digmtas  — 

erit  V  =  z  ",  quo  valoreloco  Vin  formulaposi- 

„ ^       ,         mz^  —  "dz       z*  —  "dz 

to,fietDNXdxut ^-^^ 

—  P  q  2  —  "^  d  z,  unde  sumptis  singulorum 
terminorum  fluentibus  ( 1 65)  eril  S.  D  N  X  d  x, 

inz3— "  z5— ■ 

seuarea  AND.ut ^ — : — • 

.i_a       3  — nXc       5— nX4c* 

—  '  " 4-  Q,  constans.     Sed  fluens  illa 

1  —  n      ^ 

evanescere  debet  dum  fit  P  E  (z)  =  P  A  (a) 

a^  — "  ,    pqa^— ° 

est  ergo  Q  =  — 


3  —  n 


n  X  4  c 


1  — n 


{J  — n  X  c 

(z)  =  P  B  (b)  erit 

pqb'— °    ^^ 

1  — n 
m  a  3  —  ° 


ac  proinde  fluens  accurata  ubi  P  E 


m  b  3  — 


bS  — » 


5  — n  X  c 

a5  — ° 

5  — n  X  4c 


5  — n  X  4c' 
.    p  q  a'  —  ' 
"^     1  — n 


3  — nX  c 

520.  Cum  sit  semper  PE*  =  2PSXLD; 
et  ubi  P  E  fit  P  B  sit  L  D  =  L  B,  ubi  verd 
P  E  fit  P  A  sit  L  D  =  L  A,  erit  P  B  ^  (b  ^) 
=  2  P  S  X  L  B  (2  c  q)  et  P  A  ^  (a  ^)  = 
2PSXLA(2cp)  quibus  valoribus,  loco  b  ^ 
et  a  ^  substitutis,  formula  fit 
2mqb'  —  °        q^b'  — "        pqb' 

3  —  n 
p^a'  —  ' 


+ 


+ 


5  —  n  1  —  n 

pqa'— °       2mpa^  —  " 


5  —  n         '  1  —  n 

ct  restitutis  litteris  figurae 
2SLBXPB'— °       LB^XPB'  — " 


—  ALBXPB'— ° 

1  — n 

,    ALBX  PA'— ° 


+ 


5  — n 
AL^^XP  A'  — ' 
5  — n 
2SL AXPA'— " 


3— n 


521.  Cor.  \.  Hinc  liquet  aream  A  N  B,  seu 
attractionem  cui  proportionalis  est,  semper  posse 
algebraice  inveniri,  tribus  tantum  casibus  excep- 
tis  in  quibus  est  n  —  1  vel  3,  vel  5,  seu  in  qui- 
bus  vis  attractiva  decrescit  in  ratione  distanti»! 
simplici,  vel  triplicata  vel  quintuplicata.  In  his 
enim  casibus  tribus  divisores  1  —  n,  3  —  ii, 
5  —  n,  evanescunt  j  sed  tum  fluens  per  loga- 
rithmos,  aut  quod  idem  est,  per  quadraturam 
hyperbolae  obtinetur,  ut  exemplis  infra  positis 
patebit. 

(')  522.    Descrihet  aream -. 

2 
Area,  quam  describet,  erit  trapezium,  nam  si  a 
puncto  L  in  longitudinem  A  B  semper  erigan- 
tur  perpendicula  aequalia  L  D,  omnes  termina- 
buntur  in  recta  linea  ducta  a  puncto  L  in  ter- 
minum  perpendiculi  in  B  erecti  et  aequali  L  B, 
sicque  formabitur  triangulum  cujus  pars  secun- 
dum  A  B  sita  est  area  qua;sita,  et  ea  erit  trape- 
zium  cujus  latera  in  A  et  B  perpendicularia, 
inter  se  parallela  sunt,  et  latus  puncto  A  insis- 
tens  erit  aequale  L  A,  latus  vero  oppositum  in  B 
erectum  erit  aquale  L  B,  hujus  ergo  trapezii 

^.        .LA4.LB 
superficies  ent  ^^ i X  A  B,  sed  A  B 

=  L  B  —  L  A,  ergo  per  6.  2.  ei  LA-fLB 

XLB-La  =  ^^'-^-^%    (quod 

trapezium  est  aequale  trapezio  A  a  b  B  in  figura 
Newtoniana  descripto,  ut  liquet  per  ejus  figiu-ee 
const.) 

(f)  Id  est,  aream  S  Ly.AB,  ciaa.  enim  hac 

L  A  +  L  B        .  „     . 

area  sit  = 31 X  A  B,  sitque  L  B 

=  LA-|-2ASeritLA  +  LB  =  2LA 
.f2AS  =  2LS  unde  ^  ^  +  ^^  ^  A  B 

=  L  S  X  A  B.     Unde  etiam  sequitur  trape- 
zium  A  a  b  B  rectangulo  L  S  X  A  B  esse  aquale 
a4 
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relinquit  aream  S  L  X  A  B. 


ALB    ^ 
Pars  autem  tertia  ~T~TT'j  ducta  itidem  per 


motum  localem  normaliter  in  eandem  longitudinem,  describet  aream  hy- 

perbolicam;  quae  subducta  de  area  S  L  X      _ 

A  B  relinquet  aream  quaesitam   A  N  B. 

Unde  talis  emergit  problematis  constructio. 

Ad  puncta  L,  A,  B  erige  perpendicula  L  1, 

A  a,  B  b,  quorum  A  a  ipsi  L  B,  et  B  b  ipsi 

L  A  aequetur.     Asymptotis  L  1,  L  B  per 

puncta  a  b  describatur  hyperbola  a  b.     Et 

acta  chorda  b  a  claudet  aream  a  b  a  areae 

qusesitae  A  N  B  aequalem. 

Exempl.  2.  Si  vis  centripeta  ad  singulas  sphaerae  particulas  tendens  sit 
reciproce  ut  cubus  distantiae,  vel  (quod  perinde  est)  ut  cubus  ille  applica- 


Cseterum  per  methodos  vulgares  casus  iste 

sequenti  ratione  solvltur.     Sit  A  D  =  x,  D  d 

=  d  X  erit  areae  A  N  D  fluxio  D  N  X  D  d  = 

SSLXdx—  LAXdx  —  xdx  — 

ALBXdx       „..  ..^OT        j 

—^ .      Primi  termmi  2  S  L  X  ^  x, 

L  D 

fluens  (165)  est2SLXx  =  2SLX  AB, 
ubi  A  D,  seu  x  =  A  B.  Secundi  termini  L  A 
X  d  X  +  X  d  X,  fluens  estLAX^^^+ixxs 
2LA+ABXAB 


et  super  asymptoto  L  B  erigantur  perpendicula 
duo  infinite  propinqua,  D  F,  d  f,  hj-perboljfi 
occurrentia  in  F  et  f,  sitque  A  D  =  x,  1")  H  — 
d  X,  et  erit  (per  Theor.  4,  de  Hyperbola)  L  A 
XAa=LDXDF,  adeoque  D  F  = 
LAXAa        ALB 


L  D        ~    L  D  ' 
fluxio  areae  A  a  F  D  = 


D  F  X  D  d,  seu 

ALBXdx  , 

Quare 


LD 


area  hyperbolica  A  a  F  D,  fequalis  est  fluenti 
tertii  termini,  et  area  hyperbohca  A  a  b  B,  est 
ejusdem  termini  fluens,  ubi  x,  scu  A  D  =  A  B. 
Haec  igitur  subducta  de  rectangulo  S  L  X  A  B, 
sive  de  trapezio  A  a  b  B  ipsi  ajquali,  relinquet 
aream  qua>sitam  A  N  B.  Relinquitur  autem 
area  a  F  b  a  j  unde  patct  constructio. 

tur  hyperbola  A  B,  prout  Newtonus  prarecribit,        523.    Cor.   1 .    Si  distantia  corpusculi  P  a 


=  L  S  X  A  B,  quan- 

do  X,  seu  A  D,  fit  A  B.     Quare  duorum  prio- 

rum  terminorum  fluens  est  2  SLXAB  — 

S  L  X  A  B  sive  S  L  X  A  B.     Jam  ut  tertii 

^       ..ALBXdx.         .        .         .       .^ 

termmi -— fluens  invematur  descnba- 

L  D 
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,id 


P  E  cub. 
tus  ad  planum  quodvis  datum ;  scribe  "o  a  S  a  ^^^  ^'  ^^^  2  P  S  X  L  D 

SLXASq      ASq      ALBXASq 
proPEq;  et  fiet  D  N  ut  p  g  ^  ^  D  " ilP^  " 2  P  S  X  L  D^ 

LSI 

(^)  est  (ob  continue  proportionales  P  S,  A  S,  S  I)  ut  t   t^    —  i  S  I  — 

ALBXSI  ,  .,.,.         .T>- 

— 0  T  T\ •    Si  ducantur  hujus  partes  tres  m  longitudmem  A  £>,  pruna 

LSI 

T   ry  generabit  aream  hyperbolicam  ;  secimda  ^  S  I  aream  |  A  B  X  S I ; 


ALBX  SI 


ALBXSI       ALBXSI 


^^"^'^      2LDq      ^^^^"^      .2LA — 2TB       '  ''^  est  i  A  B 

X  S  I.     De  prima  subducatur  summa  secundae  et  tertiae,  et  manebit  area 


bphaer&  cvaneBcat,.  crit  B  b  =  L  A  =  o  ideo- 
que  hyperbola  A  F  b  cum  suis  asjTnptotis  L  1, 
L  B  congruet  nuUaque  erit  ejus  arca.  Quare 
corpusculo  posito  in  A,  seu  in  contactu  sphaerae 
attractio  erit  ut  rectangulum  S  L  X  -A-  B  = 
2  A  S  ^,  ut  etiam  demonstrari  possct  eodem 
modo  ac  demonstrata  fuit  Prop.  72. 

524.  Cor.  2.  Vis  qua  corpusculum  P,  versus 
portionem  sphjerae  convolutione  superficiei  AEF, 
genitam  trahitur  est  ut  L  B  —  ^  x  X  ^  — 
A  a  F  D ;  Nam  (per  not.  522.)  vis  illa  est  ut 
2SLXX  —  LAXx  —  ^xx  —  AaFD, 
et2SL  =  2LA4-2ASet2SL  —  LA 
=  LA4-2AS=LB,  unde  vis  illa  est 
L  B  —  5X  X  X  —  A  a  F  D ;  sed  P  posito  in 
contactu  spharae  cst  L  B  =:  A  B  et  area  hy- 
-jcrbolica   evanescit,    vis   ergo   fit  in    contactu 


sive  A  B  —  i  A  D  X 


A  B  —  ix 
A  D. 

525.  Cor.  3.  Quonjam  attractio  corpusculi  P 
versus  spha?ram  totam  cst  ut  S  L  X  A  B  — 
A  a  b  B,  ejusdem  attractio  versus  portionem 
spha;r£e  convolutione  sup"erficiei  F  E  e  B  (fig. 
Prop.  80.)  genitam,  erit  utSLXAB  —  LB 
Xx  +  |xx-|-AaFD  —  AabB  =  SoL 
XAB  —  LBXAD+iAD^  — 
D  F  b  B,  sive  substitutis  L  A  -|-  ^  A  B  pro 

S  L,   L  A  +  A  B  loco  L  B,   et  pro   A  B 

A  D  posito  B  D  fiet  ut  L  A  +  i  B~D  X  B  D 
—  D  F  b  B,  et  corpusculo  in  contactu  posito, 
erit  ut  i  B  D  ^ 

(^)  *  Jd  est,  06  contimi^  jJrnjMrtioriales,  .*c. 
Per  Prop.  8.  L  C.  El.  unde  A  S  ^  =  P  S  X 
SL 
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quaesita  A  N  B.  (^)  Unde  talis  emergit  pro- 
blematis  constructio.  Ad  puncta  L,  A,  S,  B 
erige  perpendicula  L  1,  A  a,  S  s,  B  b,  quo- 
rum  S  s  ipsi  S  I  iequetur,  perque  punctum  s 
asymptotis  L  1,  L  B  describatur  hyperbola 
a  s  b  occurrens  perpendiculis  A  a,  B  b  in  a 
et  b ;  et  rectangulum  2  A  S  I  subductum  de 
area  hyperbolica  A  a  s  b  B  relinquet  aream 
quaesitam  A  N  B. 

Exempl.  3.  Si  vis  centripeta,  ad  singulas  sphaerae  particulas  tendens,  de- 

j       V      ^       •         1-         •                •     V            .^        PEqq 
crescit  in  quadruplicata  ratione  distantiae  a  particuhs ;  scribe  ^  .  ^ p 


Dd   B 


(')  526.  *  Unde  talis  emergit  problcmatis  con- 
structio.  Sit,  ut  supra  AD  =  x,  Dd  =  dx, 
erit  arese  A  N  D,  fluxio  D  N  X  I>  d>  ut 
LSIXdx  j_T^,  ALBxSIXdx 
•  a  t>  1  X  "'f  — 


L  D 


.L  SI  X  dx 


2  L  A  -f- 


L  D 


fluens  ha- 


Jatn  ut  primi  termini 

beatur,  describatur  hyperbola  a  s  b,  eo  modo 
quo  jubet  Newtonus,  erectisque  perpendiculis 
D  F,  d  f,  sit  A  D  =  X,  D  d  =  d  X,  et  quoni- 
am  (per  Theor.  4.  de  Hyperbola)   L  S  X  S  1 

=  L  D  X  D  F.  erit  D  F  =  44J,  et  D  F 


X  Dd 


L  SIX  dx 
L  D 


LD' 

Patet  igitur  (ut  in 


not.  522.)  aream  Hyperbolicam  A  a  s  b  B,  sequa. 

lem  esse  fluenti  primi  termini,  dum  A  D  seu  x 

=  A  B  ;  secundi  termini  ^  S  I  X  d  x,  fluens 

estiSlXAD=   iSlXAB,  dum  fit 

A  D  =  A  B  ;  tertii  tandem  termini  fluens  hoc 

^         .     .            d  X  - 

modo  invenitur.     Quantitatis  — — ; — ; :  ,  nu- 

(L  A  -f  x)  ^ 

-J-  Q  constans;  et 


ens  (165)  est  — 

quoniam  fluens  illa  evanescere  debet  ubi  x  =  o, 

erit  Q  =   := — -.     Quare  fluens   accurata   est 
L  A 

T7A-LD  =  LA-i7B'"^'"=^^' 
Est  igitur  tertii  termini  ^ALBXSIX 
dx  A    L    B    X    S   I 

—    fluens  = 
L  A-f  x^ 
A  L  B  X  SI 


2  L  A 
=  iLBX  SI—  iL  AX 


2L  B 

SI  =  iABXSr,  unde  summa  2'  et  SK  ter- 
mini  estABxSI  =  2ASXSl.  Quare 
rectangulum  2  A  S  I  subductum  de  area  hy- 
perbolica  A  a  s  b  B  relinquet  aream  quaesitam 
A  N  B. 
527.  Cor.  )    Si  corpus  P  sphsram  tangat  in 


A,  attractio  evadet  infinita,  nam  in  hoc  casu 
L  A  =  o  et  A  a  cum  asymptoto  L  1  coincidit, 
ac  proinde  attractio  per  aream  hyperbolae  infini- 
tam  B  L  1  a  s  b  exponitur. 

528.  Corol.  2.  Vis  qua  corpusciilum  P  in 
sphasrae  portionem  convolutione  superficiei  AEF 
genitam,  trahitur,  est  ut  A  a  F  D  —  ^  S  I  X 

AD-XLBXSI  +  i4|-^,utex 

nota  526.  manifestum  est.  Quare  in  contactu 
iibi  L  A  =  o,  erit  vis  illa  ut  area  infinita 
A  a  F  D,  cujus  respectu  alias  finitae  quantitates 
evanescunt. 

529.  Cor.  5.  Et  quoniam  corpusculi  P  attrac- 
tio  in  sjjhaeram  totam  est  ut  area  hyperbolica 
AasbB  —  2ASI,  ejusdem  attractio  versiis 
portionem  concavo-convexam,  convolutione  su- 
perficiei  F  E  e  B,  genitam,  erit  ut  A  a  s  b  B 
—  AaFD  — 2ASI-1-  iADXSI-f- 
iLBXSt.     ALBXS. 


2  L  D 


=  D  FbB 

+  f  L  A -1  B^X  S  I  -  A^J^-^, 

ponendo  A  B  pro  2AS,  ^LA+^AB  pro 
i  L  B,  et  i  B  D  pro  i  A  B  —  ^  A  D. 

530.  Cor.  4.  Simili  modo  inveniri  potest  vis 
qua  corpus  P  trahitur  versiis  spha;ram  concavam 
A  a  H  B  K  a,  si  ex  attractione  in  sphaeram  to- 
tam  solidam  detrahatur  attractio  in  spharam  in- 
teriorem  a  h  b  k.  Pafet  autem  corpusculi  P  in 
A,  seu  in  contactu  positi  attractionem  versus 
sphaeram  cavam  A  a  H  B  K  a,  interiori  con- 
centricam,  infinitam  esse  ;  Nam  si  ex  vi  infinitS 
qua  versiis  sphaeram  solidam  A  H  B  K  S,  tra- 
hitur,  subducatur  vis  finita  qua  versus  sphserara 
interiorem  a  h  b  k  s  urgetur,  relinquefur  attrao- 
tio  infinifa  versus  sphoEram  concavam  AaHBKa ; 
quin  imo,  si  ex  sphaera  concava  detrahatur  pars 
quoivis  a  conf.tctu  rcmota  ut  II  h  B  K  k,  at- 
tractio  corpusculi  in  contactu  A  positi  versiis  rc- 
siduam  H  Ii  A  a  K  k,  adhuc  infinita  erit,  ut 
patet  (per  Cor.  2.  et  3). 
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SlqxSL 

pro  V,  dein  V  2  P  S  X  L  D  (")  pro  P  E,  et  fiet  D  N  ut      ^^Y^l 

^  I  Slq  1  Slq  X  ALB  1 

^  ^    "^ ~"    2 V 2SI    ^  V irrTq c* 


V  LD  G       2  V  2  SI        VLD 


(")   Cujus   tres  partes   ductae   in   longitudinem    A  B,    producunt   areas 
2  S  I  q  X  S  L    .  1  1  S  l  q 

VTS~I  '"^    V  L  A  ~"  V  L  B'    V^T^sl 


totidem,   viz. 


in 


(")  *  Pro  P  E.  Erit  P  E  S  =  4  P  S  ^XlJD* 

XV^FsxLD.etAS^^PSXSIXVJ^SXSI. 
S  L  DX  PS  _  4SLDxP^XAS3  _ 

~  PES  ~ 


Unde  fiet 


!  P  E  X  V 
4  S  L  X  L  D  X  P  S  '  X  S  I  y/  P  S  X  S  I 

4PS^XLD^X  V^  P  ^  X  L  D 
SLXSIVSI  SLXSI^' 


„.T       ,          SI^XSL,,       dx       s 
D  N  X  d  X,  nt  —    ^     -»  X I  — 

SI*  dx     \        SI^^XALB 

X 


-=    X 


2  v'  2  S  I 
dx 


L  A  +  x'' 
^,  quantitatis 


2  A^  -2  a  i 

d  X        ^ 

|,  seu 


L  Da/TlT> 
SI^X  SL^ 


LDV2S1XLD 

1  ,,    .^  j 

Lt  ita  de  c^etens 


iV  L  D  3' 


2  V2SI 
terminis. 

(")    Cujus  tres  partes,   &c.     Sit   A  D 

fluxio.  A  D  =  d  X,  et  erit  arese  A  N  D  iluxio     <v^  L  A        \/  h  B 


L  A  +  x  2'  ^ '  L  A+  X 

5  2 

L  A  +  X  ~'2  d  X  fluens  est  -■  -  i  +  Q 

•  L  A  +  X 

const  (165)  quae  evanescere  debet  ubi  x  =  o; 

2 
quare  erit  Q  =  — 7-^ — ;r    ^^  nuens  accurata  = 


V'  L  A 


,,  dum  fit  X  =  A  B.    Prii 
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V  L  B  —  V  L  A;  et 


Slq  X  ALB  . 


2  -/2  S  I 
C)  Et  hae  post  debitam  reductionem  fiunt 


VL  A  cub. 
2SIqXSL 


2  S  I  cub. 

jjLI    ' 
4  S  I  cub. 

3LI 


Ilse   vero,    subductis    posterioribus    de    priore,    evadunt 
Proinda  vis  tota,  qua  corpusculum  P  in  sphasrae  centrum 


igitur  termini  Atens  erit 
1 


Quantilatis» 


2  S  I  X  S  L 
dx 


V  LA 


fli 


^  L  B'     ^™'  L  A  + 

est  2  (L  A  +  x)  2-  _J-  Q  const.  et  factii  x  =  o, 
invenitur  Q  =  —  2  y'  L  A ;  quare  fluens  ac- 
curata  est  2  y'  L  B  —  2  ^  L  A,  dum  x  = 
A    B.     ,  Secundi    igitur    termini    fluens    erit 

S  I  *   ' 

-,,  in  a/  L  B  —  V  L  A. 

V  2  S  I        ^  ^ 

Quantitatis  ===  f ,  fluens  est  g  (£l+»)l 

+  Q,   Ct    Q  =  3    ■/   T     A   3»   ""^^   ^"^"^   '°*®* 

^  ^"*  5VLA3  -  5v4nSl'  "'^'  ^  = 
A  B,  et  proinde  tertii  termini  fluens  est 
SI^  X  AL  B.  1 


X  L  S  —  A  S  =  LBX  L  A.  Quarc  L  I sivc 
L  S  —  S  I  =  V  L  A  X  L  B,  et  2  L  S  — 
2  S  I  =  2  V  L  A  X  L  B,  et  2  S  I  =  2LS 
—  2-v/  LAX  LB  =  LB  — 2VLBXLA 
-\-  L  A,  et  extracta.  utrinque  radicc  quadratd 
^/'JSi^j^L.B  —  /^/hA.     His  positis, 

faeilis  est  termincruni  reducUo ;  erit  cnim  - 


V  L  B 


a/  L  B—  -v/LA 


VLA 

V^SI 


V  L  B  X  L  A 

Quare   patet   primum   flucntis    terminum   e6se 

— ;    sccundum   vero    esse   S  I  ". 

L  1 
Tertius    terminus,    rcductione  ad   communem 
,     ,         SI^XLAXLB 
denommatorem  facta,  est 


V  L  B3 


3  V  '^^  S  1 
V  L  A3 


3  VTSTI  VLA3        VLB3- 

(°)  •  ^t  hcB  post  debiiam  rednctioncm,  &c. 
Est  P  SXS  I=A  S  *  (per  Prop.  VII I. Lib. VL 
Elem.)  sed  P  S  =  L  S  4-  L  I,  ob  P  L  = 
L  I,  (per  constr.)  et  SI  =  LS  —  LI,  ergo 
PSXSI  =  LS2— LI'  =  A  SS  ct 
hinc  LI^  =  L   S^— AS^=LS  +  AS 


^    L    A    X    L    B    V    L    A    X   L  B 

SI^XVL_BJj^^^^.    p,,,,,,,j. 
SLiXVLB  —  -v/LA 

••        •        •       LBg-LAa_^ 
visione  invenitur  ■ ;; j  —  i*  u  + 

L  B  "^  —  L  A  * 
LB*  +  LA^  +  LA=LB  +  LI  + 
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S  I  cub. 
trahitur,  est  ut  — p-j — ,  (p)  id  est,  reciproce  ut  P  S  cub.  X  P  I.    Q.  e.  i. 

Eadern  methodo  determinari  potest  attractio  corpusculi  siti  intra  sphae- 
ram,  sed  expeditius  per  Theorema  sequens. 


LA=2SI+3LI,  obLB  +  LA  = 
2  L  S  =  2  S  I  +  2  L  1.  Qiiare  tertius  ter- 
S  I '  X  2  S  I  +  aX  I  _  s  I  * 
3LI 

4-  — ,  unde  tres  fluentes  ad  communem 

~   3  L  I 

denoniinatorem  reducti  fiunt 

6  S  I*X  S  L— S  1=^X3  L I— S  PX3  LI— 2S  V 


minus  est  ^ 
2S  13 


3LI 


6SI*X  SL— L  I  — 2SI3 


,  sed  quia      g  I  ^ 


6SI3— 2SI3 
5L  I 


~  3  LI 

SL  —  LI=SI  fiunt 

^  Ll 

(P)  *  Id  est  redproce  utPS3y.PI.    Nam 

cum  sit  P  S  X  S  I  =  A  S  S  ideoque  S  I  = 

A  S  ^  1 

,  hinc,  dato  radio  A  S,  est  S  I  ut  -p— , 

S  I  3j  ut  fj-^-, ;  est  vero  L  I  =  i  P  I  ideoque 
ir  S  3 

4  S  13 
etiara  et    L  I    ut    P   I,    unde   ent    „  ,   ^-  ut 


3LI 


1 


p,  neglectd  fractione 


P  S  3  X  P  I'  "°  3 

531.  Cor.  1.  In  accessu  corporis  P  ad  spha:- 
ram,  ita  crescit  illius  attractio,  ut  in  contactu  in- 
finita  evadat,  dum  enim  coincidit  P  cum  A, 
puucta  H  et  I  cum  eodem  puncto  A  coincidunt, 

fitque  P  I  =  o,  et  proinde  quantitas  , 

infinita. 

532.  Cor.  2.  Attractio  corpiisculi  in  contactu 
A  positi  versus  sphasram  cavam  A  a  H  B  K  a, 
infinita  est.  Haec  enim  attractio  habetur,  si  ex 
attractionc    infinita    versiis    sphxram    solidam 


A  H  B  K  S,  subducatur  attractio  finita  versus 
sphaeram  interiorem  a  h  b  k  S. 

533.   Hic  adjungemus  solutionem  casus  tertii 

qui  pendet  a  quadratura  hyperbola^,  ubi  nemp^ 

vis  est  ut  P  E  5  reciproce  (520).     Scribe  igitur 

P  E  S 

^  ^  g^,  pro  V ;    dein  8  P  S  3  x  L  D  3  pro 

P  E  «,  et   P  S  X  S  I  pro   A   S  ^,  unde  est 
PS  SI^     .fl  .T^xT       SLXSI* 

FE-^=o:D3«*fi^*i^N,ut^^-- 


A  L  B  X  SI»  SLXSI* 


4  L  D  4  L  D  3  '  "'      L  D 

^  SI''        ^  A  L  B  X  SI 
^  L  D       *  L  D3 


unde  fluxio 


D  N  X  D  d,  erit  ut 


SL  X  SI^X  dx 


X 


L  A  +  xj  * 
Sl^Xdx        jALB  XSI^Xdx 
LA  +  x   -^=     LA+xl3        '^"" 
A  D  =  X. 

dx 
Quantitatis  -^,  fluentem  supra  (526) 

1  1  L  B  — L  A 

mvwmnus  esse 

A  B 


LA       LB        LAXLB 
ubi  X  seu  A  D  =  A  B.     Quare  pn- 
SLX  SI^X  AB 


L  I» 


Quantitatis 


fluens  =- 


—  I 


L  A  +  X  [3  2  (L  A+x)  2 

+  Q  const.  quse  evanescere  debet  posita  x,  seu 

A  D  =  o,  quare  erit  Q  =    ~ — -—  et  fluens 
2  L  A  * 

accurata,  ubi  A  D  =  A  B,  erit  — = — 

2  L  A  * 


382 


PHILOSOPHIiE  NATURALIS      [Mot.  Corpor* 


PROPOSITIO  LXXXII.     THEOREMA  XLL 

In  spfi(erd  centro  S  intervallo  S  A  descripta,  si  capianttir  S  I,  S  A,  S  P 
contimie  proportionales  :  dico  quod  corpiiscidi  intra  spliceram^  in  loco  quo- 
vis  I,  attractio  est  ad  attractionem  ipsius  extra  sphceram,  in  loco  P,  in  ra- 
tione  compositd  ex  suhduplicatd  ratione  distantiarum  a  centro  I  S,  P  S,  ct 
subduplicatd  ratione  virium  centripetarum,  in  locis  illis  P  et  I,  ad  centrum 
tendentium, 

Ut,  si  vires  centripetae  particularura  sphaerae  sint  reciproce  ut  distan- 
tiae  corpusculi  a  se  attracti ;  vis,  qua  corpusculum  situm  in  I  trahitur  a 
sphaera  tota,  erit  ad  virii,  qua  trahitur  in  P,  in  ratione  composita  ex  sub- 


duplicata  ratione  dlstantlae  S  I  ad  distantlam  S  P,  et  ratlone  subduphcata 
vis  centrlpetae  in  loco  I,  a  particula  aliqua  in  centro  oriundae,  ad  vim  cen- 
tripetam  in  loco  P  ab  eadem  in  centro  particula  oriundam,  id  est,  ratione 
subduplicata  distantiarum  S  I,  S  P  ad  invicem  reciproce.  Hae  duai  ra- 
tiones  subduplicatae  componunt  rationem  aequalitatis,  et  propterea  attrac- 

L  B^  — L  A 


1 


2SLXAB  fig.  exempli  2'.)  eiige  perpendicula  L  1,  A  a, 
Bb,  et  asymptotis  Ll,  L  B,  describe  Hyperbolam 
sequilateram  cujus  sit  dignitas  ^  S  I  *,  et  quoniam 


2LI4 


2LB*        SLA^XLB^» 

S  L  X  A  B  :,v        ..  .  .  n  •  -  '  -  -  • 

;  unde  tertn  termini  fluens  ent     est  (Tlieor.  4.   Ilyp.)   LDXl3F  =  |Sl» 

S  I  * 

-,  erit  D  F  X  t>  d  = 


L  14 


ALBXSPXSLXAB  _  ^  SLxSPXAB  ideoque  D  F  =  ^  j-^,  erit  D  : 

*                L14                — *          Ll»         '  Sl^Xdx 

et  differentia  fluentium  primi  et  tertii  termmi  \  •  ,     i     .          posita  A  D  =  x.      Quapropter 

erit  \  SLXSI^XAB  _     g^^^^^.  ^^^.^.  area  hypcrbolica  A  a  b  B.  aqualis  cst  fluenti  se- 

*               LI^  cundi  termmi  ubi  A  D  =  A  B.   Hac  icitur  area 


dx 


-,  fluens  est  area  hyperbolaj     subducta  de  rcctangulo  \ 


igiti 
,  S  I.  X  S  1  ^  X  A  B 


i  s  I  ^  V 

^  ^   ITA  +  X " .r-™-      - -.,—  a  j    j^ 

qua;  ita  dcscribitur.     Ad  puncta  L,  A,  B,  (vid.     rclinqi:ct  aream  quasitam  A  N  B. 
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tiones  in  l  et  P  a  sphaera  tota  factae  aequantur.  Simili  computo,  si  vires 
particularum  sphasrae  sunt  reciproce  in  duplicata  ratione  distantiarum, 
colligetur  quod  attractio  in  I  sit  ad  attractionem  in  P,  ut  distantia  S  P  ad 
sphaerae  semidiametrum  S  A :  si  vires  illae  sunt  reciproce  in  triplicata  ra- 
tione  distantiarum,  attractiones  in  I  et  P  erunt  ad  invicem  ut  S  P  quad. 
ad  S  A  quad. :  Si  in  quadruplicata,  ut  S  P  cub.  ad  S  A  cub.  Unde  cum 
attractio  in  P,  in  hoc  ultimo  casu,  inventa  fuit  reciproce  ut  P  S  cub.  X 
P  I,  attractio  in  I  erit  reciproce  ut  S  A  cub.  X  P  I,  id  est  (ob  datum  S  A 
cub.)  reciproce  ut  P  I.  (i)  Et  simihs  est  progressus  in  infinitum.  The- 
orema  vero  sic  demonstratur. 

Stantibus  jam  ante  constructis,  et  existente  corpusculo  in  loco  quovis 

BEq  X  PS      ^ 

P,  ("■)  ordinatim  applicata  D  N  inventa  fuit  ut  — P  E  v  V — *     ^^S^  ^^ 

agatur  I  E,  ordinata  illa  pro  alio  quovis  corpusculi  loco  I,  (')  mutatis 

D  Eq  X  I  S 

mutandis,   evadet  ut   — T  F  x  V — '     P^ne  vires  centnpetas,  e  sphaerae 

puncto  quovis  E  manantes,  esse  ad  imncem  in  distantiis  I  E,  P  E,  ut  P  E  " 

ad  I  E  **  (ubi  numerus  n  designet  indicem  potestatum  P  E  et  I  E)  (*)  et 

DEqxPS      DEqxIS 
ordinatas  illae  fient  ut  "p  p  v  P  F  "  ^^   I  E  X  I  E  ° '   quarum  ratio  ad 

invicem  estutPSxIExIE°adISx  PExPE".  Quoniam  ob 
continue  proportionales  S  I,  S  E,  S  P,  (")  similia  sunt  triangula  S  P  E, 
S  E  I,  et  inde  fit  I  E  ad  P  E  ut  I  S  ad  S  E  vel  S  A ;  pro  ratione  I  E  ad 
P  E  scribe  rationem  I  S  ad  S  A :  et  ordinatarum  ratio  evadet  P  S  X 
I  E  "  ad  S  A  X  P  E  °.     (^)  Sed  P  S  ad  S  A  subduplicata  est  ratio  dis- 

C)  *  Similii  est  fro^ressus  in  ivfinitvm.    Vi-  P  S  "  —  '  ad  A  S  "  —  >.     Hinc  si  n  =  I, 

res  centripetae  acceleratrices  a  particula  aliqiia  in  vires  erunt  in  ratione  a?qualitatis,  si  n  r=  2,  erunt 

centro  posita  oriundffi,  sint  inter  se  in   dibtantiis  ut  P  S  ad  A  S  ;    Si  n  =  5  ut  J'  S  ^  ad  A  S  % 

I  S,  P  S  reciproce  ut  harum   distantiarum  po-  si  n  =  4  ut  P  S  ^  ad  A  S  ^,  et  ita  porro  in  in- 

testates  I  S  ",  P  S  °,  et  vis  qua  corpusculum  si-  fmitum. 

tum  in  I  trahitur  a  sphofra  tota,  erit  ad  vim  qua  (')  *   Ordinatim  opplicata  Z)  N  inventa  fuit, 

i                 i                n  &c.     (Cor.  4.   Prop.  80.) 

trahitur^in  loco  P  ut  I  S  ^  ad  P  S  ^^et^  S  2  ^s^  ,  jl/«^o«.s  mvtamlis.    Nemp^  corpore  in 

■d  I  S  ?  coniunctim,  hoc  est,  ut  P  S  '  ad     ^  ^'^'  ™<^io  ^  ^'  describendus  arcus  circuli,  et 

2                                                DE^yPS 
i>  —  a  in  formula  attractionis  — =^— — — ,  loco  P  S 

I  S  — -— .     Quard  cum  sit,   (ex  Hyp.)    PS:  „_        .      ,^        ^Jf^X^ 

2  ^^  '  et  P  E,  scribe  I  S,  et  I  E. 

A  S  =  A  S  :  S  I.   adeoque  I   S  =  :i^',  et  .    ^^  \%  ordinat^ill^,  &c.     Si  loco  V  scri- 

P  S  bantur  P  E    ,  et  I  E  °,  quae  sunt  reciproce  ut 

"  —  I        A  S  °  —  *  vires  acceleratrices  in  locis  P  et  I,   (per  Cor.  4. 

I  S  —^  =  __-___,  virss  illae  erunt  ad  Prop.  80.) 

p  „ — (")  *  Similia  stint  triangula  S  P  E,  S  E  I, 

^  *_J  per  Prop.  6.  Lib.  6.  Elem. 

"_ [_          A.  S  " '  C)   *  ^^^  F  S  ad  S  j1  svbduplicr.fa  est  ratio 

invicem  ut  P  S       ^       ad  ~ ,  seu  ut     distantiarvm  P  S,  S  I,  ob  continue  proportiona- 

les   P  S,    S  A,   S  I.     Porro  vjves  in  {listantiis 

P  S      2  P  S,  I  S,  sunt  ad  inviccm  ut  1  S  ",  ad  P  S  " 
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tantiarum  P  S,  S  I;  et  I  E  «^  ad  P  E  °  (ob  proportionales  I  E  ad  P  E  ut 
I  S  ad  S  A)  subduplicata  est  ratio  virium  in  distantiis  P  S,  1  S.     Ero-o 


ordinatae,  et  propterea  arese  quas  ordinatae  describunt,  hisque  proportio- 
nales  attractiones,  sunt  in  ratione  composita  ex  subduplicatis  illis  rationi- 
bus.     Q.  e.  d. 


(ex  Hyp.)  etIS:PS  =  TS»:AS*  = 
I  E  ^  :  P  E  »,  (ob  proportionales  I  E  :  P  E 
=  I  S  :  A  S),  atque  adeo  I  S  "  :    P  S  "  = 

IE»":PE2°,  etlslPS^ 
=  I  E  "  :  P  E  ",  Quare  I  E  ^ 
est  ad  P  E  "  in  ratione  subduplicata 
virium  in  distantiis  P  S,  I  S,  et  or. 
dinatarum  ratio  P  S  X  I  E  ",  ad 
S  A  X  P  E  "  sequalis  est  rationi 

P  sixist,  adlSs  XPsl, 

534,  Scholium.  lisdem  positis 
quae  in  Prop.  82,  si  centro  I  radio 
I  A  sphaera  A  C  M  D  descripta  sit, 
vis  qua  corpusculum  in  I  situm  a 
tota  sphsera  majore  A  H  B  K  ver- 
siis  centrum  S  trahitur,  a[;quah's  est 
vi  qua  subducta  sphaera  minore 
A  C  M  D  traheretur.  Nam  cor- 
pusculum  in  centro  I  sphaeree 
A  C  M  D  positum,  aequaliter  undiqu^  ab  hujus 
sphsera;  minoris  partibus  trahitur, 

535.  Cor.  1.  Si  centro  S  radio  S  I  descripta 
sil  sphaera  I  h  b  k,  et  vis  centripeta  in  recessu 
corporis  attracti  decrescat  in  triplicata  ratione 
distantiarum  a  particulis  materiae  trahentibus, 
corpusculum  in  I  situm  seu  in  contactu  sphasrje 
cavae  A  I  H  B  K  I,  subducta  sphaera  interiore 
I  h  b  k,  vi  infmita  letrahitur  a  centro  S  versfts 
A.     Nam  vis  qua  corpusculum  in  contactu  I  a 


gphaera  interiore  I  h  b  k  versijs  centrum  S  tra- 
hitur,  infinita  est  (520.  527)  respectu  vis  illius 
qua  extra  contactum  traherptur.     Sed  vis  qua  a 


sphaera  tota  solida  A  H  B  K  S,  versus  idem  cen- 
trum  S  trahitur  finita  est,  ut  pote  quae  rationem 
finitam  habcat  ad  vim  finitam,  qua  corpuscuhini 
in  loco  P  urgeretur  (Prop,  82.)  ergo  vis  qua  a 
spliaira  cava  A  I  H  B  K  I,  retrahitur  a  centro 
versiis  A  infinita  est ;  vis  enim  qua  in  ccntrum  S, 
a  sphacra  solida  A  H  B  K  S  in  centrum  trahitur, 
aequalis  est  vi  sphacrae  interioris  1  h  b  k  s,  demptil 
vi  contraria  sphajrae  cavac  A  I  H  B  K  I, 

536.   Cor.  2.  Ducta  pcr  I  recta  H  F  ad  A  B 
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PROPOSITIO  LXXXIII.     PROBLEMA  XLIL 


Invenire  mm  qiid  corpusculum  in  centro  sphan-ce  locaium  ad  ejus  segmentum 

quodcunque  attrahitur^ 

Si  P  corpus  in  centro  sphaerae,  et  R  B  S  D  segmentum  ejus  plano 
R  D  S  et  superficie  sphaerica  R  B  S  contentum.     Superficie  sphasrica 


E  F  G  centro  P  descripta  secetur  D  B  in 
F,  ac  distinguatur  segmentum  in  partes 
B  R  E  F  G  S,  F  E  D  G.  Sit  autem  su- 
perficies  illa  non  pure  mathematica,  sed 
physica,  profimditatem  habens  quam  mi- 
nimam.  Nominetur  ista  profunditas  O, 
et  erit  haec  superficies  (per  (')  demonstra- 
ta  Archimedis)  ut  P  F  X  D  F  X  O.  Po- 
namus  praeterea  vires  attractivas  particu- 
larum  sphaerae  esse  reciproce  ut  distantia- 
rum  dignitas  illa,  cujus  index  est  n;  et 
vis,  qua  superficies  E  F  G  trahit  corpus  P, 

DEq  X  O 


RfX 


erit  (per  Prop.  LXXIX.)  ut 

2DF  X  O 

id  (^)  est,  ut 


PF"     » 
DFq  X  O 


ppn  1    —       PF''      • 

Huic  proportionale  sit  perpendiculum  F  N  ductum  in  O ;  et  (*)  areacur- 
vilinea  B  D  I,  quam  ordinatim  applicata  F  N  in  longitudinem  D  B  per 
motum  continuum  ducta  describit,  erit  ut  vis  tota  qua  segmentum  totum 
R  B  S  D  trahit  corpus  P.     Q.  e.  i. 


perpendiculari  et  sphaer»  occurrente  in  H  et  F 
vis  qua  sphaeraB  segmentum  A  H  F  corpusculum 
in  contaciu,  I  situm  versus  A  trahit,  est  etiam 
jnfinita  in  eadem  virium  hypothesi.  Nam  partes 
omnes  segmenti  cavi  I  H  b  B  K  F  I,  corpus  in 
I  positum  ad  centrura  S  trahunt,  ideoque  a  solo 
«egmento  A  H  F  a  centro  versus  A  retrahitur, 
sed  vi  infinita  a  centro  retrahitur  535.  Ergo, 
&c 

ij)  *  Per  demonstrata  Archimedis.  Nam 
{515)  elementum  superficiei  E  F  G,  est  ut  P  F 
ducta  in  elementum  linete  D  F,  adeoque  ob  da- 
tam  P  F,  respectu  superficiei  totius  E  F  G,  su- 
perficies  illa  (165)  erit  ut  P  F  X  I>  F>  ^t  pro- 
inde  lamina  ex  hac  superficie  et  profuuditate  O, 
genJta  erit  ut  P  F  X  D  F  X  O. 

VoL.  I.  B 


C)  *  Id  est,  &c.     Nam  (per  Prop.  13.  Lib. 
6.  Elem.)   D  E  ^  =  2  P  F—  D  F  X  D  F 


DE^^XO 
PF" 


=  2PFXI>F— DF^,   Quare 

=  2  D  F  X  O        D  F  '  X  O 

P  F  "  —  '  P"f"°     * 

(*)  537.  •  Et  area  curvilinea,  &c.  Si  seg- 
mentum  R  B  S  D  R,  in  lamiuas  innumeras 
profunditatis  evanescentis  O  divisum  intelliga- 
tur,  et  capiatur  semper  perpendiculum  F  N,  vi 
singularum  laminariim  proportionale ;  manifes- 
tum  est  (per  Lem.  4.)  summam  elementorum 
F  N  X  O,  seu  aream  curvilineam  D  N  I  B, 
proportionalem  fore  summse  virium.  Sit  igitur 
P  D  =  a,  P  F  =  X,  D  F  =  X  —  a,  et  crit 
b 
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PROPOSITIO  LXXXIV.     PROBLEMA  XLIIL 


Invenire  vim,  qiid  corjjuscidum,  extra  centrwn  spliarce  in  axe  scgmenti  cjijusvis 
locaturn,  attrahitur  ab  eodem  segmento. 

A  segmento  E  B  K  traha- 
tur  corpus  P  in  ejus  axe  A  D  B 
locatum.  Centro  P  intervallo 
P  E  describatur  superficies 
sphaerica  E  F  K,  qua  distin- 
guatur  segmentum  in  partes 
duasEBKFEetEFKDK 
C^)  Quaeratur  vis  partis  prioris 
per  Prop.  LXXXI.  et  vis 
partis  posterioris  per  Prop. 
LXXXIII. ;  et  summa  vi- 
rium  erit  vis  segmenti  totius 
E  B  K  D  E.     Q.  e.  i. 

laminse    sphsericae    E    F    G   vis    attractiva   ut 
2xdx  —  2adx       xxdx  —  2axdx-j-aadx 


dx 


a  d  X 


=^  X  *  —  °  d  X  — 


a  a  X  —  "  d  X,    cujus  fluens  = 


+  Q,  const.     Scd  posita  x  =  a, 

1  —  n         ' 
segmentum  et  vis  illius  evanescunt,  ergo  erit  Q, 
a.3 — "    .    a^  — "  2a3  —  » 


enti  secundi  termini ;    nam  (per  Theer.  4.  de 
hjperbola)   PDXl^H  =  PD2=PFX 

F  K,  ct  ideo  F  K  =  -^^.  ac  F  K  X  Ff= 

T>  r)  2  V  d  X 

— et  area  D  H  K  F  cvanescit,  ubi 

X 

P  F  seu  X  =  P  D. 


3  —  n  1  —  n         3— nXl- 

X  ^  — ~~  "        a  a  X  ^  ^~' 

et  fluens  accurata  =  — ; 

3  —  n  1  —  u 

2a3  — - 


3  —  n  X  1  —  n 

53ii.  Cor.  Hinc  patet  vim  qua  corpus  in  P 
locatum,  a  segmento  trahitur  semper  posse  alge- 
braice  exponi,  duobus  casibus  exceptis  in  qu'bus 
n  est  1  vel  3.  tum  autem  per  logarithmos  vel  areas 
hyperbolicas  habetur.     In  1°.  casu  area;  D  N  I, 

fluxio  erit  x  d  x .     Primi  termini  flu- 

X 

ens  est  -1  X  X  -)-  Q,  quae  evanescere  debet  posita 
X  =  a,  quare  erit  Q  =  —  i  ^  3.,  et  fluens  ac- 
curata  =  -5XX  —  \  ^  ^-  Ut  secundi  termini 
fluens  obtineatur,  pvr  punctum  P  agatur  P  M 
ad  P  F  normalis,  et  asymptotis  P  M,  P  F,  des- 
cribatur  Hyperbola  jcquilatera  cujus  sit  dignitas 
P  D  *  ;  per  puncta  D,  F,  f  erigantur  perpendi- 
cula  D  H,  F  K,  f  k  hyperbolae  occumntia  in 
H,K,  k,sintqiie  puncta  F,  f,  infinite  propinqua, 
et  erit  area  Ijyperbolica  D  H  K  F,  a;qualis  flu- 


D 


Ff 


dx 


In  2°.  casu  areae  D  N  I,  fluxio  est  —   — 

X 

:; — .     Secundi  termini  fluens  est \-  Q, 

x3  2  X  X  T 

et  invenitur  Q  = ,  posita  x  =  a,  atquc 

adeo  flueas  accurata,  erit — .    Ponatur 

2  X  X         2 

a  =  1,  et  primi  termini  — ,  fluens,  eritareahy- 

perbolica  D  H  K  F  =  S.  .    Quare  arca 

D  N  I  est  ut,  D  H  K  F  4-  i — 

'     ■^        2  X  X 

C*)  *  Qutcralur  vis  parlis  prioris.     525.   529. 
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Scholhim. 

Explicatis  attractionibus  corporum  sphasricorum,  jam  pergere  liceret 
ad  leges  attractionum  aliorum  quorundam  ex  particulis  attractivis  similiter 
constantium  corporum ;  sed  ista  particulatim  tractare  minus  ad  institutum 
spectat.  SufFecerit  propositiones  quasdam  generaliores  de  viribus  hujus- 
modi  corporum  deque  motibus  inde  oriundis,  (')  ob  earum  in  rebus  phi- 
losophicis  aliqualem  usum,  subjungere. 

(')  *  Ob  earum  in  rebus philiwphicii  aUqual;m  Dissertationem  Clariss.  De  Maupertuis  in  Com- 

vsuin.     Vide  QuEcstiones  Lib.  4.  Optices  New-  mcntariis  Paris.  1732.  ubi  has  Newtoni  sectiunes 

toni.    30.    Theoremata  ad  calcem   Astronomiae  clare  exponit. 
Clariss.  Keillii,  Physicam  Clariss  s'Gravesandii, 
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SECTIO  XIIL 

De  corporum  non  spJicerkorum  viribus  aitractivis. 

PROPOSITIO  LXXXV.    THEOREMA  XLII. 

Si  corporis  attracti^  uhi  attrahenti  contiguum  est,  attractio  longe  fortior  sit, 
quam  cum  vel  minimo  intervallo  separantur  ah  invicem  :  vires  particularum 
trahentis,  in  recessu  corporis  attracti,  decrcsamt  in  ratimie  plusquam  dupli- 
catd  disiantianm  a  particulis. 

Nam  si  vires  decrescunt  in  ratione  duplicata  distantiarum  a  particulis  ; 
attractio  versus  corpus  sphaericum,  propterea  quod  (per  Prop.  I^XXIV.) 
sit  reciproce  ut  quadratum  distantise  attracti  corporis  a  centro  sphaerae, 
haud  sensibiliter  augebitur  ex  contactu ;  atque  adhuc  minus  augebitur 
cx  contactu,  si  attractio  in  recessu  corporis  attracti  decrescat  in  ratione 
minore.  Patet  igitur  propositio  de  sphaeris  attractivis.  C*)  Et  par  est 
ratio  orbium  sphasricorum  concavorum  corpora  externa  trahentium.  Et 
multo  magis  res  constat  in  orbibus  corpora  interius  constituta  trahentibus, 
cum  attractiones  passim  per  orbium  cavitates  ab  attractionibus  contrariis 
(per  Prop.  LXX.)  tollantur,  ideoque  vel  in  ipso  contactu  nullae  sunt.  Quod 
si  sphaeris  iiisce  orbibusque  sphaericis  partes  quaehbet  a  loco  contactus  re- 
motae  auferantur,  et  partes  novae  ubivis  addantur :  .mutari  possunt  figurae 
horum  corporum  attractivorum  pro  lubitu,  nec  tamen  partes  additae  vel 
subductae,  cum  sint  a  loco  contactus  remotae,  augebunt  notabiliter  attrac- 
tionis  excessum,  qui  ex  contactu  oritur.  Constat  igitur  propositio  de  cor- 
poribus  figurarum  omnium.     Q.  e.  d. 

PROPOSITIO  LXXXVL     THEOREMA  XLIIL 

Si  particularumi  ex  quihus  corpus  attractivum  componiiur,  vires  in  recessu  cor- 
poris  attracti  decrescunt  in  triplicatd  vel  plusquam  triplicatd  ratione  dis- 
tantiarum  a  particulis,  attractio  longe  fortior  erit  in  contactu,  quam  cum 
trahens  et  attractum  intervallo  vel  minimo  separantur  ah  invicem. 

Nam  attractionem  in  accessu  attracti  corpuscuU  ad  hujusmodi  sphaeram 

C)  *  Et  par  eU  ratie  orbium  spkaricoriim  ccncavoruvi.     (Per  Prop.  71.) 
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trahentem  (^)  augeri  in  infinitum,  constat  per  solutionem  Pi'oblematii 
XLI.  in  exemplo  secundo  ac  tertio  exhibitam.  Idem,  per  exempla  illa 
et  Theorema  XLI.  inter  se  coUata,  {^)  facile  colligitur  de  attractionibus 
corporum  versus  orbes  concavo-convexos,  sive  corpora  attracta  coliocen- 
tur  extra  orbes,  sive  intra  in  eorum  cavitatibus.  Sed  et  addendo  vel  au- 
ferendo  his  sphaeris  et  orbibus  ubivis  extra  locum  contactus  materiam 
quamhbet  attractivam,  eo  ut  corpora  attractiva  induant  figuram  quamvis 
assignatam,  constabit  Propositio  de  corporibus  universis.    Q.  e.  d. 


PROPOSITIO  LXXXVII.     THEOREMA  XLIV. 

Si  corpora  duo  sibi  invicem  similiaj  et  ex  materid  cequaliter  attractivd  con~ 
stantia,  seorsim  attrahant  corpuscula  sibi  ipsis  proportionalia  et  ad  se  si- 
militer  posita :  attractiones  acceleratrices  corpusculorum  in  corpora  tota 
erunt  ut  attractiones  acceleratrices  caipusculonm  in  eorum  particulas  totis 
proportionales,  et  in  totis  similiter  positas. 

Nam  si  corpora  distinguantur  in  particulas,  quae  sint  totis  proportiona- 
les,  et  in  totis  similiter  sitae ;  erit,  ut  attractio  in  particulam  quamhbet 
unius  corporis  ad  attractionem  in  particulam  correspondentem  in  corpore 
aUero,  ita  attractiones  in  particulas  singulas  primi  corporis  ad  attractiones 
in  alterius  particulas  singulas  correspondentes ;  et  componendo,  ita  attrac- 
tio  in  totum  primum  corpus  (^)  ad  attractionem  in  totum  secundum. 
Q.  e.  d. 

(*)  •  Augeri  in  infiniium  conttat, 
&C.     (521.  527.  531.) 

(f)  •  FacUe  colUgitur  de  attractioni- 
but,  &c.   528.  530.  532.  535.  536. 

(^)  539.  *  M  attractionem  in  to- 
tudi  secundum.  Corpora  similia  A,  a, 
seorsim  attrahant  corpuscula  C,  c  dbi 
ipsis  proportionalia  et  ad  se  similiter 
posita,  sintque  P,  p  paiticulce  totis  A, 
a,  proportionales  et  in  totis  similiter 
sit£e  et  attractio  decrescat  in  ratione 
dignitatis  distantiarum,  cujus  sit  index 
n ;  erit  attractio  corpusculi  C  in  parti- 
culam  P  ad  attractionem  corpusculi  c 
in  particulam  p,  ut  P  X  P  c  ">  ^d  p  X 
P  C  °.  Unde  si  corpora  A  et  a  in 
particulas  innumeras  ut  P  et  p  divisa 
intelligantur,  erit,  componendo,  attrac- 
tio  corpusculi  C  in  totum  corpus  A  ad 
attractionem  corpusculi  c  in  totum 
corpus  a,utPXpc"adpXPC", 
quod  particuiEB  omncs  P,  p  sint  ubique 
totis  similes  et  in  iis  similiter  sita-,  et 
distantise  earum  a  corpusculis  C,  c  sem- 
pcr  maneant  proportionales  distantiis 

Bb3 
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Corol.  1.  Ergo  si  vires  attractivse  particularum,  augendo  distantias  cor- 

pusculonim  attractorum,  decrescant  in  ratione  dignitatis  cujusvis  distan- 

tiarum ;  attractiones  acceleratrices  in  corpora  tota  erunt  ut  corpora  di- 

recte,  et  distantiarum  dignitates  illae  inverse.     Ut  si  vires  particularum 

decrescant  in  ratione  duplicata  distantiarum  a  corpusculis  attractis,  cor- 

pora  autem  sint  ut  A  cub.  et  B  cub.  ideoque  tum  corporum  latera  cubica, 

tum  corpusculorum  attractorum  distantiae  a  corporibus,  ut  A  et  B :  attrac- 

A  cub.         B  cub. 
tioncs  acceleratrices  in  corpora  erunt  ut  ^        j  et  j^    ^^j  ,  id  est,  ut 

corporum  latera  illa  cubica  A  et  B.     Si  vires  particularum  decrescant  in 

ratione  triplicata  distantiarum  a  corpusculis  attractis  ;  attractiones  accele- 

A  cub.       B  cub. 
ratrices  in  corpora  tota  erunt  ut  ■*  ^^^-  et  ^  ^  i  ,  id  est,  aequales.     Si 

vires  decrescant  in  ratione  quadruplicata ;  attractiones  in  corpora  erunt  ut 

A  cub.       B  cub.   . ,  .         ,       ,  T  •       A       -n     T.     .    • 

,  id  est,  reciproce  ut  latera  cubica  A  et  a.    rA  sic  m  cae- 


A  qq 

teris. 


et 


Bqq. 


Corol.  2.  (^)  Unde  vicrssim,  ex  viribus,  quibus  corpora  similia  trahunt 


P  C,  p  c.  Cum  igitur  sit  P  ad  p  ut 
A  ad  a,  et  distantiae  p  c,  P  C  sint  la- 
teribus  homologis  b  d,  B  D  proportio- 
nales  (ex  Hyp.)  erit  attractio  corpus-  fj 
culi  C,  in  totum  corpus  A,  ad  attrac- 
tionem  corpusculi  c  in  totum  corpus  a, 
utAXpc"adaXPC",  atque 
etiam  ut  AXbd"adaXBD", 
et  ut  B  D  3  X  b  d  ",  ad  b  d  3  X  B  D  ", 
hoc  est,  ut  D  d  "  —  3  ad  B  i)  ■•  —  3^ 
ob  proportionales  A  :  a  =  B  D  3.; 
b  d  3,  (per  Hyp.)  ex  quibus  patet  Co-  J) 
roUarium  1""".  quod  sequitur;  Nam  si 
n  =  2,  erunt  attractiones  ut  B  D  ad 
b  d  ;  si  n  =  3,  erunt  aequales ;  si, 
n  =  4,  erunt  ut  b  d,  ad  B  D,  hoc  est, 
reciproce  ut  latera  cubica  corporum. 

(■•)  540.  *  Unde  vicissim,  &c.  Nam 
si  experimentis  inventum  sit  attractio- 
nem  corpusculi   C  in  corpus  A,   esse 
ad  attractionem  corpusculi  c,  in  corpus 
a,  ut  est  B  D  ad  b  d,  vel  ut  I  ad  1 ,  vel 
ut  b  d  ab  B  D,  vires  particularum  at- 
tractivarum  decrescunt  in  ratione  dis- 
tantiarum  duplicata,  vel  triplicata,  vel  quadru- 
plicata  (539).     Et  generatim,  si  experimentis  in- 
venta  fuerit  attractio  corpusculi  C  in  A  ad  attrac- 
tionem  corpusculi  c  in  a,  ut  numerus  N  ad  nume- 
rum  n,  ponaturque  vim  particularum  attractivarum 
in  recessu  corpuscull  attracti  decrescere  in  ratione 
dignitatis  distantiarum  cujus   sit  indcx   x   crit 
(539)  n:  N=BD*  —  3:bd»  —  3,  adeo- 


A 


-O 


que  (si  L  logarithmum  significet  quantitatis  cui 

•.       N-.    t"  ,BD»    —    3 

prsepomtur)  ent  L.   =^  =  L. 

^     B  D 

=  ,  _  5  X  L.   -^. 


L. 


B  D 

bd 


=  ^N 


bd»  —  3 
<Juare  erit  x   X 
B  D 

TT' 
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corpuscula  ad  se  similiter  posita,  colligi  potest  ratio  decrementi  virium 
particularum  attractivarum  in  recessu  corpusculi  attracti ;  si  modo  decre- 
mentum  illud  sit  directe  vel  inverse  in  ratione  aliqua  distantiarum. 


PROPOSITIO  LXXXVIII.     THEOREMA  XLV. 

Si  particularum  cequalium  corporis  aijuscunque  vires  atiractivce  sint  ut  distan- 
tice  locorum  a  particulis :  vis  corporis  totius  tendet  ad  ipsiiis  centrum  gra- 
vitatis :  et  eadem  erit  cum  vi  globi  ex  materid  consimili  et  cequali  constatitis, 
et.  centrum  habentis  in  ejus  ce?itro  gravitatis. 

Corporis  R  S  T  V  particulae  A,  B  trahant  corpusculum  aliquod  Z  vi- 
ribus,  quae,  si  particulae  eequantur  inter  sc,  sint  ut  distantiae  A  Z,  B  Z  j 
sin  particulae  statuantur  inaequa- 
les,  sint  ut  hae  particulas  et  ipsa- 
rum  distantiae  A  Z,  B  Z  con-  @w,^,. 
junctim,  sive  (si  ita  loquar)  uthee 
particulae  in  distantias  suas  A  Z, 
B  Z  respective  ductae.  Et  ex- 
ponantur  hae  vires  per  conteuta 
illa  AxAZetBxBZ.  Jun- 
gatur  A  B,  et  secetur  ea  in  G  ut 
sit  A  G  ad  B  G  ut  particula  B 
ad  particulam  A  ;  et  erit  G  com- 
mune  centrum  gravitatis  pr.rticularum  A  et  B.  Vis  A  X  A  Z  (per  legum  Co- 
rol.  2.)  resolvitur  in  vires  A  X  G  Z  et  A  x  A  G,  et  vis  B  X  B  Z  in  vires  B  X 
G  Z  et  B  X  B  G.  Vires  autem  A  X  A  G  et  B  X  B  G,  ob  proportionales 
A  ad  B  et  B  G  ad  A  G,  a?(;uantur ;  ideoque  cum  dirigantur  in  partes 
contrarias,  se  mutuo  destruunt.  Restant  vires  AxGZetBxGZ. 
Tendunt  hae  ab  Z  versus  centrum  G,  et  vim  A  +  B  X  G  Z  componunt ; 


Z 


T    -IL  n         B  D      .  ,  , 

^-  ~j^  jT-  =  "rX'  ^"*  X  =  4,   prorsus  ut  supra.     Si 

jg^  +  3,     Invenietur  itaque  dignitatis  in-n         BDp  n  BD 


dex   X,   per   tabulas    logarithmicas.       Exempli  ^io       c^-"  ^^'^ 

„»...*       c:   n  b  d         ._       b  d  =  P  +   3.      bed  si  ^  =  ^^ 


causa.     Si  —  =  r— -,  erit  L, 


inTenie- 


N  —  B  D'  "  "  ^'    B~D  —  ~    ....  „  _  ,       „      c:   B  D 
!<•  ^^^»  et  ideo  x  =  —  1  +  3  =  2.     Si  — 


BD      .._  ^      turx  =  3  — p.     Si   — ■  =  10,  erit  X  = 


=  1,  erit  L.  ^  =  o,  et  proinde  x  =  5.     Si     ^ U3  =  L~.+ 

N  "  l.OOOOOCO    '  N     ' 

B  4 
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hoc  est,  vim  eandem  ac  si  particulae  attractivas  A  et  B  consisterent  in  eo- 
rum  communi  gravitatis  centro  G,  globum  ibi  componentes, 

Eodem  argumento,  si  adjun- 
gatur  particula  tertia  C,  et  com- 

ponatur  hujus  vis  cum  vi  A  +  B     (^,. 

X  G  Z  tendente  ad  centrum  G ;    '^     ■••■.;■:.".;•-.... 
vis  inde  oriunda  tendet  ad  com-  "**.. "" 

mune  centrum  gravitatis  globi  il- 
lius  in  G  et  particulae  C;  hoc 
est,  ad  commune  centrum  gravi- 
tatis  trium  particularum  A,  B, 
C ;  et  eadem  erit,  ac  si  globus  et 
particula  C  consisterent  in  centro 
illo  communi,  globum  majorem  ibi  componentes.  Et  sic  pergitur  in  infi- 
nitum.  Eadem  est  igitur  vis  tota  particularum  omnium  corporis  cujus- 
cunque  R  S  T  V,  ac  si  corpus  illud,  servato  gravitatis  centro,  (^)  figuram 
globi  indueret.     Q.  e.  d. 

Corol.  Hinc  motus  corporis  attracti  Z  idem  erit,  ac  si  corpus  attrahens 
R  S  T  V  esset  sphaericum :  et  propterea  si  corpus  illud  attrahens  vel 
quiescat,  vel  progrediatur  uniformiter  in  directum ;  corpus  attractum  (^) 
movebitur  in  eUipsi  centrum  habente  in  attrahentis  centro  gravitatis. 

PROPOSITIO  LXXXIX.    THEOREMA  XLVL 

Si  corpora  sint  plura  ex  partiadis  aqmlibus  constantia,  quarum  vires  sunt  ut 
distanticB  locorum  a  singulis :  vis  ex  omnivm  viribus  composita^  qud  corpus- 
culum  quodcunque  traMtur^  tendet  ad  trahentium  commune  centrum  g^-avita- 
tis ;  et  eadem  erit,  ac  si  trahentia  illaf  servato  gravitatis  cetitro  communi, 
coirent  et  in  globum  formarentur. 

Demonstratur  eodem  modo,  atque  Propositio  superior. 

Corol.  Ergo  motus  corporis  attracti  idem  erit,  ac  si  corpora  trahentia, 
servato  communi  gravitatis  centro,  coirent  et  in  globum  fqrmarentur. 
Ideoque  si  corporum  trahentium  commune  gravitatis  centrum  vel  quiescit, 
vel  progreditur  uniformiter  in  lineS  recta ;  corpus  attractum  movebitur  in 
ellipsi,  centrum  habente  in  communi  illo  trahentium  centro  gravitatis. 

(')  *  Figuravi  globi  induerel.     Per    Prop.         (^)  •  Movehitur  in  cllipsi,   &c.      Per  Cor. 
77.  Prop.  78.  et  per  Cor.  1.  Prop.  la 
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PROPOSITIO  XC.     PROBLEMA  XLIV. 

Si  ad  singula  circtdi  cujuscunque puncta  tendant  vires  esqualcs  c€ntripei(E,  cres- 
centes  vel  decrescentes  in  quacunque  distantiarum  ratione :  invenire  vim, 
qtid  corpusculum  attrahitur  ubivis  pcsitum  in  rectd,  qiUE  plano  circuli  ad 
centrum  ejus  perpendiculariter  insistit. 

Centro  A  intervallo  quovis  A  D,  in  plano,  cui  recta  A  P  perpendicula- 
ris  est,  describi  intelligatur  circulus  ;  et  invenienda  sit  vis,  qua  corpuscu- 
luir.  quodvis  P  in  eundem  attra- 
hitur.  A  circuli  puncto  quovis 
E  ad  corpusculura  attractum  P 
agatur  recta  P  E.  In  recta  P  A 
capiatur  P  F  ipsi  P  E  aequalis,  et 
erigatur  normalis  F  K,  quae  sit 
ut  vis  qua  punctum  E  trahit  cor- 
pusculum  P.  Sitque  I  K  L  cur- 
va  linea  quam  punctum  K  perpe- 
tuo  tangit.  Occurrat  eadem  cir- 
culi  plano  in  L.  In  P  A  capia- 
tur  P  H  aequalis  P  D,  et  eriga- 
tur  perpendictilum  H  I  curvse 
praedictas  occurrens  in  I ;  et  erit  ccrpusculi  P  attractio  in  circulum  ut 
area  A  H  I  L  ducta  in  altitudinem  A  P.   .  Q.  e.  i. 

Etenim  in  A  E  capiatur  linea  quam  minima  E  e.  Jungatur  P  e  et  in 
P  E,  P  A  capiantur  P  C,  P  f  ipsi  P  e  aequales.  Et  quoniam  vis,  qua 
annuli  centro  A  intervallo  A  E  in  plano  praedicto  descripti  punctum  quod- 
vis  E  trahit  ad  se  corpus  P,  ponitur  esse  ut  F  K,  et  inde  vis  qua  punctum 

..,.,.  ^  AP  X  FK 

illud  trahit  corpus  P  versus  A,  Q)  est  ut p^p ,  et  vis,  qua  annulus 


D 

C/ 

E 

e 

y 

^ 

f  F 

H 

p 

A 

i-'"'" 

'  r 

L 

/kJ^ 

A  P  X  FK 


totus  trahit  corpus  P  versus  A,  ut  annulus  et p-^ conjunctim ; 

(•")  annulus  autem  iste  est  ut  rectangulum  sub  radio  A  E  et  latitudine 


(I)  •  Est  ut  -^LLp^U^  per  Leg.  Cor.  2. 


(™)  *  Annulus  aulem  iste,  &c.      Nam  an- 
nulus    E    Z    X    e,    aqualis     est    difrcrentisfi 
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E  e,  (")  et  lioc  rectangulum  (ob  proportionales  P  E  et  A  E,  E  e  et  C  E) 
aequatur  rectangulo  P  E  X  C  E  seu  P  E  X  F  f ;  erit  vis,  qua  annulus 
iste  trahit  corpus  P  versus  A,  ut 


P  E  X  Ffet 


A  Px  FK 
PE 


con- 


D 

Cy 

E 

/y 

e 

y 

^ 

f  F 

w 

^ 

A 
L 

A^' 

i 

junctim,  id  est,  ut  contentum  F  f 
X  F  K  X  A  P,  sive  ut  area 
F  K  k  f  ducta  in  A  P.  (°)  Et 
propterea  summa  virium,  quibus 
annuli  omnes  in  circulo,  qui  cen- 
tro  A  ct  intervallo  A  D  describi- 
tur,  trahunt  corpus  P  versus  A, 
est  ut  arca  tota  A  H  I  K  L  duc- 
ta  in  A  P.     Q.  e.  d. 

Cool.  1.  Hinc  si  vires  punc- 
torum  decrescunt  in  duplicala  distantiarum  ratione,  hoc  est,  si  sit  F  K  ut 

1  .  11 

p""p   ~j  ,  (P)  atque  ideo  area  A  H  I  K  L  ut  p-^  —  p-Q  ;  erit  attractio 

,....,  PA    .,  A  H 

corpusculi  P  m  cu-culum  ut  1  —  WH'       ^''^'  "^  P~H' 

Corol.  2.  Et  universaliter,  si  vires  punctorum  ad  distantias  D  sint  reci- 
proce  ut  distantiarum  dignitas  quaelibet  D  ",  hoc  est,  si  sit  F  K  ut  yr-a, 


circulorum    A   E   Z    X,    A    e   z   x,   hoc   est, 

A  E  X  E  Z  X  E  —  A  e  X  e  z  X  e 

^ ^=— ii ,  et  quoni- 

am  evanescente  Ee,  fitEZXE  =  czxe, 

E 


crit  annulus  cvanesccns  ut  A  E  —  A  e  X 
E  Z  X  E,  hoc  est,  ut  E  e  X  E  Z  X  E  sive 
quia  radius  A  E  est  ut  poriplieria  £  Z  X  £,  ut 
Ec  X  A  E. 


(")  *  El /loc  re<:langulum,  &c.  Angulionim 
ad  C  et  A  rccti  «quantur,  et  angulus  P  E  A 
utriquc  triangulo  C  E  e,  A  E  P  communis  est, 
adcoque  triangula  hrcc  similia  sunt,  et  lalcra  lia- 
bcnt  proportionah'a.  (Pcr  Prop.  4.  Lib.  6. 
Elcm.) 

(°)  •  .El  propierca  summa  virium,  &c.  Pcr 
Cor,  Lcm.  A, 

C)  •  Alque  idei  area,  &c.     Sit  enim  P  F 

=  X,  F  f  =  d  X,  et  erit  F  K  X  F  f,  ut  —  fex 

X  X 

Hyp.)  cujus  flucns  est -J-  Q.  const.  (1 65) ; 

Et  quoniam  area  A  L  K  F  evanescere  dcbi>t, 

ubi  P  F=  P  A,  crit  Q=  jriv  ctarea  A  L  K  F 
P  A 

1  1  •  !..,>,, 

"^Fa-pT^pa-ph"'^''^^^ 

P  H.     Cum  igilur  atlractio  corpuscidi   P,  in 
circulum  sit  ut  A  H  1  K  L  X  1'  A,  crit  quo. 

PA        PH—  PA        AH 
queutl_j^=_^.jj-    =pTr 
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1  1  .  . 

(1)  ideoque  area  A  H  l  K  L  ut  p~\  n  —  i  —  p  tj  n  —  i ;  erit  attractio 

1  P  A 

corpusculi  P  in  circulum  ut  p  *  n  — 1  —  p  jj  n  —  i- 

Corol.  3.  Et  si  diameter  circuli  augeatur  in  infinitum,  et  numerus  n  sit 
unitate  major;  attractio  corpusculi  P  in  planum  totum  infinitum  erit  re- 

PA 

ciproce  ut  P  A  °       ^,  propterea  quod  ("■)  terminus  alter  vj  ii  n  — ~\  evan- 

escet. 


PROPOSITIO  XCL     PROBLEMA  XLV. 

Invenire  attractionem  corpusculi  siti  in  axe  solidi  rotundi,  ad  cujus  puncta 
singula  tendunt  vires  cequales  centripetce  in  qudcunquc  distantianm  ratione 
decrescentes. 

(')  In  solidum  D  E  C  G  tra- 
natur  corpusculum  P,  situm  in 
ejus  axe  A  B.  Circulo  quolibet 
R  F  S  ad  hunc  axem  perpendi- 
culari  secetur  hoc  solidum,  et  in 
ejus  semidiametro  F  S,  in  plano 
aliquo  P  A  L  K  B  per  axem 
transeunte,  capiatur  (per  Prop. 
XC.)  longitudo  F  K  vi,  qua  cor- 
pusculum  P  in  circulum  illum 
attrahitur,  proportionalis.  Tan- 
gat  autem  punctum  K  curvam  lineam  L  K  I,  planis  extimorum  circulo- 
rum  A  L  et  B  I  occurrentem  in  L  et  1 ;  et  erit  attractio  corpusculi  P  in 
solidum  (*)  ut  area  L  A  B  I.     Q.  e.  i. 


C)  •  Ideoque  area,  &c.  Si  enim  D  dicatur  x, 
erit  P  K  X  Ff  ut  -|.  (ex  Hyp.)  et  (165)  area 

A  F  K  L,  ut ^^^:^— 5 +  Q.  consu 

(n  —  1)  X  "  —  '     ' 

posita  X  seu  P  F  =   P  A,  invenitur  Q  = 

,,  „   ■ r,  idcoque area  A  F  K  L,  ut 

(n  —  1)  P  A     —  ' 

1  1  , 

-  hoc 


(n  — l^PA"  —  »        (n— l)x' 
est,  ob  datam  quantitatem  n  —  I,  ut 
1 


PA"- 


PH" 


-j  ubi  P  F  =  P  H. 


(')  *  Terminus  alter  evanescet.  Ob  P  H, 
infinitam. 

(')  *  In  solidum  D  EX  G,  &c.  Convolu- 
tione  superficiei  A  D  R  E  B  circa  axem  A  B 
genitum. 

(t)  *  Ut  area  L  A  B  I.  Patet  per  Cor. 
Lem.  4.  Nam  area  illa  est  ut  summaviriura 
singulorum  circulorum,  qiii  per  omnia  puncta 
lineae  A  B  describi  possunt. 

541.  Scholium.  Sit  abscissa  P  F  =  x,  ejus 
fluxio  d  X,  ordinatim  applicata  F  R  =  y,  P  R 

=  V'  y  y  "H  ^  *'  *^*  ^'^*  reciproce  ut  distontise 

dignitas  cujus  mdex  n,  erit  F  K  ut  ' .      „ .. 
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Corol.  l.  Unde  si  solidum  cylindrus  sit,  parallelogrammo  A  D  E  B 
circa  axem  A  B  revoluto  dcscriptus,  et  vires  centripetae  in  singula  ejus 
puncta  tendentes  sint  reciproce  ut  quadrata  distantiarum  a  pimctis :  (") 
erit  attractio  corpusculi  P  in  hunc 
cylindrum  utAB  —  PE  +  PD. 
Nam  ordinatim  applicata  F  K 
(per  Corol.  1.  Prop.  XC.)  eritut 
PF 


1  — 


PR* 


Hujus  pars  1  ducta 


in  longitudinem  A  B,  describit 
aream  1  X  A  B :  et  pars  altera 

PF 

pPp   ducta  in  longitudinem  P  B, 


describit  aream  1  in  P  E  —  A  D,  id  quod  ex  curvse  L  K  I  quadratura 
facile  ostendi  potest ;  et  similiter  pars  eadem  ducta  in  longitudinem  P  A 
describit  aream  1  in  P  D  —  A  0,  ductaque  in  ipsarum  P  B,  P  A  differ- 
entiam  A  B  describit  arearum  difFerentiam  1  in  P  E  —  P  D.  De  con- 
tento  primo  1  X  A  B  auferatur  contentum  postremum  1  in  P  E  —  P  D, 
et  restabit,  area  L  A  B  I  aequalis  1  in  AB  —  PE  +  PD.  Ergo  vis, 
huic  areae  proportionalis,  est  ut  A  B  —  P  E  +  P  D. 

Corol.  2.  Hinc  etiam  vis  innotescit,   qua   spheerois   A  G  B  C  attrahit 
corpus  quodvis  P,  exterius  in  axe  suo  A  B  situm.     (^)  Sit  N  K  R  M 


PF 


PR" — ' 

(per  Cor,  2.  Prop.  90.) 
fluxio  erit  ut 


dx 


^ n  -1 

(y  y  +  X  x)     2 
Quare  areae  A  F  K  L 

-  ^*^^     n-l 

(y  y  +  X  x)  2  * 
et  hujus  fluens  ut  vis  quS  corpusculum  P  in  so- 
lidum  D  R  S  G  trahitur.  Data  vero  curvae 
D  R  E  natura,  inveniendus  est  valor  ordinatae 
y  per  abscissam  x,  et  inde  fluens  determinanda. 
(")  •  Erit  attractia  corpusculi  P,  &c.  Si 
ordinatim  applicata  F  R,  dicatur  b,  patet  (429) 
area;  A  F  K  L,  elementum  fore  ut  d  x  — 

X  d  X        I       T..     •  .     .  .     • 

-— i — i r^  i.     Fiat  bb  +  xx  =  zz,  et  ent 

(b  b  +  X  x)  *  ^  ' 

x  d  X  =  z  d  z,  et  proinde  elementum  praedictum 

ut  d  X  —  d  z.     Quare  A  F  K  L  erit  ut  x  —  z 

+  Q,  et  quoniam  haec  area  evanescit,  ubi  P  F, 

seu  X  =  P  A,  et  P  R  seu  z  =  P  D,  erit  Q  = 

P  D  —  P  A,  et  area  A  F  K  L,  seu  attractio 

corpusculi  P,  in  cylindrum  D  R  S  G,  ut  P  F 

—  PR+PD— PA=AF—  PR  + 

PD=AB  —  PE  +  PD,  ubifitPF  = 

P  B,  ct  P  R  =  P  E. 

(*)   .542.  Sil  N  Ji  R  M  sectio  conica  ctijxts  or- 

dinatim  ajiplicata  E  R  (cquctur  scviper  lon^u- 


dini  P  D,  &c.  Sit  A  P  =  a,  curvae  datae 
A  C  B  cujus  convolutione  generatur  sphaerois 
sit  semiaxis  A  S  =  b,  alter  semiaxis  S  C  =  c, 
A  E  =  X,  erit  P  E  =  a  +  x,  et  (ex  natura 


ellipseos)  erit  E  D 


=  —  X2bx  —  xxj 
bb 


unde  quadratum  E  R  ordinatae  ad  curvam 
N  K  R  M  sive  PD»=PE^  +  ED*== 

a^  +  2ax  +  xx+^X2bx_^xx; 

cum  ergo  haec  aequatio  ad  curvam  N  K  R  M, 
ultra  secundum  gradum  non  assurgat  conGtat 
eam  curvam  esse  ex  Sectionibus  Conicis :  erit  au- 

tem  ellipsis  si  quantitas  x  x  —  -—  x  x  sit  negati- 

va,  quod  evenit  ubi  S  C  (sive  c)  major  est  quam 
A  S  (sive  b)  ;  Erit  vero  parabola  si  ea  quantitas 
evanescat,  ideoque  si  c  ^  b  quod  evenit  ubi 
curva  A  C  B  est  circulus  ;  Denique  erit  liyper- 
bola  si  ea  quantitas  sit  positiva,  hoc  est,  si  A  S 
sit  longior  axis. 

543.  Sit  A  C  B  ellipsis  cujus  axis  C  S  sit 
major  axi  A  S,  quo  casu  curva  N  K  R  M  crit 
cUipsis,  hac  ratione  ejus  curvje  N  K  R  M  deter- 
minabuntur  axcs  ct  vertcx.     Dicatur  cjus  cUip- 
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sectio  conica  cujus  ordinatim  ap- 
plicata  E  R,  ipsi  P  E  perpendi- 
cularis,  aequetur  semper  longitu- 
dini  P  D,  quae  ducitur  ad  punc- 
tum  illud  D,  in  quo  applicata  ista 
sphaeroidem  secat.  A  sphaeroidis 
verticibus  A,  B  ad  ejus  axem 
A  B  erigantur  perpendicula  A  K, 
B  M  ipsis  A  P,  B  P  aequalia  res- 
pective,  et  propterea  sectioni  co- 


X  Ij  a  -|-  c  c|  ^  et  dlviso  utroque 


seos  N  K  R  Sl  semiaxis  O  N  =  s,  alter  semi-  bb 

axis  O  T  dicatur  t,  distantia  verticis  N  a  vertice     ^TZHTb 

A  curv£e  A  C  B,  dicatur  p,  abscissa  N  E  erit  =  '  j^  2 

p  -j-  X,  et  ordinatap  E  R  quadratuni  erit  ex  ellip-     membro  per  — —  transponendo  a  *,  et  re- 

1 1 '^ 

seos natura  —  X2sp4-2s x — p p  —  2px  —  xz,     ducendo  secundum  membrum  ad  communem 

s  s 
quod  ex  constructionis  hypothesi  fuit  repertum 

(542) 


a*-f-2ax4-xx-}-^2bx  —  ^X 


bb  bb 

X  X.  Conferantur  horum  valorum  termini  ho- 
mogenei,  scilicet  constantes  cum  constantibus, 
eos  qui  unam  variabilem  includunt  cum  simili- 
bus,  &c.  fient  tres  istae  sequationes  (variabilibus 

deletis)  a*  =  —  X2sp  —  pp;  a -\-  —  = 

ss  b 

1 1 c  c  1 1 


—  Xs  —  P;  l  —  r-r  = •    Ex hac tertia 

ss  bb  ss 

aquatione,  mutatis  signis  utrinque,  reducto  pri- 

mo  membro  ad  communem  denominatorem,  et 

.  .    -    s  s  b  b 

mversis  termims  fit  —  = r-r  et  s  s  = 

1 1        c  c  — ■  b  b 

b  b  t  '  c  c 

-.     Tum  secundae  sequationis  a  -4-  -7- 

c  c  —  b  b  '     b 


tt 


=  —  X  s  —  p  multiplicatis  terminis  per  — ,  re- 
ductione  factA  primi  membri  ad  eumdem  deno- 
minatorem,  et  substitutione  facta  valoris  —  supra 


inventi  fit  s  — -  p  = — - 

c  c  —  b  b 

Denique,    primae    aequationis    a 


X  b  a  -J-  c  c. 
1 1 


2  s  p  —  p  p  multiplicatis  membris  per  — ,  sub- 


denominatorem,  deletisque  terminis  sese  destru- 

entibus  estt  ^  =  ^^^^^  X  a  ^-f  2ab.f- c*, 

sive  quia  P  S  =  a  -f-  b  est  P  S  ^ b  *  = 

.     .     .  ,      a  *  -i-  2  a  b,  ideoque  est  t  ^  =  £  V 

sUtuto  ejus  valore,  utnnque  mutatis  signis  et  ad-  c  ^ b  ^ 

dito  8  s,  fit  tandem  s  s a  ^  =  ss     PS^  — b^^-f-c^  nempe  O  T*  = 9-^1 

c^  — b^  l "^  CS*— AS* 

—  2  s  p  ^.  p  p,  in  qua  nova  aequatione  cum  se-     X   P  S  ^  —  A  S  »  -}-  C  S  ^  qui  termini  sunt 
cundum  membrum  sit  ipsum  quadratum  quanti-     omnes  dati,  hoc  ergo  invento  catera  ad  ellipsim 
tatis  s  —  p,  substituto  ejus  valore  prius  reperto,     pertinentia  commode  invenientur. 
et  loco  s  s  in  primo  membro  substiiuto  etiam         In  gratiam  not»  sequentis,  ex  his  valorem 

-  -f.s»_  P  O* 
^-5 determmabimus, 


ejus  valore,  fit 


bb 


X  t  ^  —  a  ^  =     quantitatis 
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nicae  occurrentia  in  K  et  M;  et  jungatur  K  M  auferens  ab  eadem  seg- 
mentum  K  M  R  K.     Sit  autera  sphseroidis  centrum  S  et  semidiameter 


c  s* 

quaaa  osso  aequalem  quantitati  p    a  S^4-  C  S^* 

ita  ex  raloribus  supra  inventis  statuitur ;  Est  s  s 

—. ex  tertia  asquatione,  unde  erit  s  * 

—  c^  — b*  ^ 

b^t^  +  c^t^  —  h^t» 
+  t  *  = ^ 


tes  ductse,  Sed  ultra  primum  gradum  non  assur- 
genti,  quae  est  parabolaB  proprietas.  Dicatur 
ergo  ejus  parabolae  latus  rectum  1,  distantid  ver- 
ticis  N  a  vertice  A  curvae  A  C  B  dicatur  p,  ab- 
scissa  N  E  erit  p  +  x  et  ex  parabolse  natura 


2  t  * 


c^  — b  = 
C  S 


-,  ideoqiie 


c^  — b* 


t2  c^  — b^ 

2 

— -.     Est  vero  A  O  =  s  —  p,  et 

C  S^—  A  S^ 

P0=PA+A0  =  a4-s—  p,  et  ciun 


sit  s  —  p 


c  c  —  b  b 


X  b  a  +  c  c  («E  se- 


cunda  aequatione)  est  P  O  =  a  -^ ^ ^, 

X  b  a  +  c  c,  quo  valore  reducto  ad  communem 
denominatorem,  dcletisque  terniinis  «ese  destru- 

entibus  est  P  O  =     ,   - '^,  ,  X  a  +  b  sive  = 
c  2  —  b  ^ 

C  S  * 

X    P  S,  cumque  sit  t  *  = 


C  S»—  A  S' 

c  s  ^ 

C  S^  —  A  S 
PO 


X  PS^  — A  S»  +  C  S*est 


PS 


et 


PO 


t»    —PS^  —  AS^  +  CS 

C  S^  PS^ 

CS^  —  AS^^   PS^'— AS^  +  CS^' 


'  +  t^ 


PO^ 


c  s 


CS^— AS^ 


PS 


Unde  tandem  est  - 

cs^  

■—  CS^—  AS^'  •^PS^— AS^+CS^' 

•     _        C  S» P  S»  V 

®*^^~"CS^  — AS^^'       PS^— AS^+CSV 

reducendoque  ad  eumdera  denominatorem,  dele. 

C  S  * 
tisque  terrainis  sese  destruentibus  =  •-;— — — -^ 

—  AS^+CS»     _  C  S^ 

^  P  S  ^— A  S  ^+C  S  2  "~  P  S^— A  S^+C  S^ 

diviso  numeratore  et  denominatore  per  C  S  ^  — 

s^+t*—  PO* 
Est  ergo  ' 


A   S 


C  s 


t* 

Q.  e.  d. 


PS»— AS^+CS 

544.  Sit  autem  curva  data  A  C  B  circulus, 
ita  ut  sphserois  ejus  convolutione  genita,  sit  ac- 
curata  spha;ra,  erit  curva  N  K  R  M  parabola, 
stantibus  enim  quae  in  n°.  542.  dicta  sunt,  erit 
ut  })rius  P  E  =  a  +  X,  et  ex  natura  circuli 
E  P^  =  2bx  —  XX,  unde  erit  P  F  quad- 
ratum  =  I'E^  +  EF2  =  a2  +  2ax  + 
xx  +  2bx  —  xx  =  a^  +  2ax  +  2bx; 
cum  ergo  ordinata  E  11  ad  curvam  N  K  R  M 
■umatur  aequalis  P  F,  ejus  ordinalae  quadratum 
erit  aquale  absciss»  ipsi  per  quantitates  constan- 


erit  ordinatae  E  R  quadratum  =  1  p  +  1  x  con- 
feratur  hic  valor  cum  valore  eju«dem  E  R  ^  su- 
pra  invento  a  ^  +  2  a  x  +  2  b  x,  termini  con- 
stantes  cum  constantibus  et  qui  variabilcm  in- 
cludunt  cum  similibus,  fient  duae  asquatioufs  1  p 
=  a2,  etl  =  2a  +  2b=2PS,  ideoque  p 
a^  P  A  » 

=  2  a  +  2  b  =  iT  S  Lfif^  ''^  "^*""^  P*- 
rabolsB,  sit  E  R  ^  =  1  X  P  +  x  erit  p  +  x  = 

N  E  :=  — — —  ;   Cumque  area  parabolica  inter 

2  X    o 
abscissam,  ordinatam,   et  rurvam  interccpta  sit 
aequalis   duobus  tertiis  rectanguli  abscissje  pcr 
ordinatam,    erit   area  parabolica    N    E   R  = 
J  E  R3        E  R  3 

„        =  .  et  quomam,   ex  construcu- 

one,  ordinatse  in  A  et  B  erecta?  sunt  aequales 
P  A  et  P  B,  erit  arca  parabolica  N  A  K  = 
P  A  3  .    ,.      p  B3 


3  P  S 


et  area  parabolica  N  B  IM  = 


3  P  S 


P  A  +  2  A  Sl'      .    ,.rr        .■     u 

' l     et  dinerentia  harum  arearum 

3  P  S 
A  K  H  M  B  respondens  r.x-  spha?rae  A  B,  erit 
6PA^XAS+12PAXAS  ^  +  8_A_S3 

3  P  S 
et  denique  dempto  tKipczio  A  K  IM  B,  segmen- 
tum  parabolicum  residimm  K  11  M  erit  aquale 
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maxima  S  C :  et  vis,  qua  sphae- 
rois  (f )  trahit  corpus  P,  erit  ad 
vim,  qua  spha?ra  dianietro  A  B 
<lescripta  trahit  idem  corpus,  ut 
ASxCSq  — PSxKMRK 

l^Sq+  CSq  —  ASq 
A  S  cub. 
^^  3  P  S  quad.-  Eteodemcom- 

putandi  fundamento  invenire  li- 
cetvires  segmentorum  sphaeroidis. 


,  trapeitiuin  enim  A  K  M  B  est  aequale     fluens  estz -^ss  —  zz  (165)  sed  ut  z  = 


2A  S3 

3  P  S 

i  A  B  X  A  K  +  B  M  sive  (quia  i  A  B  = 
AS,  AK  =  PA  et  BM=PB=PA 
+  2  A  S)  est  aequale  2  A  S  X  P  A  + 
2  A  S  ^,  et  reducendo  ad  denominatorem 
5  P  S  sive  S  P  A  +  3  A  S  est  aequale 
6ASxPA^+12AS^XPA  +  fiAS3 

3  P  S 
<juod   deductum   ex   area    A   K    R    M    B   := 
6PA^XAS+12PAXAS2  +  8A  S3 


reniaiiet  —^ 


2  A  S3" 


P  S 


3  P  S 
Q.  e.  d. 


(■j-)  545.    Vis  qud  s])fuerois  irahit  corpus  P  est 
ad  vim  qua  spluera  diametro  A  B  descripla  trahit 

ASXCS^  — PSXKMRK 

tdem  cor^ms  ut 


OEet  — y^ss  —  zz  =  —  X  —  V^^  —  ^* 

=  —  E  R  fluxio  terminis  positivis  respondens 

s  s 
est  O  E E  R,  et  area  toti  lineas  O  A  res- 

1 1 

s  1 
pondens  est  O  A j  A  K,  ex  qua  demenda  area 

parti   O   B  respondens  secundum  quam  curva 

quae  vim  sphacroidis  expriniit  non  ducitur,  qua;- 

s  ^ 
que  est  O  B j  B  M,  utque  per  constructi- 

onem  AK=AP,  et  BIM=PB=BA 

s^ 
+  A  P  erit  vera  fluens  OA  —  OB jX 


ad 


A  83 


PS^+CS^  —  AS 


3  P  S^ 

Supponatur  juxta  solutionem  hujusce  proble- 
matis,  curvam  describi  secundum  A  B,  cujus 
ordinatas  singulo  puncto  E  applicatae  sint  sequa- 
les  vi  qua  corpus  P  a  circulo  cujus  radius  est 
E  D  trahitur;  ea  vis  est  per  Cor.  1.  Prop.  90. 

P  T^ 
ut  1  —  ,  sit  O   E   hujus  curvae  abscissa 

sumpta  a  puncto  O   (centro  curvae  N  K  R  ]M 

juxtii  notam   543.    determinatae)    dicaturque  z, 

ejus  fluxio  erit  dz,  fluxiq  itaque  areBe  curvae  quse 

P  E 
exhibet  vun  sphaeroidis  erit   d  z  —   —r-  d  z, 

cumque  sitPE  =  PO—  OE=PO  —  z 
et  P  D  =  E  R  ordinatas  curvae  N  K  R  M,  per 
constructionem,  sitque  E  R  (ut  facile  deducitur 
t 


A  P  — 
ABX 


BA— AP=  AB+-;AE  = 

S*+t2 


Tertii  tennini 


P  O  dz 


fluenssic  inve- 


—  V^  s  s  —  z  z 
s 

mtur;S«ctoris  Elliptici  T  O  K  fluxio  cst  (424) 
^stdz  2?  O 

muitiphcetur  per  :; —  nascetur 


,y/  s  s  —  z  z 
terminus  propositus 


P  Od  z 


unde  fluens 


—  ^  ss 


ex  n°.  543)  =  —  \/  s 

.^,  P  O  d  z 

ent  d  z  —  — 
t 


•  z  z,  fluxio  ejus  areae 
,  z  d  z 


y'  s  s  —  z 
Terminorum  positiTorum  d  z  -{- 


—   \/  S  S Z  z 

s 

2  d  z 


termini  propositi  erit  sectoi^  ille  ellipticus  T  O  K 

2  P  O       ,  .  ,.    ,  j 

per —  multiphcatus,  sed  quoniam  area  quae- 

sita  non  respondet  toti  O  A,  sed  tantum  ejus 

parti  A  B,  vera  fluens  areae  quaesitae  ex  tertio 

2  P  O 
termino  inveniendo  est  sector  T  O  K  X  

2  p  O 
dempto  sectore  T  O  M  X  j —  sive  sector 


\/  s  s  —  z  z 


—     M  O  K   X 


2  P  O 


Dividitur  autem  sector 


M  O  K  in  figuram  rectilineam  M  O  K  et  mix- 
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Corol.  3.  Quod  si  corpusculum  intra  ^haeroidem  in  axe  collocetur,  at- 
tractio  erit  ut  ipsius  distantia  a  centro.     Id  quod  facilius  hoc  argumento 


tilineatn   M  R  K ;  triangulum   M  O  K  valet  PEdx 

i  P  O  X  A  B,  nam  producatur  r.cta  M  K  per.  «it  per  Cor.  1.  Prop.  XC  ut  d  x  -  -pp-' 

tinget  ad    P,  propter  PA=AKetPB=  _                 .                      a^-l-Sab  +  vv, 

B  M,  totum  vero  triangulum  O  M  P  =  i  O  P     en'  ea  fluxio  ut  d  x .T. ,      ,   TT^       d  " 

X  B   M  =  i  O    P  X   P   B,    et   triangulum  ,   '  i    «  T       i    1      a 

O  K  P  =  X  b  P  X^A  K  =  I  O  P  X  A  P.  fl„^„^  ^^^  ^  _  a2v+_2^+  3Zi 

unde  sublato  triang.  O  K  P  ex  triang.  O  M  P,  -^                                            2  X  a .+  bp 

remanet  triang.   OMK  =  ^OPX(PB  —  +Q.  const.,  qus  evanescere  debet  ubi  x  =  o 

AP)=iOPX  AB.     Unde  tandcra  fluens  ^                   a^+Sa^b  +  ga^ 

.,    ..  .. ,       ..     ..2PO,„„     etv=a,  ideoque  est  • — " 

quaesita  hujus  tertu  termmi  est  — T~  X  t  '-'  ••• 

9  p  n  P  O  ^ 

X  AB  +  iili:xMRK=^-  XAB    +  Cl=  o,  et  Q: 

2  P  O 

^ X  M  R  K,  quse  detracta  ex  fluente 


2  X  a  +  b| 
^a^3  +  2a_*b 


2  X  *  +  M 


— :  vis  autem 


teJTninorum  positivorum  A  B  X 


+  t'- 


fit 


ABX 


+  t2  — PO- 


2  PO 


t^ 

^+t^ 


-PO^ 


XMRK, 


■PS*— AS^+CS^ 
PS 


cumcrgosit- 

P_0  _    _^ 

^^     t*      ~PS^—    AS^^+CS» 
(545)  est  fluens  quaesita  (quia  A  B  =  2  A  S) 
2ASXCS^  —  2PSXMRK 
PS^  —  AS^+CS^ 
Si  autem  curva  A  C  B  sit  circulus,  sphaerois  in 
sphaeram  veram  mutatur,fitCS = AS  et  segmentum 

M  R  K  fit  _  .,  „  (544)  ideoque  mutatur  hsec  for- 


3P  S 

2ASX AS 
mula  in  istam 


2PSX2  A  S3 
3  P  S 


PS^  —  AS^+AS». 

2AS3  —  |AS3        2AS3 

= =  — .^  „  ..  quae  expri- 

P32  5PS^^  ^ 

met  vim    spiiaarae;    itaque    divisa    expressione     totius  sphsraj  obtinetur  si  fiat  x  =  A  B  (2  b) 

vis   sphaeroidis  et  vis  sphaerte  per   communem     et  v  =  P  B  (a  +  2  b)    estque  ideo  2  b  + 

muhiplicatorem  2  ^  erit  ms   spha^roidis  advim     1^,^^,.^, .  ,3  .  4a-b  -  4ab-'-  Ja^-  2aM)-  4ah-  -f  b3 


A  S  X  C  S  't  —  P  S  X  M  R  K 

A  S*  +  C  S 


ad 


2  X  a  +  bh 
4a^b+8ab2  +  tb3 

=  2b  — '  ^-^ =2bX(»  — 

2Xa  +  L|»  ^^         ^ 

Potest  etiam  determinari  vis  sphaerae,  hoc  cal-  ^^        +'*ab   +    y  b ^^    reducen- 

culo,  sit  ut  prius  PA  =  a,  AB  =  2b,  abscis-  a  X  a  +  bl  * 

sa  A  E  =  X,   P  F  =  v,  erit  PE*  =  a*+  doad   eumdem    denominatorem    =   2  b    X 

2  a  X  +  X  X,  et  E  F2  =  2bx  —  xx(exna-  2a2i.4ab+2b''  —  ^a^— 4ab  —  4b»' 

tura  circuli)  ideoque  PF*(vv)  =  a*  +  2ax ■    -     , — 

vr  —  a^  2X^  +  4 


+  2  b  X,   unde  invenitur  x  =  — — — r-r,et 
^  2X(a  +  b) 


2  b 


dx 


2vd 


dv 


iiX(a+b)  a+b 


Ita- 


a*  +  ^ab  +  vv        dx 

2  X  (a  +  b)       ^^  FF  ~  r+Tb* 
que,  cum  tiuxio  area)  qua;  exprimit  vim  spharae     3  P  S 


2  b  X "*  -1'.  sive  ponendo  A  S  pro  )), 

etPE  =  a-+-x  2Xa  +  bl 

'         et  P  S  pro  a  +  b  dividendoque  iiumeralorem 
d  V        ,         et  denominatorem  per  2,  vis  tota  sphaira:  est 


2  A  S3 


Q.  e.  L 
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colligitur,  sive  particula  in  axe  sit,  sive  in  alia  quavis  diametro  data.      Sit 

A  G  O  F  sphaerois  attrahens,  S  centrum  ejus,   et   P  corpus  attractum. 

Per  corpus  illud  P  agantur  tum  semidiameter  S  P  A,  tum  rectae  duae 

quaevis  D  E,   F  G  sphaeroidi  hinc  _  _ 

inde  occurrentes  in  D  et  E,  F  et  G ;  ~ 

sintque  P  C  M,  H  L  N  superficies 

sphaeroidum  duarum  interiorum,  ex- 

teriori  similium  et  concentricarum, 

quarum  prior  transeat  per  corpus 

P,  et  secet  rectas  D  E  et  F  G  in  B 

et  C,  posterior  secet  easdem  rectas 

in  H,  I  et  K,  L.     Habeant  autem 

sphaeroides   omnes   axem   commu- 

nem,  et  erunt  rectarum  partes  hinc 

inde  interceptae  D  P  et  B  E,  F  P  et  C  G,  D  H  et  I  E,  F  K  et  L  G  sibi 

mutuo  aequales ;  (?)  propterea  quod  rectae  D  E,  P  B  et  H  1  bisecantur 

in  eodem  puncto,  ut  et  rectae  F  G,  P  C  et  K  L.     Concipe  jam  D  P  F, 

E  P  G  designare  conos  oppositos,  anguhs  verticahbus  D  P  F,  E  P  G  in- 

finite  parvis  descriptos,  et  hneas  etiam  D  H,  E  I  infinite  parvas  esse ;  et 

conorum  particulee  sphaeroidum  superficiebus  abscissae  D  H  K  F,  G  L  I  E, 

ob   aequalitatem  linearum  D  H,  E  I,  (^)  erunt  ad  invicem  ut  quadrata 

distantiarum  suarum  a  corpusculo    P,    et  propterea  corpusculum  illud 

aequaliter  trahent.     Et  pari  ratione,  si  superficiebus  sphasroidum  innu- 


(>)  •  Propterea  quod  reclte  D  E,  P  B,  &c. 
Cum  enim  tres  ellipses  A  G  O,  H  L  N,  P  C  M 
similes  sint,  idemque  centrum  et  axes  commu- 
nes  ac  proinde  communes  etiam  diametros  ho- 
mologas  habeant,  patet  lineas  D  E,  H  I,  P  B 
esse  in  tribus  illis  ellipsibus  ad  communem  dia- 
metrum  ordinatas,  idemque  dicendum  esse  de 
tribus  lineis  F  G,  K  L,  P  C.  Nam  si  per 
punctum  A,  in  ellipsi  A  G  O  homologum  punc- 
to  P  in  ellipsi  P  C  M  ducta  intelligatur  recta 
ipsi  P  B,  seu  D  E  parallela,  haec  linea  ordina- 
ta  erit  ad  eandem  ellipseos  A  G  O  diametrum 
ad  quam  in  ellipsi  P  C  M  ordinata  est  linea 
P  B,  atque  adeo  rectae  D  E,  P  B  sunt  ad  ean- 
dem  diametrum  ordinatae,  idemque  eodem  modo 
de  caeteris  lineis  ostendi  potest.  Quare  ab  illa 
coramuni  diametro  rcctas  D  E,  P  B,  et  H  I, 
bisecantur  in  eodem  puncto,  ut  et  rectae  F  G, 
P  C,  et  K  L  a  sua  communi  diametro. 

(^)  *  Erunt  ad  invicem,  &c.  Si  ex  punctis 
D  et  E  in  lineam  F  G  demissa  intelligantur 
perpendicula  infinite  parva  p,  et  P,  haec,  ob  an- 
gulos  D  P  F,  E  P  G,  aequales,  erunt  ut  distan- 

VoL.  I.  C 


tiae  D  P,  E  P,  Sed  quoniam  evanescentibus 
angulis  D  P  F,  E  P  G,  lineje  D  H,  F  K  et 
G  L,  E  I,  fiunt  parallelae,  erit  superficies 
D  H  K  F,  ad  superficiem  G  L  I  E,  ut  rectan- 

D  H  -A-  F  K 
gulum  p  X — >  *d  rectangulum  P  X 

G  L  4-  E  I^  ^^^  ^^^  (ob  D  H  +   F  K  = 

L  G  4-  E  I)  ut  p  ad  P,  seu  ut  D  P  ad  E  P. 
Quare  si  D  P  F,  E  P  G  conos  vel  pj-ramides 
in  spha^roide  A  G  O  designent,  solida  D  H  K  F, 
G  L  I  E  erunt  ut  superficies  prasdictae  in  per- 
pendicula  perpendiculis  p,  P,  similia  ductae,  hoc 
est,  ut  quadrata  distantiarum  D  P,  E  P.  Quo- 
niam  igitur  vis  qua  particula  solida  D  H  F  K 
trahit  corpusculum  P  est  ad  vim  qua  illud  tra- 
hitur  a  particula  solida  G  L  I  E,  ut  solidum 
D  H  K  F  j  ,.3  G  L  I  E  , 
jp  p.2     '  ^  solidum      ^  ^3   ,  boc  es^  ut 

DP2        EP2 

y— — -g,  ad      p^,  manitestum  est  corpusculum 

P  utrinque  jequaliter  attrahL 
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merarum  similium  concentricarum  et  axem  communem  habentium  divi- 
dantur  spatia  D  P  F,  E  G  C  B  in  particulas,  hae  omnes  utrinque  sequali- 
ter  trahent  corpus  P  in  partes  con- 
trarias.     -ffiquales  igitur  sunt  vires 
coni   D    P    F   et   segmenti   conici 
E  G  C  B,  et  per  contrarietatem  se 
mutuo  destruunt.     Et  par  est  ratio 
virium  materiae  omnis  extra  sphas- 
roidem  intimam  P  C  B  M.     Tra- 
Iiitur  igitur  corpus  P  a  sola  sphae- 
roide  intima  P  C  B  M,  et  propterea 
(per  Corol.  3.  Prop.  LXXII.)  at- 
tractio  ejus  est  ad  vim,  qua  corpus 
A  trahitur  a  sphseroide  tota  A  G  O  D,  ut  distantia  P  S  ad  distantiam 
S.     Q.  e.  d. 


PROPOSITIO  XCII.    PROBLEMA  XLVI. 

Dato  corpore  attractivoy  invenire  rationem  decrementi  virium  centripetamm 
in  ejiis  puncta  singula  tendentium. 

E  corpore  dato  formanda  est  sphaera  vel  cylindnis  aliave  figura  regula- 
ris,  cujus  lex  attractionis,  cuivis  decrementi  rationi  congruens  (per  Prop. 
LXXX.  LXXXI.  et  XCI.)  (^)  inveniri  potest.    Dein  factis  experimentis 


(^)  *  Inveniri  polest.  Hoc  est  per  Propositiones     x^  —  " — y3 

ckatas  inveniri  potest  generalis  expressio  seu  for-  3 

mula  attractionis  corpusculi  in  sphairam  vel 

cylindrum  aliamve  figuram  regularem,  et  lex 

attractionis   corpusculi    in   eandem    figuram 

expcrimentis  inventa  conferri  debet  cum  ge- 

nerali  illa  formula,  et  inde  habebitur  aequatio 

cujus  ope  determinari  poterit  formulae  gene- 

ralis  exponens  indeterminata,  quae  exhibebit 

attractionem  in  singulas  particulas  materise. 

Exemplum.  In  cylindrum  A  D  E  K  G 
trahatur  corpusculum  P,  situm  in  ejus  axe 
A  B,  ut  in  Prop.  XCI.  ;  supponaturque  vis 
in  singulas  cylindri  particulas  tendens  reci- 
proce  ut  distantiaj  dignitas  cujus  index  n,  et 
dicatur  PA  =  a,  PD=i=b,  PB=c, 
P  £  =  e,  R  F  =  g,  P  F  =r-  X,  P  R  =  y, 
eritque  yy=xx-j-gg,  ideoque  y  d  y  = 
X  d  X.  Quare  iluxio  vis  qua  corpusculum  P 
in  cylindrum  A  D  R  S  G   trahitur,  erit  (541) 

dx  xdx'^ dx  y  d  y 

"*  X  "  —  2  —  p-=r-i  —  X  "  -^»       y  "  — ' 
=:  X  *  —  "  d  X  —  y  ^  —  "  <1  y ;    cujus  fluens 


"-f-Qconst. 


liJTC  autem 


evancscit,  ubi  x  =  a,  et  y  =  1) ;   Quare  crit  Q 

=  b  ^  —  "  —  a  3  —  ",  et  flucns  accurata  = 

b  3  —  "  —  a  ^  —  "  -|-  c  3  —  "  —  c  -^  —  " 

3  —  n  ' 
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invenienda  est  vis  attractionis  in  diversis  distantiis,  et  lex  attractionis  in 
totum  inde  patefacta  dabit  rationem  decrementi  virium  partium  singula- 
rum,  quam  invenire  oportuit. 

PROPOSITIO  XCIII.    THEOREMA  XLVII. 

Si  solidum  ex  und  parte  planum  ex  reliquis  autem  partibtis  infinitum^  consiet 
€x  particulis  tequalibus  aqualite?'  atiractiviSf  quarum  vires  in  recessu  a  so- 
lido  decrescunt  in  ratione  poiestatis  cujusvis  disiantiarum  plusquam  qtiad- 
raticce,  et  vi  solidi  totius  corpusculum  ad  utramvis  plani  partem  constitutum 
trahatur :  dico  quod  solidi  vis  illa  attractiva,  in  recessu  ab  ejus  superficie 
plana^  decrescet  in  ratione  potestatisy  cujtis  latus  est  distantia  corpusadi  a 
plano,  et  index  ternario  minor  quam  index  potestatis  distantiarum. 

Cas.  1.  Sit  L  G  1  planum  quo  solidum  terminatur.     Jaceat  solidum 


xibi  X  =  c,  et  y  =  e.  Jam  vero  vis  qua  ror- 
pusculum  P  in  totum  cylindrum  A  D  E  K  G 
trahitur,  experimentis  inventa  sit  ut  b  —  *  -j- 
c  —  e,  et  habebitur  sequatio  b  —  a-|-  c  —  e  = 
b3  —  »  — a  3  —  °  +  c3  —  °  — e3 » 

ex  qua  determinandus  est  valor  indicis  generalis 
n,  Porro  posito  n  =  2,  a^qunlia  fiunt  aequatio- 
nis  merobra,  ergo  vis  in  singulas  cylindri  parti- 
culas  tendens  erit  reciproce  ut  quadratum  dis- 
tantiae  a  particula,  quemadmodum  in  Cor.  1. 
Prop.  91.  positum  est.  Verum  si  hac  rati- 
one,  varios  tentando  numcros,  non  potest  indicis 
generalis  n  valor  inveniri,  ponatur  3  —  n  =:  z, 
et  vis  corpusculi  in  cylindrum  experimentis  re- 
perta  sit  ut  quantitas  q ;  et  erit  q  z  =  b  "  — 
a^-f-c"^  —  e^.  Fiat  a  ^  =  p,  b  '^  =  v, 
c  *  =  r,  e  ^  =  s,  et  erit  (L  significante  Loga- 
rithmum  quantitatis  cui  pra?figitur)  L.  a  ^  = 
L.  p,  L.  b  "=  =  L.  v,  L.  c  "  =  L.  r,  L.  e  "^ 

=  L.  s,  adeoque  z  L.  a  =  L.  p,  ct  z  =  -^^ — 

L.  a 

L.  v L.  r L.  s        ^^^^  L.  a  X  L.  v 

L.  b        L.  c        L.  e" 

L.  a 

=  L.  p,  atque  adeo  L.  v  L.  b 

L.a 


quse  ab  exponente  Indeterminata  li|)era  est.  Ut 
autem  tollatur  etiam  L.  v,  ponatur  v  =:  t  -|-  1 , 
et  (383)  erit  L.  v  =  L.  t  -f  1  =  t  —  ^  1 1  -|- 
J  t  3  —  ^  t  4  -)-  ^  t  S  — ,  &c  in  infinit.  Si 
itaque  in  aequatione  modo  inventa  loco  v  scriba- 
tur  t  -f-  1,  et  loco  L.  v  series  t  —  ^t*-|-^t3 
— ,  &c.  obtinebitur  sequatio  ab  exponentibus  et 
logarithmis  indeterminatis  libera,  ex  qua  per  re- 
versionem  serierum  invenietur  valor  quantitatis  t, 
et  inde  reperietur  L.  v,  atque  per  L.  v  habebitur 
valor  indicis  z,   et  inde  valor  ipsius  n.     Nam 

L.  v  _  _    1 — - 

cum  sit  z  =  - — ,  et  L.  V  =  L.  t  -f-  1,  ent  z 


L.  t-t-  1 
L.~ 


e  n  — 3  —  2  —  3  —  1^1^+-' 


Si  in  jequatione  vel  quantitate  exponcntiali 
proposita,  indeterminata  z  in  solis  quaKtitatum 
datarum  exponentibus  reperiretur,  hsec  aquatio 
vel  quantitas  superiori  methodo  pcsset  ad  aJiam 
reduci  numero  terminorum  finitam,  in  qua  nulia 
esset  amplius  exponens  vel  logaritlimus  indeter- 
minata.  Nam  siq  =  fa^  -J-  gb^^^-j-hc** 
-\-,  &c.,  sitque  v  =  a  ^  erit  q  =  f  v  -|- 
2  L.  b  4  L.  c 

L.  p,  proin-     gvL.  a-j-hvL.  a  -|-,  &c.   erit  enim  z  = 

Ij.  V 


L.  b 


deqi'e  v  L.  b  =  p.   et  simili  modo  invenictur 

L.  c  L.  e 

V  L.  b  =  r,  et  V  L.  b  =  s.     Quare  apquatio 
_  L.  a  L.  c         L.  e 

-"■'  -     —  —  v  —  y  iTb-fvLrb  — vXTb, 


et  b  *  ^  =  b  *  L.  a  et  L.  b  2  *  = 


L.  a 


L.  b 


-,    ,  2Lb 

2  L   b  — — 

L.  b  =  — r— —  L.  V,  unde  est  b  *  *  =  v  L.  a 
L.  a 

ct  sic  de  ca:teris. 


Cc2 
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autem  ex  parte  plani  hujus  versus  I,  inque  plana  innumera  m  H  M, 
n  I  N,  o  K  O,  &c.  ipsi  G  L  parallela  resolvatur.  Et  primo  collocetm' 
corpus  attractum  C  extra  solidum.  Agatur  autem  C  G  H  I  planis  illls 
innumeris  perpendicularis,  et  decrescant 
vires  attractivae  punctorum  solidi  in  ra- 
tione  potestatis  distantiarum,  cujus  index 
sit  numerus  n  temario  non  minor.  Er- 
go  (per  Corol.  3.  Prop.  XC.)  vis,  qua 
planum  quodvis  m  H  M  trahit  punctum 
C,  {^)  est  reciproce  ut  C  H  "  —  ^.  In 
plano  m  H  M  capiatur  longitudo  H  M 
ipsi  C  H  "  —  ^  reciproce  proportionalis, 
et  erit  vis  illa  ut  H  M.  Similiter  in  planis  singulis  1  G  L,  n  I  N,  o  K  O, 
&c.  capiantur  longitudines  G  L,  I  N,  K  O,  &c.  ipsis  C  G" — ^  C  I "  % 
C  K  "  —  ^,  &c.  reciproce  proportionales ;  et  vires  planorum  eorundem 
erunt  ut  longitudines  captae,  ideoque  summa  virium  ut  summa  longitudi- 
num,  hoc  est,  vis  solidi  totius  iit  area  G  L  O  K  in  infinitum  versus  O  K 
producta.'  Sed  area  illa  (per  notas  quadraturarum  methodos)  est  reci- 
proce  ut  C  G  " — ^  et  propterea  vis  sohdi  totius  est  reciproce  ut  C  G  "  '. 
Q.  e.  d. 

Cas.  2.  Collocetur  jam  corpuscu- 
lum  C  ex  parte  plani  1  G  L  intra  ^      0 

solidum,  et  capiatur  distantia  C  K 
aequalis  distantiae  C  G.  Et  solidi 
pars  L  G  1  o  K  O,  planis  parallelis  g. 
1  G  L,  o  K  O  terminata,  corpuscu- 
lum  C  in  medio  situm  nuUam  in 
partem  trahet,  contrariis  opposito- 
rum  punctorum  actionibus  se  mutuo 
per  aequalitatem  toUentibus.     Pro- 


il 


C 


K 


(*>)  *  Est  reciproce,  &c.     Sit  C  H  =  x,  erit 
1 


et  area  G  L  M  H,  ut 

M  H  ut  —r^ — 3,  (hyp.)  et  areae  G  L  M  H,  1 

—  /n  —  3)  C  W 
d  X  ^ 


1 


(n  —  5)  C  G  "  —  3 
„  At  cum  C  H  infi- 


elementura  ut  ^  „  _1  ^;,    adeoque   (165)  area    ^^.^  ^^^^^  terminus  -rj-i; 


(n  —  3)  C  H  ■  —  3 

1  ..     evanescit   fitque  area  infinita    G  L   O   K,  ut 

ipsa  ut  Q  const  — — — 5 — -„  quff  evanescit    evancs^-         1 

(n— o)  X        3J  ■»  ^^ jr=T3'  seu  ^h  datam  n  —  3,  ut 

ubi  X  =  C  G,  Quare  Q  =  ,^  —  3)0  0"  —  ^'     C  g""^—  ^,  reciproce. 
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inde  corpusculum  C  sola  vi  solidi  ultra  planum  O  K  siti  traliitur.  Haec 
autem  vis  (per  casum  primum)  est  reciproce  ut  C  K  "  —  ^,  hoc  est  (ob 
aequales  C  G,  C  K)  reciproce  ut  C  G  "  —  '.     Q.  e.  d. 

Corol.  1.  Hinc  si  solidum  L  G  I  N  planis  duobus  infinitis  parallelis 
L  G,  I  N  utrinque  terminetur ;  (*)  innotescit  ejus  vis  attractiva,  subdu- 
cendo  de  vi  attractiva  solidi  totius  infiniti  L  G  K  O  vim  attractivam  partis 
ulterioris  N  I  K  O,  in  infinitum  versus  K  O  productae. 

Corol.  2.  Si  solidi  hujus  infiniti  pars  ulterior,  quando  attractio  ejus  col- 
lata  cum  attractione  partis  citerioris  nuUius  pene  est  momenti,  rejiciatur : 
attractio  partis  illius  citerioris  augendo  distantiam  (^)  decrescet  quam 
proxime  in  ratione  potestatis  C  G  "  —  '. 

Co7'ol.  3.  Et  hinc  si  corpus  quodvis  finitum  et  ex  una  parte  planum 
trahat  corpusculum  e  regione  medii  illius  plani,  et  distantia  inter  corpus- 
culum  et  planum  collata  cum  dimensionibus  corporis  attrahentis  perexigua 
sit,  constet  autem  corpus  attrahens  ex  particulis  homogeneis,  quarum 
vires  atti*activai  decrescunt  in  ratione  potestatis  cujusvis  plusquam  quad- 
ruplicatae  distantiariun ;  vis  attractiva  corporis  totius  decrescet  quamprox- 
ime  in  ratione  potestatis,  cujus  latus  sit  distantia  illa  perexigua,  et  index 
ternario  minor  quam  index  potestatis  prioris.  De  corpore  ex  particuUs 
constante,  quarum  vires  attractivae  decrescunt  in  ratione  potestatis  tripli- 
catae  distantiarmn,  assertio  non  valet ;  propterea  quod,  in  hoc  casu,  at- 
tractio  partis  illius  ulterioris  corporis  infiniti  in  Corollario  secundo,  sem- 
per  est  infinite  major  ^uam  attractio  partis  citerioris. 

Scholium. 

Si  corpus  aliquod  perpendiculariter  versus  planum  datum  trahatur,  et 
ex  data  lege  attractionis  quaeratur  motus  coiporis :  solvetur  problema 

C)  •  Innotescit  ejus^  vis,  &c.      Ex  demon-  ...         •    n  ri                #^  t                        1 

stratis  attractio  soUdi  totius  L  G  K  O,  in  infi-  ^"  distantia  C  G  respectu  C  I,  tenninus    j„_^, 

1 
nitum  versus  O  producti,  est  ut  ^  ^„ ^     minimus  erit  respectu  t«mlni  \  et 

solidi  vero  infiniti  N  I   K  O,  ut ? .     pegligi  poterit,  ideoque  attractio  erit  quam  prox- 

C  1  °  —  3      ime  ut  C  G  °  —  3  reciproce.     Quod  tamen  ve- 

.-»      ^   ^    ..      1- 1>  -r  ^  -r  -m-r  1  TUTQ  cssG  nou  potest,  si  fuerit  n  ==  s  •  Knm  Jn 

Quare attractio soLdi  LGIN,  estut  _  -  v,     ^        uc  ^i .. —  o,i\amm 

j  C  G  3     jj^  j^gy  ^  ^  ^_^  _.  ___^   ideoque  M  H 

""^    p  j  n  ^_  3*  J 

erit  ut  ^-^  et  rectangulum  M  H  X  C  H  da- 

SLL^"^''''^  '^'''"^.P?'^'''''  *^:    Vis  enim  tum.  proindeque  curva  L  M  O  hjTDcrboIa,  cuius 

attractiva,    «    corpus    .nfimtum    sit,     est    ut  asymptotus  C  K,  et  area  illius  finS  L  M  N  7g 

P  P  a  __  3  —  pr-TH -, ;    sed  si  perexigua  ^''m  exponit  solidi  L  G  I  N  ;  area  verd  infinlta 

^  ^  ^        CI"  —  3  f        fe  NOKI,  vun  solidi  infiniti  N  I  K  O. 

Cc3 
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quaerendo  (per  Prop.  XXXIX.)  motum  corporis  recta  descendentis  ad 
hoc  planum,  et  (per  legum  Corol.  2.)  componendo  motum  istum  cum  uni- 
formi  motu,  (*)  secundum  lineas  eidem  plano  parallelas  facto.  Et  contra, 
si  quaeratur  lex  attractionis  in  planum  secundum  lineas  perpendiculares 
factae,  ea  conditione  ut  corpus  attractum  in  data  quacunque  curva  linea 
moveatur,  (^)  solvetur  problema  operando  ad  exemplum  problematis 
tertii. 


(*)  546.  Secundum  lineas  eidem  plane  paral- 
lelas,  &c.  Corpus  A  quod  ad  planum  V  Q 
perpendiculariter  et  secundum  lineas  lincae  A  V 
parallelas  trahitur,  exeat  de  loco  A  juxta  direc- 
tionem  quamlibet  A  P.    1°.  Si  projectionis  di- 


quam  punctum  G  perpetuo  tangit  In  D  F 
capiatur  D  L  lateri  quadrato  are»  A  B  F  D 
reciproce  proportionalis,  et  punctum  L  sit  sem- 
per  in  linea  curva  Z  L  R,  prorsus  ut  in  Prop. 
39.     Jam  dicatur  AV=a,  DV  =  x,  TD 


=  y,  erit  area  A  B  F  D  ut ^-^;^ —  (430)  et 


rectio  A  P  plano  V  Q  parallela  fuerit,  dabitur 
tempus  quo  corpus,  dat&  velocitate  uniformi  pro- 
jectionis,  percurreret  lineam  A  S,  et  per  Prop. 
39.  invenietur  in  linea  S  N  linesB  A  V  paral- 
lela  spatium  S  T  quod  corpiis  vi  attractrice  eodem 
tempore  describit,  et  hinc  habebitur  punctum  T 
in  trajectoria  A  T  Q,  quam  corpus  utroque  motu, 
impresso  nimirum  et  ex  vi  attractrice  genito  des- 
cribit.  2°.  Si  directio  projectionis  A  P  plano 
trahenti  V  Q  parallela  non  est,  ducta  A  S  plano 
V  Q  et  S  L  rectae  A  V  parallelis,  motus  pro- 
jectionis  A  L  resolvatur  in  motus  A  S  et  S  L, 
et  datis  velocitatibus  uniformibus  A  S  et  S  L, 
dabuntur  tum  tempus  quo  percurritur  A  S,  tum 
spatiura  S  T  quod  corpus  hoc  eodem  tempore 
describit  ex  vi  attractrice  et  motu  impresso  S  L 
simul  (per  Cor.  3,  Prop.  39.)  unde  habebitur 
punctum  T  trajectoria;  A  T  Q  cujus  omnia 
puncta  eodem  modo  possunt  inveniri. 

Exemplum.  Exeat  corpus  de  loco  A  secun- 
dum  directionem  A  P  plano  trahenti  V  Q  pa- 
rallelam,  et  ducta  D  T  eidem  plano  parallela, 
sit  vis  trahcns  in  tota  linea  D  T,  ut  D  V  cubus 
reciproce.  De  loco  D,  erigatur  semper  D  F 
perpendicularis  ad  A  V  et  vi  trahenti  in  linea 
D  T  proi)ortioualis,  sitquc  B  F  G  Unea  curva 


A 

promde  D  L,  ut  —  ; 

/^  a.  &  —  XX 
X  d  X 
mentum  D  L  M  E,  ut 


adeoque  ele- 


,  et  area 
\/  a  a  —  XX 

V  D   L   R.    ut   hujus   elementi  fluens    Q  — 

V  a  a  —  X  X  (165.  166),  evanescit  autem  area 

V  D  L  R  ubi  X  =  o.  Quare  Q  =  a,  et  area 
VDLR,  uta  —  y^aa  —  xx.  Hinc  posita 
X  =  a,  erit  area  V  A  B  Z  R,  ut  a,  et  area 
DABZL,  utiy^aa  —  xx.  Porro  si  punc- 
tum  T  est  in  trajectoria  A  T  Q  erit  D  T  seu  y 
proportionalis  tempori  quo  uniformitcr  describi- 
tur  D  T,  et  quo  motu  accelerato  percurritur 
A  D  seu  (per  Prop.  39.)  erit  y,  ut  <v/  aa  —  x  xj 
adeoque  y  y  ut  a  a  —  x  x.  Unde  patet  trajec- 
toriam  A  T  Q  esse  ellipsim  cujus  centrum  V, 
semiaxis  unus  V  A,  alter  conjugatus  V  Q.  lis- 
dem  positis  et  vi  ad  planum  V  Q  trahente  in 
vim  repellentem  mutata  coipus  describet  hyper- 
bolaiQ  cujus  centium  V  semiaxis  V  A  vcrtex  A. 

C")  547.  Solvetur  jrroblema,  &c.  Moveatur 
corpus  P  in  curva  P  Q  F  vi  perpendiculariter 
tendente  ad  planum  F  K,  sint  P  et  Q  puncta 
iniinitc  propinqua,  P  Z  tangens  in  P,  P  C  ra- 
dius  circuli  curvam  P  Q  F  osculantis  in  P ; 
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Operationes  autem  contrahi  solent  resolvendo  ordinatim  applicatas  in 
series  convergentes.     Ut  si  ad  basem  A  in  angulo  quovis  dato  ordinatira 

m 
applicetur  lohgitndo  B,  quae  sit  ut  basis  dignitas  quaelibet  A  ° ;  et  qusera- 
tur  vis  qua  corpus,  secundum  positionem  ordinatim  applicatae,  vel  in  ba- 
sem  attractum  vel  a  basi  fugatum,  moveri  possit  in  curva  linea,  quam  or- 
dinatim  applicata  termino  suo  superiore  semper  attingit :  Suppono  ba?em 


augeri  parte  quam  minima  O,  et  ordinatim  applicatam  A  +  O  j  **  resolvo 

m  m  —  n 

(t)  in  seriem  infinitam  A  ■^+  -  O  A  ~^  +  i"  ^^  ~  "^  ".    O  O 
^'^  n  2nn 


P  H,  Q  G  perpcndicula  ex  punctis  P,  Q  in 
planum  F  K  demissa,  C  A  recta  lineae  F  K  pa- 
rallela  et  secans  perpendicula  P  H,  Q,  G  pro- 
ducta  iu  M  et  N ;  producatur  G  Q,  ut  tangenti 


A 


G 


2J 
S 


H 


M 


P  Z  occurrat  in  II,  et  per  Q  agatur  recta  Z  Q  T 
plano  F  K  parallela,  ac  tangenti  occurrens  in  Z 
recta;  vero  P  H  in  T.  Jam  ob  similia  triangula 
C  P  M,  P  Z  T  et  R  Z  Q,  cst  C  P  ^  :  P  M  * 
=  P  R  ^  :  Q  T  *,  ct  ex  natura  circuli  oscula- 
toris  P  R  2  =  Q  R  X  R  N  +  Q  N  (per  Prop. 
36.  Lib.  3.  Elem.)  sive  coeuntibus  punctis  P  et 
Q,  P  R  2  =  Q  R  X  2  P  M.  Ergd  C  P^: 
P  M  2    =  Q  R  X  2  P  M  :   Q  T  2,  ideoque 

QT2        2PM3  . 

_z = — ,  consideretur  vis  centnpeta 

Q  R  C  P  2  '  ^ 

ut  tendens  ad  centrum  S  infinite  distans,  et  erit 

QT^x  S  P2 
S  P  quantitas  constans,  ac  o^ ~ 

Est  igitur  (per  Cor.  L  et 
centripeta    reciproce     ut 


2  P  M3  X 

SP» 

5. 
2 

C  P^ 
Prop. 
PM  3  X 

6.)     vis 

SP2 

P  M  3 

titatem  2  S  P  ^,  reciproce  ut  — ,,  seu  in  ra- 

C  P  ^' 
tione  composita  ex  duplicatd  ratione  radii  oscu- 
latoris  C  P  directe  et  triplicata  perpendiculi 
P  M  inverse.  Porro  data  curva  P  Q  F  inveni- 
etur  in  singulis  locis  radius  osculi  C  P  (214)  et 
punctum  K  ubi  plano  occurrit  ac  proinde  inve- 
nietur  P  M,  per  proportionem  P  K  :  P  H  = 
P  C  :  P  M,  vel  etiam  per  proportionem  P  R 
vel  P  Q  :  Q  T  =  P  C  :  P  M.  Quare  dabi- 
tur  lex  vis  centripetje. 

(f)  548.  Resolvo  in  seriem  Injinitam,  SiC.  Ut 
haec  liqueant  sequentia  de  dignitatum  formulis 
sunt  memoriae  revocanda. 

Lemma,   Binomii  a  +  b,  dignitas  a  +  b  |" 

cuiusindex  n,  cst  a  °  J a" — '  b '  A — -         • 

J  -r  i  ~    1  X  2 

.n_,b,_^nj<n_ixn_2  3 

^        1  X2X  S 
nXn— IXn  — 2Xn— 5„n  — 4,,4 
■*"  1X2X3X4 

+  &c.  Satis  patet  ex  potentiarum  formatione. 
Si  enim  binomium  a  ^  b,  ad  2*'".  3^"".  ^*"., 
&c.  dignitates  evehatur,  in  singulis  dignitatis  cu- 
jusque  terminis,  index  litterjB  a  unitate  perpetuo 
decrcscit,  dum  contra  index  litterffi  b  unitate 
crescit,   et  coefficientcs  seu  unciae   siDgulorum 

,.  .      n 

termmorum    progrcdiuntiur    ut     numen     — , 

n    X   n  —    1      nXn—    I    Xn  —  2 

1X2        '     .  1X2X3 

nXn—  IXn  —  2Xn  —  5 
1X2X3X4 
549.   Cor.  1.  Si  ponatur  a  =   P,   et   Q  = 
b  b  *  b  3 

— ,  adeoque  a"  =  P  \  —  =  Q.'',  —-=  Q.?, 
a  a  a  3 

b  4 

—  =  Q  4,  his  valoribus  in  lemmatis  fonnuta 
a  4 


substitutis  erita  +  bp^P''-^ P°  Q  + 


CP2 


,  hoc  est,  ob  constantem  quan- 


nXn— 1 


Cc4 


1  X  2 


pnQ5 


.    nXn— IXn  — 2 
"*"  1X2X3  ^ 
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m  —  2  n 

A~n     j  &c.  atque  hujus  termino  in  quo  O  duarum  est  dimensionum,  id 

m  m  —  m  n  ""  —  ^" 

est,  termino  «  n  n O  O  A       n       vim  proportionalem  esse  sup- 


P-Q3+,&c.etMrursusponaturP»=A;  forn,^!^  ^n  +  iLa" -«  b  x  +  "_><JL^  X 
il^P"Q=:B;"-><^l^P"Q-=  C;  ^'^  ^      1X2      ^ 

^  ^X^  >.°-»h^    I    "Xn-lXn-2 

1X2X3  mutabiturinseriemd3-J-3d*  (e  +  f)-|-3dX 

porro,  erit  a  +  b  f  =  P  +  P  ^1°.=  P  "  +  (e  +  f )  ^  +  (e  +  f )  3  ;  cum  enim  pervcntum 

n  n 1  n 2  n ^estad  coefficientem  in  qua  est  n  —  3,  abrumpi- 

Y  A  Q  -j ^—  B  Q-j —  C  Q-j —  tur  series  ob  n  —  3  =  o.     Porro  per  eandem 

■p,  P>    ,     o  „  formulam  generalem  (e  +  f)*  =  ee  +  2ef 

iJ  tt  -t-,  &c.  +  f  f,  et  (e  +  f)  3  :=  e  3  +  3  e  2  f  +  5  e  f  » 

550.  Cor.  2.  lisdem  formulis  uti.possumus  pro  +  f  3.  Quare  tandem  (d  +  e  +  f)3  —  ^3 
polynomio  quovis  ad  datam  dignitatem  evehendo,  +3d*e  +  5d^f+3de*  -f-6def  + 
si  pars  una  polynomii  litterae  a  binomii  ponatur  3dff+e3  +5e^f+  3ef*+f3. 
aequalis,  caeteraj  vero  partes  omnes  supponantur  Ita  etiam  formulam  pro  dignitate  infinitinomii 
sequales  litteras  b.  Exempli  causa.  Sit  trino-  possumus  obtinere,  sit  enim  series  A  +  B  Z  + 
mium  d  +  e  +  f  ad  tertiam  dignitatem  ele-  C  Z  *  +  D  Z  3  -^  E  Z  ■+,  &c.  ad  dignitatem 
vandum,  pone  n  =  3,  d=a,e+f=b,  et  p  evehenda  sub  ducto  calculo  invenietur. 

AP  +  pAP — 'BZ+pAP  —  ^cz*  +pAP  —  'DZ3 

+  p  X  ^^  A  P  —  «  B  >  Z  *  +  p  X  2^  A  "  —  »  X  2  B  C  Z  3 

+  PX^-^X^^  AP  — 3B3Z3 

551.  Cor.  S.   Si  ex  binomio  a  +  b,  extrahen-  &c.  ad  dignitatem  p  evecti,  (n^  550)  invenietur- 

,  .      .  m  .  que  A  P^a"';^  AP  — 'BZ  =  ma'"  -'b; 

da  sit  radix  cujus  mdex  — ,  loco  n,  m  formula  ^  '  ^  .  * 

^        P      m  „  pAP  — icZ^+pX^ :Ap— ^B^Z* 

generali  scribatur  — ,  et  crit  a+bp=a-^  j 

_^m     --^      ''l^OOn_p    ---,,,  =mx  — a-^-^b-pAP-xDZa 

m>?m-pXm-y2p^'--3P  +  P  X  ^  A  p  -  »  X  2  B  C  Z  3  +  p  x 

lX2X3p3  *  P  +  PZlI  vEZLJ  AP  — 3R3  73         rr,  N/ "'"  * 

mxm  — pXm  — 2pXni  — 5p    '■'- 4P         g       ^  ~3~  ^         ^  ai  z,3  =  mX—— 

lV2bf3V4p*  ^       P  m  —  2  ' 

^^^•^l^  X a  "  —  3  b  ',  &c. 


Xb  +  +,  &c.   vel  etiam  erit  a  +  b    p    = 

m  m 

•p+lFQT=Pr+f  AQ+^P 


Unde  invenietur  A=aP,  BZ=— X 
„       -  P 


B«+Er^Pc<,+  =L=^P.<,+,    .^-f-—    ^"-?^.1^?X 


&C. 


b  %  &c. 


Nam  sit  radix  quaesita  a  +  b    p    aequalis  se-  a 
riei  infinit£e  A  +  BZ+CZ*  +  DZ3,&c. 

eritlT+b  ™  aqualis  huic  seriei  ad  dignitatem  p  ,  552.  Lemma.   Si  in  rectS  A  E  posiuone  da- 

'              '                  .          ,      .    — ;— ir  m  ta,  ad  quam  curva  Z  t  H  retertur,  capiatur  ab- 

evecta?,   sumatur  ergo  senes  potenUae  a  +^  ^^;^^^  ^^^^.^  ^  jj,  sitqne  ordinata  correspondens 

qusE  erit  a""  +ma'°  —  'b+mX  — ^  ^  aiqualis  dignitati  abscissaj  A  B  '',  in  datam 

2  quantitatem  1  ductae,  et  deinde  capiantur  inter- 

jjin   *b*-4-mX   ""  —  ^    X   ""  —  ^  ^*'^*  aequalia  B  C,   C  D,  et  agantur  ordinat» 

-r         ^        2         ^         3  C  G,  D  H,  ac  per  punctum  ¥  ducatur  tangens 

XV" —  3  b  3  et  conferantur  cum  terminis  digni-  F  I  ordinatae  C  G  occurrens  in  I,  et  recta  F  M 

tatis  infinitinomii  A  +  BZ+CZ^  +  DZ3,  parallcla  lineac  A  E,  uidem  ordinataj  occurrens 
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in  M,  ac  tandem  ordlnata  C  G  seu  A  B+B  C| '', 
elevetur  ad  dignitatein  cujus  est  indes  q  atque 
ita  in  seriem  infinitam  convergentem  resolvatur, 
hujus  seriei  primus  terminus  erit  sem- 
per  Eequalis  ordinata  F  B,  insistenti  ad 
initium  quantitatis  constantis  B  C ;  se- 
cundus  terminus  asqualis  erit  differen- 
tiae  inter  F  B  et  C  I,  id  est,  lineae  M  I, 
et  tertius  terminus  una  cum  sequentibus 
in  infinitum  Eequabitur  linese  G  I  quse 
jacet  inter  tangentem  et  curvam.  .  .  . 
Dem.  sit  A  B  ==  X,  F  B  =  y,  data 
B  C  r=  O,  ducta  intelligatur  ordinata 
f  b,  alteri  F  B  infinite  propinqua  quae 
lineam  F  M  secet  in  m,  et  punctis  F, 
f,  coeuntibus  erit  Fm  =  dx,  fm  = 
d  y,  ac  triangula  F  m  f,  F  M  1  similia, 
ideoque  d  x  :  d  y  =  O  :  M  I,  sed  quo- 
niam  y  =  x  '  (ex  liyp.)  et  proinde  d  y 
=  qx'*—  'dx,  estdx:dy=l  : 
q  X  "i  — » ;  ergo  M  1=^x1  —  'XO 
etCI=FB  +  MI=xi  + 
q  X  ^  —  I  X  O.  Fraeterea  (ex  hyp.) 
cstGC^x  +  Ol^^x^-fqxO— »0  + 
iXq-^q-gQ.  I  qXq-lXq-2y 
1X2  "^        1X2X3        ^ 

X  q  —  3  o  3  +,  &c  in  infinitura  (548).  Quar^ 

erit  G  I  =  G  C  -  C  I  =  ^^^7^  X 

vQ_20.   .   qXq-lXq-2    ,_ 

/^         1  X2X^ 
•\-,  &c.  in  infinitum.     Ergo  s«riei  in  quam  re- 

solvihir  X  +  0|  ',  terminus  primus  x  %  aequah"» 
est  ordinatae  F  B,  secundus  terminus  q  x  *•  —  ■  O, 
aequalis  differentiae  inter  F  B  et  C  I,  et  tertius 
terminus  una  cum  sequentibus  in  infinitum 
aequah's  lineae  G  I.  Eadem  est  demonstratio,  si 
curva  Z  F  H  concavitatem  lineas  A  E  obvertat. 
Q.  e.  d. 

555.  Cor.  1.  Si  quantitas  O,  seu  B  C,  in  in- 
finitum  minuatur  ut  fiat  =  d  x,  termini  omnes 
in  sericB  subsequentes  sunt  infinite  minores  quo- 
vis  termino  antecedente,  quod  quantitatis  O  in- 
dex  in  singulis  terrainis  unitate  crescat,  ideoque 
termini  ilb"  subsequentes  negligi  possunt,  et  pro- 
inde  in  hac  hypothesi  MI  =  dy=MG,  GI 
_qXq— ln_^Q,_qXq—  1 

1X2  1X2.^ 

x'  —  ^dx^  =  J5:ddy.     Nam  cum  sit  d  y 


xi        4  d  x  ♦  ;  ergo  ob  datos  numeros  1  X  2  X 
5  et  1  X  2  X  3  X  4,  &c.  patet  Corollarium. 
555'  Cor.  3.   Eadem  onmia  vera  sunt,  si  fuerit 


=  qx'  —  'dxetdx,  constans,  erit  sumptis 
fluxionibus,  ddy  =  qXq  —  l^ci  —  ^dx^ 
554.  Cor.  2.  In  eadem  hypothesi  erit  d  d  d  y 
ut  quartus  seriei  terminus,  d  d  d  d  y,  ut  quintus, 
et  ita  porro  in  infinitum.  Nam  quia  est  d  d  y 
=  q  X  q  —  1  X  <i  —  *  d  X  2,  erit  d  d  d  y  = 
qXq  —  IXq— 2x1  —  3dx3,  etddcldy 

=  qXq— iXq  —  2Xq— 3x  ?.—  +  d  x  *, 

et  ita  deinceps.     Quartus  autem  seriei  terminus 

qXq  —  iXq  —  2 


posita  O  =  d  X,  est 
X  1  —  3  d  X  3.   Quintus 


1X2X3 

qXq— ixq— 2Xq- 

1  X  -'  X  3  X  4 


ordinata  B  F  seu  y  aequalis  scriei  cuivis  potenti- 
arum  quaruralibet  abscissae  A  B  in  datas  quanti- 
tates  ductarum,  hoc  est  y  =  e  x  "^  1f  f  x  '"  If 
g  X  P  +,  &c.  Eadcm  enim  demonstratio.  Ob- 
servandum  tamen  est  in  hoc  casu  primum  seriei 
terminum  dici  in  quo  quantitas  O,  seu  B  C,  non 
extat,  secundum  terminum  in  quo  quantitas  illa 
est  unius  dimensionis,  tertium  in  quo  extat  dua- 
rum  dimensionum  et  sic  in  infinitum,  licet  in 
singulis  terrainis  ita  definitis  plures  contineantur 
quantitates  signis  +  vel  —  conjunctae.  Exem- 
pli  causa :  posita  y^ex^  +  fx'"^  B  F, 
erit  G  C  =  e  (X  -f  O)  °  +  f  (x  +  O)  ■"  = 

ex"  +  fx'°+  ^ex°-iO-|-^x'"— 'O 

+,  &c.  in  infinitum.     Primus  seriei  terminus 

X  o 


secuudus  —  e  X  °  —  ' 


est  e  X  "  +  f  X 

+  Y  e  X  "  —  I  X  O  et  ita  de  caeteris. 

556.  Cor.  4.  Hinc  sequitur  eadem  omnia 
valere,  si  fuerit  ordinata  B  F  seu  y  asqualis 
cuilibet  functioni  ipsius  abscissae  A  B,  seu 
X,  hoc  est  y  =  Q,  et  Q  quantitas  ex  abscissa 
X,  ipslusque  potentiis  ae  aliis  quantitatibus 
datis  quomodolibet  composita.  Nam  quantitas 
Ula  Q  poterit  semper  vel  (per  Lemma  548.) 
ejusque  Corollaria  vel  per  divisionem  in  seriem 
aliquam  resolvi,  cujus  singuli  termini  erunt  vel 
ipsius  abscissae  x  potentiae  in  quantitates  datas 
ductae,  vel  quantitates  omnino  datae,  omnis  vero 
quantitas  data  c  =  c  x  °.  Quare  aequatio  y  = 
Q,  semper  reduci  poteril  in  formam  aequationis 
Cor.  3.   (555)  y^ex^  +  fx^^+gxP-p 

e  e    I 
&c.     Exempli  causa :  sit  y  =  g  + 


b  +  x 


(ff+xx)*. 
Peracta  divisione  in  infinitum,  erit 


b  +  x 
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m  —  2  n 

m  m  — m  n       — - — 
pono.     {")  Est  igltur  vis  quaesita  ut A  ,  vel  quod  pe- 


m  m  — mn 
rinde  est,  ut — — B 


m  —  2  n 


.     Ut  si  ordinatim  applicata  parabo- 
lam  attingat,  existente  ra  =  2,  et  n  =  1  :  fiet  vis  ut  data  2  B  %  ideoque 


+ 


e  e  X   4 


ee        eexeex*        eex^ 
T         b^  "^    b3  b~r 

&c.   in  infinitum;  etff-f-xx*    =f 

X»  X4       . 


2f        8f3T^16fj; 


&c  in  infinitum.     Nam 


in  hoc  casu  ent  in  formula  P  p 
m  —  p 

Q  = 


+  -AQ  + 
^  P 


B  Q  &c.  (551)mr=l,p  =  2,  P  =  ff, 


f  f 


A=P 


ff- 


:f,    B=:^X 


=  g  + 
eex3 


A  Q  =  — ^,  et  sic  deinceps,  ergo  erit  y  ; 

T  +  * b^+Vb3+*V''        b* 

+  f—  —  g-j^  j  X  4  &c.  in  infinitum. 

(")  557.  *  Est  igitur  ins  quasita,  &c.  Mo- 
▼eatur  corpus  in  curva  P  Q  F,  vi  tendente  ad 
planum  seu  basim  A  F,  secundum  Ijiieas  P  B, 
Q,  C  eum  basi  A  F  angulum  datum  constituen- 
tes.  Producatur  ordinata  C  Q  ut  tangcnti  per 
P  ductae  occurrat  in  R,  et  ex  puncto  curvae  Q,  ad 
ordinatam  P  B  agantur  Q  L  parallela  A  F,  et 
Q  T  ad  P  B  perpendicularis.  Jam  si  vis  cen- 
tripeta  fingatur  ad  punctum  S  infinite  distans 
tendere,  coeuntibus  punctis  P  et  Q  vis  illa  in 
puncto  P  erit  (per  Cor.  1.  Prop.  6.)  directe  ut 
O  R. 

,  hoc  est,  ob  constantem  S  P,  ut 

S  P  ^  X  Q  1 

_?: — .     Porro  ob  angulum  Q  L  T  datum,  et 
Q  T  b  ^ 

angulum  Q  T  L  rectum,  datur  specie  triangu- 

lum  L  Q  T,  et  ideo  data  Q  L,  datur  etiam  Q  T, 

ergo  data  B  C  seu  Q.  L,  vis  erit  ut  Q  R.     Sed 

si  abscissa  A  B  dicatur  =  A,  ordinata  B  P  = 

B,  et  B  C  =   O;    cum  sit  (ex  hyp.)  B    ut 


A  " ,  erit  ordinata  C  Q,  ut  A  +  O  "  et  (553), 
Q  R,  ut  tertius  terminus  seriei  in  quam  resolvi- 

m  

tur  A  +  O  %  hoc  est,  (550)  ut2^^__|x 

m — 2n  '                                    ■         m  — 2n 
«  ^        m  m  —  m  n  j ■ 

A        n  X   O  O  =  :r~x A 


X  O  O,  seu  ut 


2n 
m  m  —  m  n 


2n 


XA 


,  ob 


O  O     ^    .  . 

datam  quantitatem .    Est  igitur  vis  quaiBita 

m  —  2  n 
,mm  — mn         mm  —  mn  , 

"Sx2xn'X^    °    '^^"*— inr-x 

m  —  2  n  .  m  n 


B        m       ;  quia  cum  sit  B  ut  A  n  ,  erit  B  m 

n       r  m  —  2  n  m  —  2  n 

ut  A,  et  B  m  n       ,  seu  B       m      ,  ut 

m  —  2  n". 
A         n      .     Itaque  si  ponatur  m  =  2,  n  =  : . 


erit   B,   ut  A  *,  et  curva   P  F  parabola,    et 

m  —  2  n 
m  m  —  m  n  ._ ^  -r,  n      i  ' 

B        m        =  2  B  °,  adeoque  vis 

n  n 

ut  data  2  B  °  =  2.     Quod  si  ponatur  m  = 

—  1,  et  n  =  1,  erit  B    ut  —  hoc  est  B  X  A 

rectangulum  datum,   et  proinde  curva  P  F  hy- 

perbola  cujus  asymptotus  A  F,  et  centrum  A ; 

m  —  2n 

m  m  —  m  n    .  . .       .         2 

et  — A       n      =2A— 3  =  -— = 

n  n  A^ 

2  B  3,   et  ideo  vis  ut  cubus  ordinatse  B.     Sed 

quoniam  hyperbola  convexitatem  obvertit  asymp- 

toto  A  F,  vi  illa  corpus  a  basi  A  F  repelletur. 

Si  curva  P  Q  F,  est  elh'psis  cujus  centrum  A, 

semidiameter  A  F  =  C,  erit  P  B  ^  seu  B  *,  ut 

rectanguluin  A  F  +  A  B  X  B  F  =  C  +  A 

XC  —  A=CC  —  AA,  et  ponendo  B  C 

=  O,  erit  Q  C  *,  ut  C  C  —  A  A  —  2  A  O 

—  O  O,  fiat  C  C  —  A  A  =  D  D,  erit  Q  C  », 

ut  D  D  —  2  A  O  —  O  O,  et  radice  per  for- 

mulam  generalem  extracta  (550.  551)  erit  Q  C, 

„       AO        OO        AAOO        A03 
ut  D 


D 


2D 


2  D3 


2  D» 
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dabitur.  Data  igitur  vi  corpus  movebltur  in  parabola,  quemadmodum 
Galilseus  demonstravit.  Quod  si  ordinatim  applicata  hj^perbolam  attin- 
gat,  existente  m  =  o  —  1,  et  n  =  I ;  fiet  vis  ut  2  A  ^  seu  2  B  ^ : 
ideoque  vi,  quae  sit  ut  cubus  ordinatim  applicatae,  corpus  movebitur  in 
hyperbola.  Sed  missis  hujusmodi  propositionibus,  pergo  ad  alias  quas- 
dam  de  motu,  quas  nondum  attigi, 

A303  ....  00  ..1 

-,  &c.  tertius  seriei  terminus  est  — =-     A  A  seu  D  D,  vis  erit  ut  — ,  hoc  est,  ut  cubus 


2  D  s  '               2  D  liy 

AAOO           DD+AAXOO  ordinatim   applicatie   reciproce,    quod    convenit 

•\-  — ..  i-v  3 —  =    Q  Tt  3 ^^  ^^*"  solutione   Problematis  3,     Eodem  modo 

C  r  O  O  demonstratur  vim  a  plano  A  F  repellentem  de- 

— ^         — ,  erit  igitur  Q  R  (552.  556)  seu  vis  ut  crescere  in  ratione  triplicata  ordinatim  applicata) 

^  p^  P   B  si   corpus  moveatur  in  hj^perbola,  cujus 

— ^-,  hoc  est,  ob  datam  quantitatem  — ,  ut  diameter  una  sit  in  plano  A  F,  altera  conjugata 

2  D  3                                                            2  in  linea  parallela  ordinatis  P  t!,  Q  C,   et  con- 

1       .          -jx           .        -0  -n      ^     s.  r^  n  VBxItas  plano  A  F  obversa. 

YT-^.  ac  promde  quoniam  B  B  est  ut  C  C  —  '^ 
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SECTIO  XIV. 

De  motu  corporum  minimorum,  quce  viribus  centripetis  ad  singulas 
magni  alicujus  corporis  partes  tendentibus  agitantur. 

PROPOSITIO  XCIV.    THEOREMA  XLVIII. 

Si  media  duo  similariay  spatio  planis  parallelis  utrinque  terminato,  distin- 
guantur  ah  invicem,  et  corpus  ifi  transitu  per  Jigc  spatium  attrahatur  vel 
impellatur  perpendiculariter  versus  medium  atterutrum-,  neque  ulla  alid  vi 
agitetur  vel  impediatur ;  sit  autem  attractio,  in  cequalihus  ab  utroque  ptano 
distantiis  ad  eandem  ipsius  partem  captis,  ubique  eadem :  dico  quod  sinus 
incidentics  in  planum  alterutrum  erit  ad  sinum  emergenticB  ex  plano  altero 
in  ratione  data. 


Cas.  1.  Sunto  A  a,  B  b  plana  duo  parallela.  Incidat  cbrpus  in  planum 
prius  A  a  (**)  secundum  lineam  G  H,  ac  toto  suo  per  spatium  intermedium 
transitu  attrahatur  vel  impellatur  versus 
medium  incidentias,  eaque  actione  descri- 
bat  lineam  curvam  H  I,  (^)  et  emergat 
secundum  lineam  I  K.  Ad  planum  emer- 
gentiae  B  b  erigatur  perpendiculum  I  M, 
occurrens  tum  lineae  incidentiae  G  H 
productse  in  M,  tum  plano  incidentiae 
A  a  in  R ;  et  linea  emergentise  K  I  pro- 
ducta  occurrat  H  M  in  L.  Centro  L 
intervallo  L  I  describatur  circulus,  secans 
tam  H  M  in  P  et  Q,  quam  M  I  productam  in  N;  et  primo  si  attractio 
vel  impulsus  ponatur  uniformis,  erit  (ex  demonstratis  Galilaei)  0  curva 


(*)  558.  *  Secundum,  lineam  G  H.  Angu- 
lus  incidentiae  hic  dicitur  complementuni  anguli 
G  H  A  ad  rectum,  seu  angulus  quem  linea 
G  H  constituit  cum  recta  ad  planum  incidentias 
A  a  perpendiculariter  erecta  in  H.  Angulus 
emergentise  cst  etiam  angulus  K  I  M,  quem  li- 
nea  diructionis  corporis  einergentis,  efficit  cum 


recta  I  M  ad  planum  emergentise  B  b,  perpen- 
diculari  in  I. 

(')  •  Et  emergat  secundum  lineam.  Patet 
rectas  G  H,  I  K  seu  corporis  in  H  et  I  direc- 
tionea,  curvam  H  I  in  punctis  H,  I  contingere. 

(f)  *  Curva  H  I  parabola,  cujus  diametcr 
I  R,  patet  (per  not  40.) 
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H  I  parabola  (^)  cujus  haec  est  proprietas,  ut  rectangulum  sub  dato  latere 
recto  et  linea  I  M  aequale  sit  H  M  quadrato ;  sed  et  linea  H  M  bisecabi- 
tur  in  L.  Unde  si  ad  M  I  demittatur  perpendiculum  L  O,  (^)  eequales 
erunt  M  O,  O  R ;  et  additis  (^)  aequalibus  O  N,  O  I,  fient  totae  aequales 
M  N,  I  R.  Proiude  cum  I  R  detur,  datur  etiam  M  N;  estque  rectan- 
gulum  N  M I  ad  rectangulum  sub  latere  recto  et  I  M,  hoc  est,  ad  H  M  q, 
in  data  ratione.  (^)  Sed  rectangulum  N  M  I  aequale  est  rectangulo  P  M  Q, 
id  est,  differentiae  quadratorum  M  L  q,  et  P  L  q  seu  L  I  q ;  et  H  M  q 
datam  rationem  habet  ad  sui  ipsius  quartam  partem  M  L  q  :  ergo  datur 
ratio  M  L  q  —  L  I  q  ad  M  L  q,  (*)  et  convertendo  ratio  L  I  q  ad  M  L  q, 
et  ratio  dimidiata  L  I  ad  M  L.  Sed  in  omni  triangulo  L  M  I,  sinus  an- 
gulorum  sunt  proportionales  lateribus  oppositis.  Ergo  datur  ratio  sinus 
anguli  incidentiae  L  M  R  ad  sinum  anguli  emergentiae  L  I  R.  Q.  e.  d. 
Cas.  2.  Transeat  jam  corpus  successive  per  spatia  plura  parallelis  pla- 


(^)  •  Cujus  heec  est  proprietas,  &c.  Ductis 
per  punctum  H  diametro  H  T,  et  recta  H  V 
ad  alteram  diametrum  I  R  ordinatim  applicata, 
atque  ex  puncto  I  ad  diametrum  H  T  ordinata 
I  T,  erit  ob  parallelas  M  I,  H  T  (pcr  Theor.  1. 
de  Parabola)  et  parallelas  M  H,  I  T  (per  Lem. 
4.  de  Conic.)  M  I  =  H  T  et  I  T  =  M  H  (per 
34.  1.  Elem.) ;  sed  (per  Theor.  1.  de  Parabola) 


guadratura  ordinatse  T  I  jcquale  est  rectangulo 
sub  dato  latere  recto  diametri  H  T  et  abscissa 
H  T,  ergo  rectangulum  sub  dato  latere  recto  et 
linea  M  I  aequale  est  H  M  quadrato ;  Et  quoni- 
am  H  M  parabolam  tangit  in  H  estque  proinde 
(per  Cor.  1,  Lem.  5.  de  Conic.)  I  M  =  V  I, 


et  H  V  parallela  L  I,  erit  quoque  H  L  =  L  M. 
Q.  e.  d. 

559.  Ut  latus  rectum  diametri  H  T  in  variis 
angulis  incidentiae  datum  sit,  oportet  corporis 
parabolam  describentis  velocitatem  in  piincto  H, 
et  plani  incidentiae  A  a  vim  attractricem  esse 
datas.  His  autem  datis,  datum  esse  hoc  latus 
rectum  ita  demonstratur.  Per  punctum  X  in 
diametro  H  T  datum,  agatur  ordinatim  applicata 
X  E  parabolae  occurrens  in  E,  tt  per  E  ducatur' 
E  D  parallela  X  H  et  tangenti  H  M  occurrens 
in  D,  ac  proinde  aequalis  datse  X  H.  Jam  vero 
H  X  seu  D  E,  est  spatium  quod  corpus  vi  at- 
tractrice  describit  eodem  tempore  dato  quo  motu 
uniforml  projectionis  percurrit  H  D,  ideoque 
datis  vi  attractrice  et  velocitate  projectionis,  data 
quoque  erit  linea  H  D  in  quovis  incidentias  an- 
gulo  G  H  T.  Est  autem  latus  rectum  diame- 
tri  H  T  tertia  proportionalis  ad  abscissam  H  X, 
et  ordinatam  X  E  seu  H  D.  Ergo  datis  vi  at- 
tractrice  et  velocitate  projectionis,  datum  seu 
constans  est  latus  rectum  diametri  H  T.    Q.  e.  d. 

C»)  *  JEquales  erunt  M  0,  0  R.  (Per  Prop. 
2.  lib.  6.  Elem.) 

(')  •  ^qualibus  0  N,  0  1.  Per  Prop.  5. 
lib.  3.  Elem. 

(^)  •  Sed  reclangulum  N  M I  tequak  est  rec- 
tangulo  P  M  Q,  (per  Cor.  1.  Prop.  56.  lib.  3. 
Elem.)  irf  est,  differenlieB  quadratoruni  M  L  ^  et 
P  L  ^,  est  enim  PM  =  ML4-PL,  etQM 
=  ML  —  LQ  =  ML  —  PL;  QuarePM 
X  Q  M  =  M  L  2  —  P  L  2.  (Per  Corol.  6. 
25.  Elem.) 

(')  *  Et  convertendo.  Sint  enim  A  et  B, 
quantitates  datae,  et  M  L  *  —  L  I  *  :  M  L  ^ 
=  A^  :  B  ^  erit  M  L  »  :  L.I  *=  B  *  :  E» 
—  A  ^,  quae  est  ratio  data 
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nis  terminata,  A  a  b  B,  B  b  c  C,  &c.  et  agitetur  vi  quae  sit  in  singulis  se- 

paratini  uniformis,  at  in  diversis  diversa ;  et  per  jam  demonstrata,  sinus 

incidentiae  in  planum  primum 

A  a  erit  ad  sinum  emergentise 

ex  plano  secundo  B  b,  in  da- 

ta  ratione ;  et  hic  sinus,  qui 

est  sinus  incidentise  in  planum 

secundum  B  b,  erit  ad  sinum 

emergentiae  ex  plano  tertio  Cc, 

in  data  ratione ;  et  hic  sinus 

ad  sinum  emergentiae  ex  plano 

quarto  D  d,  in  data  ratione ;   et  sic  in  infmitum  :  (*")  et  ex  aequo,   sinus 

incidentias  in  planum  primum  ad  sinum  emergentiae  ex  plano  ultimo  in 

data  ratione.     Minuantur  jam  planorum  intervalla  et  augeatur  numerus 

in  infinitum,  eo  ut  attractionis  vel  impulsus  actio,  secundum  legem  quam- 

cunque  assignatam,  continua  reddatur;  et  ratio  sinus  incidentiae  in  planum 

primum  ad  sinum  emergentiae  ex  plano  ultimo,   semper  data  existens, 

€tiamnum  dabitur.     Q.  e.  d. 


PROPOSITIO  XCV.    THEOREMA  XLIX. 

lisdem  positis  ,-   dico  quod  velocitas  corporis  ante  incidentiam  est  ad  ejiis  velo- 
citatem  post  emcrgentiam,  ut  sinus  emergentice  ad  sinum  incidentice. 

Capiantur  A  H,  I  d  aequa- 
les,  et  erigantur  perpendicula 
A  G,  d  K  occurrentia  lineis 
incidentiae  et  emergentise  G  H, 
I  K,  in  G  et  K.  In  G  H  ca- 
piatur  T  H  aequalis  I  K,  et 
ad  planum  A  a  demittatur  nor- 
maliter  T  v.  Et  (per  legum 
Corol.  2.)  distinguatur  motus 
corporis  in  duos,  unum  planis 
A  a,  B  b,  C  c,  &c.  perpendi- 

(")  •  Et  ex  aquo.      Sint   quantitates   dataj  T,  «t  ita  porro  sinus  sint  S,  T,  V.  X,  &c.  po- 

A,  B,  C,  D,  &c.     Sinus  incidentiae  in  planum  natuique   S  :  T  =   A  •  B,   T  :  V  s=   B  :  C, 

primum  S,  sinus  emcrgentia;  ex  secundo  plano,  V  :  X  =  C  :  D,  ct  erit,  ex   soqiio,    S  :  X  = 

idem  qui  sinus  incidentisc  in  tecundum  planuni  A  :  D. 
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cularem,  alterum  iisdem  parallelum.  Vis  attractionis  vel  impulsus,  agen- 
do  secundum  lineas  perpendiculares,  nil  mutat  motum  secundum  paralle- 
las,  et  propterea  corpus  hoc  motu  conficiet  aequalibus  temporibus  aequalia 
illa  secundum  parallelas  intervalla,  quae  sunt  inter  lineam  A  G  et  punc- 
tum  H,  interque  punctum  I  et  lineam  d  K ;  (°)  hoc  est,  aequalibus  tem- 
poribus  describet  lineas  G  H,  I  K.  Proinde  velocitas  ante  incidentiam 
est  ad  velocitatem  post  emergcntiam,  ut  G  H  ad  I  K  vel  T  H,  (")  id  est, 
ut  A  H  vel  1  d  ad  V  H,  hoc  est  (respectu  radii  T  H  vel  I  K)  (p)  sinus 
emergentiae  ad  sinum  incidentiae.     Q.  e.  d. 


PROPOSITIO  XCVI.    THEOREMA  L. 

lisdem  positis,  {^)  et  quod  motus  ante  incidentiam  velocior  sit  qttam  posten^ 
dico  qitod  corj)us,  inclinando  lineam  incidentia,  rcflectetur  tandcm,  et  an- 
gvlus  rejlexionisjiet  cequalis  angulo  incidentice, 

Nam  concipe  corpus  inter  parallela  plana  A  a,  B  b,  C  c,  &c.  descr:- 
bere  arcus  parabolicos,  ut  supra ;  sintque  arcus  illi  H  P,  P  Q,  Q  R,  &c. 
Et  sit  ea  lineae  inci- 
dentiae  G  H  obliqui- 
tas  ad  planum  pri- 
mum  A  a,  ut  sinus 
incidentiae  sit  ad  ra- 
diumcirculi,  cujus  est 
sinus,   in   ea  ratione 


C   - 

D- 


J»- 


P^ 

T^ 


quam  habet  idem  sinus  incidentiae  ad  sinum  emergentiae  ex  plano  D  d,  in 
spatium  D  d  e  E :  et  ob  sinum  emergentiae  jam  factum  aequalem  radio, 
angulus  emergentiae  erit  rectus,  ideoque  linea  emergentiae  coincidet  cum 
plano  D  d.  Perveniat  corpus  ad  hoc  planum  in  puncto  R ;  et  quoniam 
linea  emergentise  coincidit  cum  eodem  plano,  perspicuum  est  quod  corpus 
non  potest  ultra  pergere  Versus  planum  E  e.     Sed  nec  potest  idem  per- 


f")  *  Hoc  est,  (equalibus  lemporibus.  Quo- 
niam  motu  composito  corpus  fertur  per  lineas 
G  H  et  I  K,  eodem  tempore  describit  G  H 
quo  A  H,  et  I  K  quo  I  d,sed  (ex  Dem.l  tem- 
pora  quibus  conficiuntur  intervalla  parallela  et 
a?qualia  A  H,  I  D  aequantur,  ergo  corpus  a?qua- 
libus  temporibus  describit  lineas  G  H  et  I  K. 

(°)  •  Jd  est  ut  A  H  vel  Idadv  H.  Per 
Prop.  2.  lib.  6.  Elem. 

(')  *   Ut  sinus  emergentitE.     Est  enim  an- 


gulus  V  T  H  anguli  T  H  v,  et  anguhis  I  K  d 
anguli  K  I  d,  complementum  ad  rectum;  et  pro- 
inde  (558)  prior  est  aequalis  angulo  incidenti'^, 
posterior  est  aequalis  angulo  emergcntise. 

{'')  *  Et  quod  motus  ante  inddentiam~,  &c 
Ut  angulus  emergentise  semper  crescat  (Prop. 
95.)  et  ipsius  proinde  complementum  ad  rectum 
semper  decrescat  in  transitu  corporis  per  diversa 
media. 
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A  . 

B  . 
C 

D 
E 


z_ss: 


TZ 


\^ 


gere  in  linea  emergentiae  R  d,  propterea  quod  perpetuo  attrahitur  vel 
impellitur  C^)  versus  medium  incidentiae.  Revertetur  itaque  inter  plana 
C.c,  D  d,  describendo  arcum  parabolae  Q  R  q,  (')  cujus  vertex  principa- 
lis  (juxta  demonstra- 
ta  Galilaei)  est  in  R ; 
secabit  planum  C  c 
in  eodem  angulo  in  q, 
ac  prius  in  Q ;  dein 
pergendo  in  arcubus 
parabolicis  q  p,  p  h, 

&c.  arcubus  prioribus  Q  P,  P  H  similibus  et  aequahbus,  secabit  reliqua 
plana  in  iisdem  angulis  in  p,  h,  &c.  ac  prius  in  P,  H,  &c.  eraergetque 
tandem  eadem  obliquitate  in  h,  qua  incidit  in  H.  Concipe  jam  planorum 
A  a,  B  b,  C  c,  D  d,  E  e,  &c.  intervalla  in  infinitum  minui  et  numerum 
augeri,  eo  ut  actio  attractionis  vel  impulsus  secundum  legem  quamcunque 
assignatam  continua  reddatur ;  et  angulus  emergentiae  semper  angulo  in- 
cidentiae  aequalis  existens,  eidem  etiamnum  raanebit  aequalis.     Q.  e.  d. 


8cholium. 

Harura  attractionura  haud  raultum  dissimiles  sunt  lucis  reflexiones  et 
refractiones,  factae  secundum  datam  secantium  rationem,  ut  invenit  Snel- 
lius,  (*)  et  per  consequens  secundum  datam  sinuum  rationem,  ut  exposuit 


C)  *   Versvs  medium  incidentice,  v.  gr.  C  c. 

(')  *  Cujus  vertex  principalis.  Quoniam 
enira  (ut  patet  ex  not.  40.)  omnes  diametri  pa- 
rabolae  Q.  R  q  sunt  ad  basim  Q,  q  perpendicula- 
res,  erit  Q  q  ad  axem  ordinatim  applicata,  cum- 
que  recta  D  R  d  ipsi  Q  q  parallela  parabolam 
tangat  in  R,  (40)  erit  R  vertex  principalis  (per. 
Lem.  4.  de  Conic.)  etpropterea  velocitates  cor- 
poris  in  locis  Q  et  q  a  vertice  R  aeque  remotis 
aquales  erunt,  et  directiones  illius  ad  lineam 
Q  q  »que  inclinatae  :  Insuper  velocitas  perpen- 
dicularis  qua  corpus  ex  sola  vi  attractrice  ad 
planum  P  p  urgetur,  iisdem  gradibus  crescit  per 
totum  spatium  q  p,  quibus  ante  decreverat  per 
spatium  aequale  P  Q.  Quare  corpus  jiergendo 
in  arcubus  parabolicis,  &c. 

(')  *  Et  per  consequens.  Lucis  radius  G  H 
incidat  in  planum  refringens  A  D,  sitque  radius 
refractus  H  K.  Centro  H  et  radio  quovis  H  A, 
circulus  describatur  planum  secans  in  A  et  D 
radiosque  lucis  in  B  et  F.  Erigantur  ad  pla- 
num  perpendicula  A  G,  C  B,  E  F,  D  K. 
Villebrordus  Snellius,  referente  Isaaco  Vossio  in 
Eua  dissertatione  de  lucis  natura  et  proprietate, 


invencrat  secantes  G  H,  H  K  angiilorum 
G  H  A,  K  H  D,  esse  in  data  ratione.  Veriim 
inde  sequitur  quod  Cartcsius  postca  vulgavitf 
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Cartesius.  Namque  lucem  successive  propagari  et  spatio  quasi  septem 
vel  octo  minutorum  primorum  a  sole  ad  terram  venire,  (")  jam  constat 
per  phaenomena  satellitum  Jovis,  observationibus  diversorum  astronomo- 
rum  confirmata.  Radii  autem  in  aere  existentes  (uti  dudum  Grimaldus, 
luce  per  forainen  in  tenebrosum  cubiculum  admissa,  invenit,  et  ipse  quo- 
que  expertus  sum)  in  transitu  suo  prope  corporum  vel  opacorum  vel  per- 
spicuorum  angulos  (quales  sunt  nummorum  ex  auro,  argento  et  aere  cuso- 
rum  termini  rectanguli  circulares,  et  cultrorum,  lapidum  aut  fractorum  vi- 
trorum  acies)  incurvantur  circum  corpora,  quasi  attracti  in  eadem ;  et  ex 
his  radiis,  qui  in  transitu  iUo  propius  accedunt  ad  corpora  incurvantur 
magis,  ("^)  quasi  magis  attracti,  ut  ipse  etiam  diligenter  observavi.  Et 
qui  transeunt  ad  majores  distantias  minus  incurvantur ;  et  ad  distantias 
adhuc  majores  incurvantur  aliquantulum  ad  partes  contrarias,  et  tres  co- 
lorum  fascias  efformant.  In  figu- 
ra  designat  s  aciem  cultri  vel  cu- 
nei  cujusvis  AsB;  etgowog, 
fnunf,  emtme,  dlsld  sunt 
radii,  arcubus  owo,  mtm,  Isl 
versus  cultrum  incurvati ;  idque 
magis  vel  minus  pro  distantia  eo- 
rum  a  cultro.  Cum  autem  talis 
incurvatio  radiorum  fiat  in  aere 
extra  cultrum,  debebunt  etiam 
radii,  qui  incidunt  in  cultrum,  prius  incurvari  in  aere  quam  cultrum  at- 
tingunt.  Et  par  est  ratio  incidentium  in  vitrimi.  (*)  Fit  igitur  refractio, 
non  in  puncto  incidentiae,  sed  paulatim  per  continuam  incurvationem  ra- 


;4.si 


..m 


..a"^ 


tm 


0  W'o" 
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datam  quoque  esse  rationem  linearum  C  H, 
H  E  quse  sunt  sinus  angulorum  incidentiae 
C  B  H,  et  emergentiae  H  F  E  (558).  Nam 
BH:GH=  CH  :AH  (seu  B  H)  et 
K  H  :  F  H  (seu  B  H)  =  H  D  (seu  B  H)  : 
H  E,  et  ek  a;quo,  KH:GH  =  CH:HE. 
Quare  data  ratione  G  H  ad  K  H,  datur  quoque 
ratio  H  E  ad  C  H. 

(")  *  Jam  constat  per  phcenomena.  Jupiter 
cum  suis  quatuor  satellilibus  circa  solem  ceii 
centrum  revolvitur  in  trajectoria  qua;  tellurem 
ambitu  suo  complectitur,  unde  fit  ut  perpetuo 
TOUtetur  Jovis  a  tellure  distantia,  quae,  caeteris 
paribus,  minima  est,  tellure  solem  inter  et  Jovem 
posita,  maxima  vcro,  sole  inter  Jovem  et  tellu- 
rem  locato,  atque  harum  distantiarum  diflerentia 
orbis  magni  diametro,  seu  dupls  dhtantiae  solis 
a  terra  aequalis  est.     Si  igitur  lucis  propagatio 

VoL.  I.  Dd 


instantanea  non  est,  sed  successiva,  et  per  orbis 
magni  diametrum  sensibili  aliquo  tempore  diffun- 
datur,  necesse  est  ut  satellitis  ecclipsis,  quae  con- 
tipgit  dum  Jovis  umbram  subit,  tardiiis  a  nobis 
videatur  in  majori  illa  Jovis  distantia,  citius  in 
minori,  atque  ita  rem  se  habere  Roemerus  alii- 
que  deinde  plures  astronomi  observarunt.  Cae- 
terum  alii  causae  prseter  successivani  lucis  propa- 
gationem  inaequalitatem  illam  satellitum  tribuen- 
dam  esse  contendit  Clariss.  Maraldus  in  comm. 
Paris.  1707.  quod  etiam  jam  antea  Magno  Cas- 
sino  visum  fuerat.  Sed  Clarissimus  Granjean 
ejusargumentisrespondetin  comm.  Paris.  1732. 
horum  dissertationes  vide  sis. 

(*)  *  Qiiasi  vwph  atlracti.  Alia  egregiaex- 
perimenta  vide  in  JSewtoni  optica  initio  lib.  3.  et 
quaest.  29. 

C)  *  Fit  i^itur  refraclio  et  rejlexio.     Vidc 
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diorum,  factam  partim  in  aere  antequam  attingunt  vitrum,  partim  (ni  fal- 
lor)  in  vitro,  postquam  illud  ingressi  sunt :  uti  in  radiis  c  k  z  c,  b  i  y  b, 


Prop.  f.  et  9.  Partfs  3«-  Lib.  Opticcs  Newtoni. 
Sed  ut  res  darius  iiitelligatur,  sint  media  duo 
contigua,  A  a  b  B,  B  b  c  C,  planis  parallelis 
terminata,  et  quorum  talis  sit  attractionis  lex  ut 
ultra  distantiam  p  R  a  medio  alterutro  evan- 
escat  ejus  medii  attractio.  Itaque  centro  p  et 
radio  p  R  (fig.  1.)  describatur  circulus  vel  po- 
tius  sphsera  R  Z  V  X  quae  planum  B  b  non  at- 
tingat,  corpus  p  versus  omnia  hujus  sphaerae 
piincta  asqualiter  attractum,  nuUam  in  partem 
inflectetur,  sed  manebit  in  linea  recta  G  C,  se- 
cundum  quam  moveri  supponitur.  Si  in  eadem 
retta  G  C,""  capiatur  punctum  C,  a  plano  B  b 
remotum  distantia  C  V  =  p  R,  sitque  vis  at- 
tractiva  versus  medium  B  b  c  C,  major  vi  at- 
tractiva  medii  A  a  b  B,  in  eo  ipso  loco  C  corpus 
a  recta  via  G  C  deflectere  curvamque  lineam  de- 
scribere  incipiet.  l'erveniat  (2°.)  corpus  ex  C  in 
e,  per  curvam  C  e,  et  ducta  H  M  ad  plana  A  a, 
B  b  perpendiculari,  ac  per  punctum  e,  recta  e  T, 
qua;  curvam  C  e,  tangat  in  e,  et  perpendiculo 
H  M  occurrat  in  T,  erit  angulus  c  T  C  minor 
angulo  incidentiae  G  H  M;  nam  cum  segmen- 
tum  k  V  L,  in  hemisphserio  X  V  Z  magis  tra- 
hat  versiis  planum  B  b,  quam  segraentum  ipsi 
sequale  in  hemispherio  X  R  Z,  (ex  hyp.)  \er- 
siis  planum  A  a,  manifestum  est  curvam  deorsum 
inflecti,  ideoque  tangentum  e  T  a  radio  incidente 
G  C,  versus  superiora  M  recedere.  Similiter 
ubi  corpusculum  C  est  in  f  (3°.)  intra  medium 
B  b  c  C,  magis  trahitur  versus  planum  C  c,  ab 
hemispherio  X  V  Z,  quam  retrahitur  versiis 
planum  B  b,  ab  altero  hemispherio  X  R  Z,  cu- 
jus  segmentum  k  R  L,  minus  trahit,  quam 
aequale  segmentum  in  hemispherio  X  V  Z ; 
quar^  anguius  H  t  f ,  quem  tangens  f  t  cum  per- 
pendiculo  H  M  eflficit,  adhuc  minor  est  quam 
aiigulus  H  T  e  (2°.)  Sed  cum  tandem  corpus- 
culum  C  pervenit  in  g  (4°.),  locum  a  plano  B  b 
remotum  distantia  maxima  g  R  =  p  R,  tum 


corpus  p,  aequaliter  undique  attractum  (ex  hy- 
pothosi)  semitam  non  ampliiis  muiat,  sed  rectS. 
movetur  per  g  I,  qua;  curvam  C  e  f  g  tangit  in 
g,  estque  angulus  N  g  I,  quem  g  I  cum  g  N  ad 
B  b  perpendiculari  constituit,  seu  angulus  emer- 
gentiee  minor  adhuc  angulo  H  t  f  (3°.)  Op- 
positum  eveniet,  si  medium  B  b  c  C,  minus  tra- 
hat  quam  medium  A  a  b  B,  et  refractio  in  re- 
flexionem  mutari  poterit.  Fit  igitur  refractio  et 
reflexio  non  in  puncto  incidentiae  R  (4°.)  Sed 
paulatim  per  continuam  incurvationem  radiorum, 
ut  Newtonus  docet.  Quod  si  itaque  certissimis 
experimentis  constet  radios  lucis  a  corporibus 
quasi  attrahi  in  minimis  distantiis,  Newionus 
veram  hic  demonstravit  causam  illarum  lucis 
affectionum,  quibus  contingit  ut  radii  incidentes 
in  superficiem  corporis  resih'ant  iri  plano  ad  eam 
verticali,  sub  anguh"s  reflexionis  aequalibus  an- 
guhs  incidentiffi,  atque  ut  ex  uno  medio  in  aliud 
diversae  densitatis  aut  diversae  vis  trahentis,  ob- 
lique  penetrantes  refrangantur  in  plano  ad  su- 
perficiem,  qum  duo  media  dirin.it  itidem  recto, 
ita  ut  sinus  incidentiee  et  emergcntiae  datam  ser- 
vent  rationem.  Satis  enim  liquet  plana  linearum 
G  H  I  et  G  H  R  h,  in  superioribus  propositi- 
onibus,  perpendicularia  esse  ad  plana  A  a,  B  b, 
ut  planum  parabolae  quam  gravia  in  hypothcsi 
Galilaei  describunt  perpendiculare  est  ad  hori- 
zontem,  Quaenam  vero  causa  sit  attractionis 
aut  tendentiae  vel  impulsui  radiorum  lucis  in 
corpora  :  alia  quxstio  est  quam  hic  agitare  mi- 
nime  necesse  est,  qua^jue  seposita,  interim  ex 
certis  cxperimentis  mathematica  demonstratione, 
ostensa  est  reflexionis  et  refractionis  lex  et  causa ; 
quemadmodum  semel  cognitis  (per  experientiam) 
gravitate  atque  elaterio  aiiris,  recte  quis  ascensus 
et  descensus  liquorum  in  tubis  vacuis  causam 
atque  legem  demonstrasse  censetur,  dum  cx  iis 
aeris  proprietatibus  quarum  causas  ignorat,  haec 
pha>uomena  accurate  deduxit.     Nam  juxta  rec- 
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a  h  X  a  incidentibus  ad  r,  q,  p,  et 
inter  Jc  et  z,  i  et  y,  h  et  x,  incurva- 
tis,  delineatum  est.  Igitur  ob  ana- 
logiam  quae  est  inter  propagationem 
radiorum  lucis  et  progressum  cor- 
porum,  visum  est  propositiones  se- 
quentes  in  usus  opticos  subjungere  ; 
interea  de  natura  radiorum  (utrum 
sint  corpora  necne)  nihil  omnino  dis- 
putans,  sed  trajectorias  corporura 
trajectoriis  radiorum  persimiles  so- 
lummodo  determinans. 


z/y/^ 


C     h    Q, 


PROPOSITIO  XCVII.     PROBLEMA  XLVIL 

Posito  qiiod  sintis  incidenticB  in  sujperjiciem  aliquam  sit  ad  sinum  emergenti(B 

in  datd  ratione  s  quodque  incurvatio  vicB  corparum  juxta  superficiem  illam 

Jiat  in  spatio  brevissimOf  quod  ut  pu7icium  considerari  possit :  determinare 

superficiem,  qiuB  corpuscula  omnia  de  loco  dato  sticcessive  manantia  conver- 

gerejaciat  ad  alium  locum  datum.. 

Sit  A  locus  a  quo 
corpuscula  divergunt ; 
B  locus  in  quem  con- 
vergere  debent;  CDE 
curva  linea  quaj  circa 
axem  A  B  revoluta 
describat  superficiem 
quaesitam ;  D,  E  curvae  illius  puncta  duo  qusevis ;  et  E  F,  E  G  perpen- 
dicula  in  corporis  vias  A  D,  D  B  demissa.  Accedat  punctum  D  ad 
punctum  E ;  et  lineae  D  F,  qua  A  D  augetur,  ad  lineam  D  G,  qua  D  B 


tara  philosophandl  rationem,  in  naturae  pha;no- 
mena  priTnum  debemus  diligenter  inquirere,  ut 
postea  motus  corporum  eorumque  leges  et  cau- 
sas  accuratius  investigare  etcognoscere  possimus. 
Caterum  in  phanomena  reflexionis  ac  refractio- 
nis  lucis  eorumque  causas  inquisierunt  philosophi 
ac  mathematici  celeberrimi,  Cartesius  cap.  2°. 
dioptrices  per  leges  generales  resolutionemque 
motuum,  et  supponendo  lumini  minorem  resis- 
teutiam  in  densioribus  quam  in  rarioribus  me- 

Dd 


diisobjici;  Leibnitzius  in  Actis  Eruditorum  Lip- 
siensibus  an.  1682.  pag.  185.  hac  facta  hypo- 
thtsi,  quod  lumen  a  puncto  radiante  ad  punctum 
illustrandum  via  omnium  facillima  perveniat, 
qua  etiam  usus  erat  antea  Fermadus ;  Huge- 
nius  in  tractatu  de  lumine  per  naturam  undula- 
tionis  luminis  rem  totam  explicat,  et  Joannes 
BernouUius  in  Actis  Lips.  an.  1701.  ex  aequili- 
brii  fundamento  cam  ingeniosissime  deduxit^ 
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diminuitur,  (^)  ratio  ultima  erit  eadem,   quas  sinus  incidentias  acl  sinum 

emergentiae.     Datur  ergo  ratio  incrementi  lineae  A  D  ad  decrementum 

lineae  D  B  ;  et  prop- 

terea  si  in  axe  A  B 

sumatur  ubivis  punc- 

tum  C,  per  quod  cur- 

va  C  D   E   transire 

debet,  et  capiatur  ip- 

sius  A  C  incremen- 

tum  C  M  ad  ipsius 

B  C  decrementum  C  N  in  data  illa  ratione,  centrisque  A,  B,  et  intervallis 

A  M,  B  N  describantur  circuli  duo   se  mutuo  secantes  in  D ;  (*)  punc- 

tum  illud  D  tanget  curvam  quaesitam  C  D  E,  eandemque  ubivis  tangenclo 

determinabit.     Q.  e.  i. 

Corol.  1.  Faciendo  autem  ut  punctum  A  vel  B,  nunc  abeat  in  infinitum, 
nunc  migret  ad  alteras  partes  puncti  C,  (^)  habebuntur  figurae  illae  omnes. 


C^)  *  Ralio  ultima  erk  eadem.  Nam  lineola 
D  E  pro  radio  seu  sinu  toto  usurpata,  lineolae 
D  F,  D  G  sunt  sinus  angulorum  D  E  F, 
D  E  G  ;  sed  angulus  D  E  F  est  complemen- 
tum  ad  rectum  anguli  E  D  F,  seu  A  D  C, 
ideoque  a;qualis  est  angulo  incidentisB,  et  angu- 
lus  D  E  Cj  est  complementum  ad  rectum  anguli 
E  D  G,  ideoque  sequalis  est  angulo  emergentite 
(558).  Ergo  lineae  D  F  ad  lineam  D  G  ratio 
ultima  erit  eadem  quae  sinus  incidentiae  ad  sinum 
emergentisB,  ideoque  data.  Et  hinc  (per  Cor. 
Lem.  4.)  datur  ratio  incrementi  totius  finiti 
lineae  A  D,  ad  decrementum  totum  finitum  li- 
neae  D  B. 

(*)  *  Punctum  illud  D.  Atque  eodem  mo- 
do,  assumendo  varia  incrementa  C  M,  et  decre- 
menta  C  N,  puncta  diversa  lineae  C  D  E  deter- 
minabuntur.  Si  vero  centro  B  et  radio  quovis 
describatur  circulus,  curvam  C  E  secans  in  E, 
et  lineam  A  B  in  N,  et  inde  convolutione  su. 
perficiei  C  E  N,  circa  axem  C  N  solidum  cor- 
pus  conficiatur,  corpusculum  ex  D,  per  lineam 
D  B  ad  centrum  B  circuli  descripti  tendens,  non 
refrangetur,  dum  ex  superficie  cii-culari  concava 
E  N  egreditur,  quod  corpusculi  directio  D  B, 
sit  ad  iilam  superficiem  perpendicularis,  atque 
ita  corpusculum  semper  perveniet  ad  punctum 
B. 

C")  •  Hahebunlur  Jigura:  HleB  omnes.  Quas 
enira  lineas  Cartesius  Geometrise  lib.  2°.  pag. 
50.  et  seq.  dicit  A  5,  A  6,  vel  A  7,  A  8,  eas 
Newtonus  hic  vocat  C  M,  C  N,  et  de  csetero 
eadem  est  utriusque  authoris  constructio.  Unde 
manifestum  est,  si  punctum  C,  inter  puncta  A 
et  B,  et  punctum   N  inter  C  et  M,  sita  sint. 


primam  Cartesii  ovalem  Newtoniana  construc- 
tione  describi ;  si  inanentibus  punctis  A,  C,  B, 
M,  punctum  N,  inter  C  et  A  locetur,  2**".  ova- 
lem  Cartesianam  obtineri ;  si  vero  punctum  B 
ad  alteras  partes  puncti  C  migret  ultra  A,  et 
punctum  C  sit  inter  A  et  N,  atque  M,  3^°'. 
Cavtesii  ovalem  haberi,  iisdemque  positis,  si 
punctum  N  sit  inter  C,  et  A,  ^*"".  ovalem  Car- 
tesii  delineari.  Porro,  si  punctum  A  vel  B  in 
infinitum  abeat  ut  radii  incidant  vel  refringantur 
paralleli,  tum  per  punctum  M  vel  N  erigendura 
erit  perpendiculum,  quod  circulus  centro  B  vel 
A,  et  radio  B  N,  vel  A  M,  descriptus  secabit  in 
puncto  quaesito  D,  curv»  C  D  E,  quae  erit  el- 
lipsis  vel  hyperbola,  ut  calculo  inito  facile  patet, 
atque  hse  sunt  figurae  quibus  Cartesius  cap.  8°. 
dioptrices  usus  est. 


eA<6 


Eadem  est  demonstratio,  .si  superficies  C  D  E 
incidentcs  radios  reflectit,  quo  casu  fit  C  N  = 
C  M,  ob  angulum  incidentia;  a-qualem  angulo 
cmergentiae  (per  Prop.  96.)  et  curva  C  D  E 
erit  sectio  conica,  videlicet  liyperbola,  si  punctum 
C  inter  A  et  B  situm  ;  ellipsis,  si  extra  positum 
sit;  Parabola,  si  eUipseos  focus  B  in  infinitum 
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quas  Cartesius  in  optica  et  geometria  ad  refractiones  exposuit.     Quarum 
inventionem  cuni  Cartesius  celaverit,  visum  fuit  hac  propositione  exponere. 

Corol.  2.  Si  corpus  in  su- 
perficiem  quamvis  C  D,  se-  \  Q,i_    D/  K 

cundum  lineam  rectam  A  D, 
lege  quavis  ductam  incidens, 
emertjat  secundum  aliam 
quamvis  rectam  D  K,  et  a 
puncto  C  duci  intelligantur 
lineae  curvae  C  P,  C  Q  ipsis  A  D,  D  K  semper  perpendiculares :  (*=)  erunt 
incrementa  linearum  P  D,  Q  D,  atque  ideo  lineae  ipsae  P  D,  Q  D,  incre- 
mentis  istis  genitae,  ut  sinus  incidentiae  et  emergentiae  ad  invicem:  et 
contra. 


abeat,    ct  circulus,  si  puncta  A  et   B  coeant. 

Nam  si  punctum  C  inter  A  et  B  situm  sit,  ct  N 

inter  A  et  C,   cum  sit  A  D  =  A  M,  et  B  D 

=  B  N  (per  constr.)   rectarum 

A  D,  B  D  diflferentia  data  erit, 

ut  pote  aequalis   A  31  —  B  N 

=   AC-^-   CM—  BC  — 

CN=AC  —  BC,  obCM 

=  C  N,  ideoque  curva  C  D  E 

erit  iiyperbola  cujus  foci  A  et  B, 

(per  Theor.  3.   de   Hyperbola.) 

Si  punctum  C  inter  puncta  A  et 

B  positum  non  est,  ut  in  hac 

figura,    rectarum    A    D,    B    D 

summa   data  erit,  in  hoc  enim 

casu  punctum  C,  est  inter  N,  et 

M,  atque  AD  +  BD=AC 

—  CM+BC-j-CN  = 

A  C  4-  B  C.    Est  igitur  C  D  E 

ellipsis  cujus  foci  A  et  B,  (Tlieor. 

3.  de  Ellipsi)  quaeque  foco  alte- 

rutro  in  iniinitum  abeunte  mu- 

tatur  in  parabolam  et  focis  coeuntibus  mutatur 

in  circulum. 

C^)  561.  *  Erunt  incrementa,  &c.  Nam  si 
capiatur  arcusquam  minimus  D  E,  atque  ex 
pimcto  E  in  curvas  C  P,  C  Q,  et  in  rectas  P  D, 
Q  K,  demittantur  perpendicula  E  p,  E  q  et  E  F, 
E  G,  coeuntibus  punctis  E  et  D,  enmt  E  F, 
P  p  ct  E  G,  Q  q  sibi  mufuo  parallelae,  et  pro- 
inde  P  F,  p  E  et  Q  G,  q  E,  a;quales,  ideoque 
D  F  et  D  G  erunt  rectarmn  P  D,  Q  D  incre- 


menta  nascentia.  Sed,  (ex  demonstratis  sujira) 
D  F  est  ad  D  G,  ut  sinus  incidentise  ad  sinum 
emergcntiae,  quare  incrcmenta  bnearum  P  D, 


Q  D,  atque  adeo  (Cor.  Lem.  4.)  lineae  ipsae 
P  D,  Q  D,  (quae  simul  nascuntur  in  puncto  C) 
incrementis  istis  genitae,  erunt  ut  sinus  inciden- 
tiae  et  emergentias  ad  invicem,  et  contra,  si  lineae 
P  D,  Q  D  curvis  C  P,  C  Q  perpendiculares 
sint  ut  sinus  incidentiae-  et  emergentiae,  erunt 
earum  incrementa  nascentia  in  cadem  semper 
ratione,  ac  proinde  si  corpus  iu  superficiem  C  D 
secundum  lineam  P  D  iiicidat,  emerget  secuD- 
dum  lineam  Q,  D  scu  D  K. 
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PROPOSITIO  XCVIII.     PROBLEMA  XLVIIL 

lisdem  posiiis,  et  circa  axem  A  B  descriptd  superficie  qudcunque  attractivd 
C  D,  regulari  vel  irregulari,  pcr  quam  corpora  de  loco  dato  A  exeuntia 
transire  debent :  invetiire  superficiem  secundam  atiractivam  E  F,  quce  co?- 
pora  illa  ad  locum  datum  B  convergere  faciat. 

Juncta  A  B  secet  superficiem  primam  in  C  et  secundam  in  E,  puncto 
D  utcunque  assumpto.  Et  posito  sinu  incidentiae  in  superficiem  primam 
ad  sinum  emergentise  ex  eadem,  C^)  et  sinu  emergentiae  e  superficie  sc- 
cunda  ad  sinum  incidentiae  in  eandem,  ut  quantitas  aliqua  data  M  ad 
aliam  datam  N :  produc  tum  A  B 


,.A 


H 


ad  G,  ut  sit  B  G  ad  C  E  ut  M  — 

N  ad  N,-  tum  A  D  ad  H,  ut  sit 

A  H  aequalis   A  G;    tum  etiam 

D  F  ad  K,  ut  sit  D  K  ad  D  H  ut 

N  ad  M.     Junge  K  B,  et  centro 

D  intervallo  D  H  describe  circu- 

lum  occurrentem  K  B  productae  in  L,  ipsique  D  L  parallelam  age  B  F : 

et  punctum  F  tanget  lineam  E  F,  quas  circa  axem  A  B  revoluta  describet 

superficiem  quaesitam.     Q.  e.  f. 

Nam  concipe  lineas  C  P,  C  Q  ipsis  A  D,  D  F  respective,  et  lineas 
E  R,  E  S  ipsis  F  B,  F  D  ubique  perpendiculares  esse,  (^)  ideoque  Q  S 
ipsi  C  E  semper  sequalem;  et  erit  (per  Corol.  2.  Prop.  XCVII.)  P  D  ad 
Q  D  ut  M  ad  N,  (0  ideoque  ut  D  L  ad  D  K  (^)  vel  F  B  ad  F  K ;  C^)  et 
divisim  utDL  —  FBseuPH  —  PD  —  FB  ad  FD  seu  FQ  — 
Q  D ;  et  composite  ut  P  H  —  F  B  ad  F  Q,  id  est  (*)  (ob  aequales  P  H 


(^)  •  Et  sinu  emergeniiee  e  superficie  secunda, 
&c.  Est  enitn  sinus  emergentiaB  e  superficie 
secunda  E  F,  ad  sinum  incidentise  in  eamdem, 
ut  sinus  incidentias  in  superficiem  primam  C  D, 
ad  sinum  emergentias  ex  eadem.  Nam  si  radius 
incidens  A  D  refrangitur  per  D  F,  pb  eandem 
rationem  radius  F  D,  incidens  in  D  refrangetur 
per  D  A,  et  qui  sinus  erat  incidentiEe  in  primo 
casu,  fit  sinus  emergentise  in  secundo. 

(*)  •  Ideoqve  Q  S  ipsi  C  E  semper  eequalem. 
Cum  enim  linea  Q  S,  sit  semper  perpendicularis 
utrique  lineas  C  Q,  E  S  (ex  hyp.)  ea  nec  cres- 
cit,  nec  decrescit,  ob  partes  curvarura  in  Q  et  S 
gemper  parallelas,  ut  patet. 

(f)  *  Jdc6i/ue  ut  J)  L  ad  D  K.  Est  enim 
(per  constr.)  D  K  ad  D  H,  ut  N  ad  M,  et  D  L 
s:  D  H,  pcr  const. 


(B)  *  Vell  BadF  K.  Ob  parallelas  D  L, 
F  B  (per  constr.) 

(")  *  Et  divisim.  Cum  sit  P  D  :  Q  D  = 
D  H  :  D  K  =  F  B  :  F  K,  erit  divisim  D  H  : 
DK,  seuPD:  QD  =  DH  —  FB:  DK 

—  F  K  =  P  H  —  P  D  —  F  B  :  D  F,  seu 
Q  F  —  Q  D,  ct  composite  P  D  :  Q  D  =  P  H 

—  PD+PD  —  FB,  seu  PH—  FB: 
Q  F  —  Q  D  +  Q  D,  seu  Q  F  =  M  :  N. 

(0  •  06  (Equales  P  H  et  C  G.  Nam  (per 
constr.)  A  H  =  A  G,  et  quoniam  punctum  A 
datum  est,  estque  A  P  semper  perpendicularis 
ad  curvam  C  1',  liquet  eam  curvam  csse  ciicu- 
lum  cujus  centrum  A,  unde  A  P  =  A  C,  ct 
hinc  P  H  =  C  G ;  et  simili  modo  palet  esse 
B  B  =  B  £,  ob  datum  punctum  B. 
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et  C  G,  Q  S  et  C  E)  C  E  +  B  G  —  F  R  ad  C  E  —  F  S.  Verum  (ob 
proportionales  B  G  ad  C  E  et  M  —  N  ad  N)  est  etiam  C  E  +  B  G  ad 
C  E  ut  M  ad  N :  (^)  ideoque  divisim  F  R  ad  F  S  ut  M  ad  N,  et  prop- 
terea  per  Corol.  2.  Prop.  XCVIL,  superficies  E  F  cogit  corpus,  in  ipsam 
secundum  lineam  D  F  incidens,  pergere  in  linea  F  R  ad  locum  B.  Q.  e.  d. 
Scholium.  Eadem  methodo  pergere  liceret  ad  superficies  tres  vel  plu- 
res.  Ad  usus  autem  opticos  maxime  accommodatae  sunt  figurae  sphaericae. 
Si  perspicillorum  vitra  objectiva  ex  vitris  duobus  sj)haerice  figuratis  et 
aquam  inter  se  claudentibus  conflentur ;  fieri  potest  ut  a  refractionibus 
aquae  errores  refi^actionum,  quae  fiunt  in  vitrorum  superficiebus  extremis, 
satis  accurate  corrigantur.  Taha  autem  vitra  objectiva  vitris  ellipticis  et 
hyperbolicis  praeferenda  sunt,  non  solum  quod  facilius  et  accuratius  for- 
mari  possint,  sed  etiam  quod  penicillos  radiorum  extra  axem  vitri  sitos 
accuratius  refringant.  Verum  tamen  diversa  diversorum  radiorum  re- 
frangibiHtas  impedimento  est,  quo  minus  optica  per  figuras  vel  sphaericas 
vel  alias  quascunque  perfici  possit.  Nisi  corrigi  possint  errores  illinc  ori- 
undi,  labor  omnis  in  caeteris  corrigendis  (')  imperite  collocabitur. 

('')  *  Ideoque  divisim,  &c.     Nam  cum  sit  (ex  qualiter  coUiguntur  a  vitro  oculari,  nlsi  ejus  fo- 

demonstratis)  M:  N=  CE  +  BG  —  FR:  cus  adeo  remolus  sit  ut  intervallum  inter  diver- 

CE  —  FS=CE  +  BG:  CE,  erit  divi-  sas  illas  imagines  ejus  respectu   evanescat,  sed 

sim  M  :  N  =  F  R  :  F  S.  manente  lente  objectiva,  aucto  foco  lentls  ocula- 

(')    •    Imperite  collocabitur.       Vide  primam  ris  diminullur  in  eadem  ratione  ampliiicatio  ob- 

partem   Llb.  I.  Optlces  Newtonianas,   ubi  egre-  jecti  ;  slc  ergo  quantumvis  accurate  colligeren- 

gils  experimentis  auctor  demonstravit  radios  di-  tur  radii  per  objectlvae  lentls  figuram;  haec  foco- 

versi    coloris    esse    etiam    diverse  refranglbiles ;  rum     multiplicitas    neutlquam    corrigetur    nisi 

unde  fit  ut  focus  lentis  objectlvac  telescopiorum  dispendlo  amplificatlonis  objecti :    Hac  Theorla 

(in  quo  fit  objectorum  imago  quae  trans  vitrum  Newtonum  ad  invcntlonem  Telescopicrum  Ca- 

oculare  spectatur)  non  sit  unlcus,   sed   focus  ra-  toptricorum  deduxit,  qua»  Prop.  7.  et  8.  Lib.  1. 

diorum  violaceorum  remotissimus  sit  ab  oculari,  Optices  ab  ipso  explicantur,   et  qua;  cum   levi 

fociis   radiorum   rubrorum    sit   proximus,  radii  mutatlone  in  usum  commuriissimum  ventre. 
Wgo  ex  illis  variis  imaginibus  procedentes  inije- 
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boiicam  describere,  quae  transibit  per 
puncta  data,  et  rectas  positione  datas  con- 
tinget ibid. 
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puncta  transibit  et  rectas  tanget  positione 
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Trajectoriam  describere  quas  per  data  qua- 
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Trajectoriam  describere,  quje  per  data  duo 
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Trajectoriam  describere  quoe  transibit  per 
punctum  datum  et  rectas  quatuor  posi* 
tione  datas  continget. 174 
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Trajectoriam  describere  quae  rectas  quinque 
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PROP.  XXVIIL  PROBL.  XX. 
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PROP.  XXIX.  PROBL.  XXL 
Trajectoriam  specie  datam  describere  qiiae  a 
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portionalis  quadrato  distantiae  locorum 
a  centro,  spatia  definire  quae  corpus  recla 
cadendo  datis  temporibus  describit 216 
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Positis  jam  invcntis,  dico  quod  corporis  ca- 
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a  circuH  vel  hyperbolae  recfangulae  ver- 
tice  ulteriore  A  habet  ad  figurae  semi- 
diametrum  principalem  ^  A  B 228 

PROP.  XXXIV.  THEOR.  X. 

Si  figura  B  E  D  parabola  est,  dico  quod 
corporis  cadentis  velocitas  in  loco  quovis 
C  aequalis  est  velocitati  qua  corpus  centro 
B  dimidio  intervalli  sui  B  C  circulum 
uniformiter  deecribere  potest 230 

PROP.XXXV.  THEOR.  XI. 

lisdem  positis,  dico  quod  area  figuras  D  E  S, 
radio  indelinito  S  D  descripta,  sequalis 
sit  arese  quam  corpus,  radio  dimidiiim 
lateris  recti  figura;  D  E  S  aequante,  circa 
centrum  S  uniformiter  gyrando  eodem 
tempore  describere  potest ibid. 

PROP.  XXXVI.  PROBL.  XXV. 
Corporis  de  loco  dato  A  cadentis  determi- 
uare  tempora  descensiis 233 

PROP.  XXXVII.  PROBL.XXVI. 

Corporis  de  loco  dato  sursiim  vel  deorsiim 
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scensus. 234 

PROP.  XXXVIIL  THEOR.  XIL 

Posito  quod  vis  centripeta  proportionalis  sit 
altitudini  seu  distantiae  locorum  a  centro, 
dico  quod  cadentium  tempora,  velocitates 
et  spiiiia  descripta,  sunt  arcubus  arcuum- 
que  sinibus  rectis  et  sinibus  versis  respec- 
tive  proportionalia. 235 

PROP.  XXXIX.  PROBL.  XXVIL 

Posita  cujnscunque  generis  vi  centripeta,  et 
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locum  quemvis  perveniet :   et  contra 256 

PROP.  XL.     THEOR.  XIIL 

Si  corpus  cogente  vi  quacunque  centripeti 
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quibus  corpora  movebuntur,  tum  tempora 
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PROP.  XLII.  PROBL.XXIX. 
Data  lege  vis  centripeta?,  requiritur  motus 
corporis  de  loco  dato,  dala  cum  velocitate 
secundum  datam  rectam  egressi 256 
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EfBcienduni  est  ut  corpus  in  trajectoria 
quacunque  circa  centrum  virium  revol- 
vente  perinde  moveri  possit  atque  corpus 
aliud  in  eadem  trajectoria  quiescente 258 

PROP.  XLIV.  THEOR.  XIV. 
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quiescente  et  corpus  aliud  in  eodem  orbe 
revolvente  aequaliter  moveri  possunt,  est 
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inverse 259 
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draturis ;  requiritur  motus  corporis  de 
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PROP.  LI.     THEOR.  XVIII. 

Si  vis  centripeta  tendens  undique  ad  globi 
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gravitatis  centrum  C  revolventium,  tcm- 
pus  periodicum  esse  ad  tempus  periodi- 
cum  corporisalterutrius_P,  circa  alterum 
immotura  S  gyrantis,  et  figuris  quas  cor- 
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S  -}-  P  ad  primum  duonim  medie  pro- 
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PROP.  LXIV,  PROBL.  XL. 

Viribus  quibus  corpora  se  mutuo  trahuiit 
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rum  acentris,  requiruntur  motusplurium 
corporom  inter  se 319 

PROP.  LXV.  THEOR.XXV. 
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duplicala  ratione  distantiarum  ab  eor- 
umdem  centris,  moveri  posse  inter  se  in 
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areas  describere  teniporibusproportionales 
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PROP.  LXVI.  THEOR.XXVL  "^' 
Si  cor])ora  tria  quorum  vires  decrescunt  in 
duplicata  raUone  distantiarum,  se  mutuo 
trahant ;  et  attractiones  acceleratrices  bi- 
norum  quoramcunque  in  tertium  sint  in- 
ter  se  reciproce  ut  quadrata  distantiarum ; 
minora  autem  circa  maxiinum  revolvan- 
tur:  dico  quod  interius  circa  intimum  et 
maxinjum,  radiis  ad  ipsum  ductis,  descri- 
betareas  temporibus  magis  proportionales, 
et  figuram  ad  formam  ellipseos  umbilicum 
in  concursu  radiorum  habentis  magis  ac- 
cedentem,  si  corpus  maximum  his  attrac- 
tionibus  agitetur,  quam  si  maximumillud 
vel  a  minoribus  non  attractum  quiescat, 
vel  multo  minus  vel  multo  magis  at- 
tractum;  aut  multo  miniis  aut  multo 
magis  agitetur. 324 
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quod  corpus  exterius  S,  circa  interiorum 
P  T,  commune  gravitatis  centrum  O, 
radiis  ad  centrura  illud  ductis,  describit 
areas  temporibus  magis  proportionales  et 
orbem  ad  formam  ellipseos  un  bilisum  in 
centro  eodera  habentis  magis  accedentem, 
quam  circa  corpus  intimum  et  maximum 
T,  radiis  ad  ipsum  ductis,  describere 
potest 352 

PROP.  LXVIIL   THEOR.  XXVIIL 

Positis  iisdem  attractionum  legibus,  dico 
quod  corpus  cxterius  S,  circa  interiorum 
P  et  T,  commune  gravitatis  centrum  O, 
radiis  ad  centrum  illud  ductis,  describit 
areas  temporibus  magis  proportionales,  et 
orbem  ad  formam  ellipseos  umbilicura  in 
centro  eodera  habentis  magis  accedentem, 
si  corpus  intimum  et  maximum  his  at- 
tractionibus  perinde  atque  caetera  agitetur, 
quam  si  id  vel  non  attractum  quiescat,  vel 
multo  magis  aut  multo  miniis  attractum 
aut  multomagis  aut  multo  miniis  agitetur.  353 

PROP.  LXIX.  THEOR.  XXIX. 
In  systemate  corporum  plurium  A,  B,  C, 
D,  &c.  Si  corpus  aliquod  A  Uahit  ca;. 
tera  omnia  B,  C,  D,  &c.  viribus  accele- 
ratricibus  qujB  sunt  reciproce  ut  quadrata 
distantiarum  a  trahente,  et  corpus  aliud 
B  trahit  etiam  cajtera  A,  C,  D,  &c.  viri- 
bus  qua;  sunt  reciproce  ut  quadrata  dis- 
tantiarum  a  trahente;  erunt  absolutae 
corporum  trahentium  A,  B  vires  ad  in- 
vicem,  ut  sunt  ipsa  corpora  A,  B,  quorum 
sunt  vires 354 

PROP.  LXX.  THEOR.  XXX. 

Si  ad  sphtericas  superficiei  puncta  singula 
tendant  vires  aequales  cenlripetas  decre- 
scentes  in  duplicata  ratione  dislantiarum 
a  punctis  :  dico  quod  corpusculum  intra 
superficiem  constitutumhisviribus  nuUam 
in  partem  attrahitur 357 


PROP.  LXXL  THEOR.  XXXL  ^'^ 
lisdem  positis,  dico  quod  corpusculum  ex- 
tra  sphaerjjjim  superficiem  constitutum 
attrahitur  ad  centrum  spb£er£e;  vi  reci- 
proce  proportionali  quadrato  distantiEe 
suae  ab  eodem  centro 353 

PROP.  LXXIL  THEOR.  XXXIL 

Si  ad  sphaera;  cujusvis  puncta  singula  ten- 
dant  vires  sequales  centripetas  decrescen- 
tes  in  duplicata  ratione  distantiaruin  a 
punctis ;  ac  dttur  tiim  sphaeraB  densiUis, 
tiim  ratio  diametri  sphaerae  ad  distantiam 
corpusculi  a  centro  ejus :  dico  quod  vis 
qua  corpuscukim  attrahitur,  proportiona- 
lis  erit  semi-diametro  sphaeras 360 

PROP.  LXXIIL  THEOR.XXXIIL 

Si  ad  sphasrae  alicujus  datae  puncta  singula 
tendant  aequales  vires  centripetae  decre- 
scentes  in  duplicata  ratione  distantiarum 
a  punctis  :  dico  quod  corpusculum  intra 
sph.tram  constitutum  attrahitur  vi  pro- 
portionali  distantiae  su£b  ab  ipsius  centro.   361 

PROP.  LXXIV.   THEOR.  XXXIV 

lisdem  positis,  dico  quod  corpusculum  exfra 
sphscram  constitutum  attrahitur  vi  reci- 
proce  proportionali  quadratodistantiae  sucE 
ab  ipsius  centro ibid. 

PROP.  LXXV.  THEOR.  XXXV. 

Si  ad  sphceras  datac  puncta  singula  tendant 
vires  ajquales  centripetse,  decrescentes  in 
duplicata  ratione  distantiarum  a  punctis, 
dico  quod  sphaera  quaevis  alia  similaris  ab 
eadem  attrahitur  vi  reciproce  proporiio- 
nali  quadrato  distantiae  centrorum 362 

PROP.  LXXVL  THEOR.  XXXVL 
Si  sphaercc  in  progressu  a  centro  ad  circum- 
ferentiam  (quoad  materije  densitatem  et 
vira  attractivara)  utcunque  dissirailares, 
in  progressu  vero  percircuitum  ad  datam 
omnem  a  centro  distantiam  sunt  undique 
similares;  et  vis  attractiva  puncti  cujus- 
que  decrescit  in  duplicata  ratione  dis- 
tantiae  corporis  attracti  :  dico  quod  vis  tota, 
qua  hujusmodi  sphaera  unaattrahit  aliam 
sit  reciproce  proportiQualis  quadiato  dis- 
tantiae  centrorum 354 

PROP.  LXXVIL  THEOR.  XXXVIL 

Si  ad  singula  sphaerarum  puncta  fendant 
vires  centripetas  proportionales  distantiis 
punctorum  a  corporibus  attractis:  dico 
quod  vis  composita,  qua  sphaerae  duae  se 
mutuo  trahent,  est  ut  distantia  inter 
centra  sphserarum 566 

PROP.LXXVIIL  THEOR.XXXVIIL 

Si  sphccrae  in  progressu  a  centro  ad  circum- 
ferentiam  sint  utcunque   dissimilares  et 
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injBquabiles,  in  progressu  verd  per  cir- 
cuitum  ad  datam  omnem  a  centro  distatt- 
tiam  sint  undiqiie  similares ;  et  vis  atttac- 
tiva  puucti  cujusque  sit  ut  distaAtia  cor- 
poris  attracti :  dico  quod  vis  tota  qua 
hujusmodi  sphcerte  duae  se  mutuo  trahunt, 
sit  proportionalis  distantiae  inter  centra 
sphserarum 368 

PROP.  LXXIX.  THEOR.  XXXIX. 

Si  superficies  ad  latitudinem  infinite  dimi- 
nutam  jamjam  evanescens  E  F  f  e,  con- 
volutione  sui  circa  axem  P  S,  describat 
solidum  spha;ricum  concavo-convexum, 
ad  cujus  p.vrticulas  singulas  aequaies  ten- 
dant  sequales  vires  centripetae  :  dico  quod 
vis,  qua  solidum  illud  trahit  corpuscu. 
lum  situm  in  P,  est  'n  rationc  composita 
ex  ratione  solidi  D  E  q  X  F  f,  et  ratione 
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B  locatur,  erigantur  de  punctis  singulis  D 

perpendicula  D  E  sphasras  occurentia  in 

E,  et  in  ipsis  capiantur  longitudines  D  N, 

D  E  q  X  P  S 
qu£E  smt  ut  quantitas   2__ et 

vis,  quam  sphaerae  particula  sita  in  axe  ad 
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ANB  comprehensa  sub  axe  sphaTae  A  B, 
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Si  corporis  attracti,  ubi  attrahenti  contiguum 
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commune  centrum  gravitatis ;  et  eadem 
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